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摘 要

本文在圆薄板大挠度问题摄动解法 (19 招)
「, 〕

.

(]9 54 )川的基础上
,

求得了椭圆板大挠度问题

的摄动解
.

本文的公式推导是 1 9 5 7 年以前完成的
,

由于某些原因
,

长期未得发表
.

1 9 5 9 年 见 到

N as h一C oo le y 〔3」
以摘要形式发表的类似工作

,

但只有久= a/ b 二 2的数值结果
.

这里将原先推导的正

确至二级近似的分析公式以及计算结果发表
.

其中包括泊桑比 , 二 0
.

25
,

0
.

30
,

0
.

3 5
,

椭圆半径比

几= 1
,

2
,

3
.

4
.

5的全部计算结果
,

以备工程设计计算之用
.

关妞词 椭圆板 大挠度 摄动

_ 已l 性挂
幽

、 廿 百 「 J

薄板大 挠度问题 曾受到应用数学界的长期重视
.

求解该问题的方程是卡口非 线 性 方 程

(1 91 0) 〔‘’, (1 94 0) ‘“’.

由于非线性问题求解困难
, 只有极少数问题 曾被计算过

.

最初韦 (5
.

W
a y ) (1 93 4) 〔6 ’ 曾用幂级数解研究了在均布载荷下边缘固定的圆薄板问题 , 后来李斐 (5

.

L e v y) (1 94 2) 〔”用重三角级数法得到了均布载荷下简支长方板的数值解
.

这两种方法都非

常冗繁
, 以致在一些比较重要的情况下便不能使用

.

钱伟长在(1 9 4 8) 〔‘’, (1 9 5 4) 〔2 ’用摄动法

重新处理了均布载荷下和各种不同边界条件下的圆薄板的大挠度问题
,
得到非常 满 意 的 结

果
,
有关中心挠度和边缘屈服条件和实验值非常接近(M e p h e r s o n , R a m b u r g , L e v y

,

1 9 4 2 t“’)
.

此后
, 钱伟长和叶开沉曾试图用摄动法处理四边固定的矩形板在均布载荷下 的 大

挠度问题 (1 9 5 6 ) ‘
“’.

稍后
, N a 日h和C o o le y (1 9 5 9 )‘

”’曾试 图用摄动法处理边界固定的椭圆板

在均布载荷下 的大挠度问题
,
但只给出了 久= 2

, , = 0
.

30 的数值结果
.

本文试图研究固定的

椭圆板在均布载荷下的摄动解
.

不论一级近似和二级近似都不采用纯数值解法而用分析解法
.

我们计算了各种泊桑比 (v二 0
.

2 5 , 0
.

3 0 , 0
.

3 5 ) 和各种椭圆半径比 (几= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) 的

椭圆板解
.

二
、

椭圆板在均布载荷下的大挠度方程

让我们考虑长轴为2a
、

短轴为 2b
、

厚为h的椭团薄板在横向均布载荷q的作用下
,
所发生

的大挠度问题 (图 1 )
.

设板内中面各点尸(二
,

功处的横向挠度和二 , y轴向的拉伸位移分别为
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其中E 为杨氏模量
. v
为材料的泊 桑 比 ,

它 在

以后计算中取值 0
.

25 < v < 。
.

35
.

v o n K打 m 么n 大挠度方程相当于下列平

衡方程

粤
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.
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其中D “ E 尸 / 1 2 ( 1 一沪 )为薄板抗弯刚度
,
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默脚一助丝时+ 2 ( 1 一 , )几
2
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.

s e )

求解这些方程的边界条件为

不二U = 厂= 口班/ 口n = o 在边界梦十护= 1上 ( 2
.

6 )

其中口归
。
为椭圆边界上的外法线方向的偏导数

.

三
、

摄 动 法 求 解

按圆薄板大挠度问题摄动法求解的成功先例 ( 1 9 4 8) ‘” ,
我们将以椭圆板中心挠度的无量

纲量附 . 为摄动参数
. ’

附
. == 牙 ( 0 , 0 ) ( 3

.

1 )

并设( 2
.

sa ,

b
,

c) 中的U , 犷
,

牙
,

O都可以展开为附。的幕级数如下
:

U (占, 专) == U : (占, , )牙粼+ U
‘ (舀, 刀)牙盆+ ⋯ ( 3

.

z a )

犷 (占, , ) 二犷
:
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.

2b )

班 (雪, 粉) = 附
, (舀, 叮)牙

. + 附
s (省, 叮)平氛+ ⋯ ( 3

.

2 c )

3Q/ 2 ( 3 + 2几
z + 3久

4 )二 a ,
牙

。 + a s

牙孟+ ⋯ ( 3
.

Zd )

把(3
.

Z a , b , c ,

d ) 代入 ( 2
.

sa , b ,

c) 各式
,

得班
. 的幂级数表达式

.

由于各式对任意附
。
值都适

用
。

所以
,
各该式的万氛各系数项都必独立满 足方程式

.

由此导出了求解 a 。 , U 。(君, 们 ,

犷, (雪, 帕和牙
. “ , 功的各级近似表达式

.

一级近似为 ( 2
.

5 e )的研
.
项

, 和 ( 2
.

5 a ,
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,
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:
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.
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,
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,
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, e ,
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依次类推可以逐级求解
,
按圆薄板的经验

,
求得两级近似解就足够了

.

四
、
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但是
,
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!矗

(F
; 一D ; ) + (卜

·)(F l一 E , )+ (‘+ ·) (F Z 一 E Z)

i
, 、

「「6
. . 一

1
‘。 .

「 2
. _

飞
。

Z
j 、

、

= 一 6 L土一 “一 犷少让万十
上一 ”

」“
一

十以
‘十 ”一 ”

」粉
“

一 矛一 以 一 , )了
(4

.

1 0 a )

〔4 2几
2
A

2
+ (1 一 , )(刁

:
+ 凡 )+ 3 (z + v )C

:

〕粉
4

+ 〔2 0人
2
(A

:

+ B
Z
)+ 6 (1 一 , ) (B

Z
+ q )

+ 6 (1 + v ) (B
,
+ C

工
)〕蜜

2 刀2
+ 〔6 几

2
(B

Z
+ C

:
)+ 1 5 (1 一 v )C

Z
+ 5 (1 + v ) (B , + A

,
)〕占

4

+ 〔2 0几
么
(认一 A Z ) + (z 一 v ) (几+ 凡 一B Z )+ 2(z + , ) (E , 一 C

,

)〕刀2

+ 〔6兄
2
(几 + E

: 一凡 ) + 6 (i 一 v ) (E : 一 q )+ 3 (1 + , ) (D
、
+ E

: 一 B
;

)〕省
2

+ 〔6泥2 (F
: 一几 )+ (1 一 v )(F

: 一 E
Z
)+ (1 + , ) (F

, 一 E
;

)〕

= 一 8 (1 一舀
2 一护) {〔6几么+ i 一 v〕峥

2
+ [ 2几

2
+ 5 一 v〕雪么一 2几

么一 (1 一 v )} (4
.

z ob )

(4
.

loa ,

b)两式在雪
2

+ , 2
成z域内各点上都适用

.

所以
,

(4
.

z o a )两边的占
4 ,

占名叮2 , , 4 , 占2 , 叮2 ,

1各项系数必互等 , 于是从 (4
.

IOa) 得

4 2
J . , ‘ 、 , , .

。 、 .

_ , ‘
.

、

~ _ 「 6
_

飞

号若A
,
+ (1 一 ,

) (A
, + B

I

) + 3 (i + , )q 二 s }长+ 1 一 ,

l (4
.

z z a )
护 一

‘ ’ “ 一 尸 / 、

一
‘ ’

一 ‘产 ‘ 一 、一 ’ ‘ 产 一“

一 L几
“ , ‘ 一 “

」 、,
‘ 上 上 “ 尹

2 0
, J .

n
、 .

。 , . 、 , n
.

。
、 . _ _ _ 、

。 ~
、 _

「8
_ _ 、

1

器(A
;
+ B

;

) + 6 (i 一 ,
)(B

,
+ C

;

) + 6 (l + v ) (B
Z
+ q )二 8 !袅+ 2 (3 一 , ) ! (4

.

i lb )
矛

“

一
‘ ’

一
‘z ’ 一 、 - 一 产 “

一“ 一 五/ ’ 一 、一 ’ ‘ / 、一 z ’ ~ 别
一 L只

2 ’ “ 、” 一 犷 夕
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’

“ “尹

6
, 。

.

。
、 . ‘ , , , 、

。
.

, , ‘ . 、 , J .

。
、 _ 「 2

_

_ 1

贡(B ; + c
:

) + 1 5 (1 一 v )C
,

+ 5 (1 + v )(A : + B : ) = s !斋+ 5 一 v

l (4
.

li e )
矛 一

‘ ’ 一 “
’

一
、一

“ 一 ”
一 、 一 ’ ‘ 产 “

一
“ ’ 一 z /

一
一

L护
’ “ ‘

」
、

卜 ~ 叮

2 0
,

n 月 、 . , , 、 ,

。
,

。 n
、 .

_ , _ . 、 ,

。 ~
、 _

「 8
_ _ _ _

飞

荞(D
: 一 A

,

) + (1 一 v ) (D
,

+ E
, 一 B

,

)+ 2(l+ v )(E : 一 q ) = 一 s }号+ 2(1 一 , ) 1 (4
.

i i d )
矛 一

‘

一“
’ “ -

一 ‘

一
‘ ’

一
‘

一
‘产 ’ 一 、 一 ’ ‘ 产 、

一 ” 一“ /

一
一

L矛
‘ “、 ‘ 一

“ 产

」
、 ,

·

~ ~ /

6
,

。
.

。 。
、 . _ , _ ‘

一 ~
_ _

_

_ _ _

示(D : + E : 一 B : ) + “(1 一 v )(E : 一C : )+ 3(1 + v ) (D
:

+ E : 一 B : )

_ 「 4
.

_
, _ _

1

= 一 S
L乖+ 2(3 一 v )」 (4

·

‘le )

6
,
。 n

、 . , , 、 ,
。 。

、 ,

“
, 、 ,

。 。
、

_ 「 2
_ _

1

兹(F : 一 D , )+ (1 一 v )(F
,
一 E : )+ (1 + v ) (F Z 一E Z ) = s ! 轰十 z 一 ,

l (4
.

1 1 f)
滩汤 、 一 二

一“
’

)一
’ ‘ 、 一 ‘

一 ”
’ 、 一 ’ ‘ 产 “ 一 “ 一 “产

一
一

L几护 一 ‘ 一
“

」

同理 (4
.

lob )两边的 , 4 , 叮艺君2 , 君
4 , 刁2 , 雪

2 , z各项系数也必互等
,
得

4 2几2A 2 + (1 一 v ) (A : + B : ) + 3 (1 + v )C x = 8 [ 6几2 + 1 一 梦〕 (4
.

1 2 a )

2 0丸
,

(A : + B : )+ 6 (1 一 , )(B : + q )+ 6 (1 + v ) (B , + C
,

) = 8〔8久
,
+ 2 (3 一 v )〕 (4

.

1 2 b )

6久
2

(B
Z

+ q ) + 1 5 (1 一 v )C , + 5(1 + v ) (A
,

+ B
,

)= 8 〔2泥
2
+ 5 一 , 〕 (4

.

1 2 e )

2 0义
么

(几 一 A
:

)+ (1 一 v ) (D
:

+ E : 一 B Z )+ 2 (i + , )(E
l一 C : )二 一s〔8亢2 + 2 (1 一 , )〕

(4
.

1 2d )
6久么(D

Z

+ E : 一B
:

) + 6(1 一 ”)(奋
: 一 q ) + 3 (1 + v ) (D

,
+ E

, 一 B
:

)” 一 8 〔4兄2+ 2 (3 一 v )〕

6几2 (F : 一 D
:

)+ (1 一 ”)(F
: 一 E : )+ (1 + v )(F : 一万 , )二 8 〔2几

z

+ i 一 v」

(4
.

1 2 e )

(4
.

1 2 f)

(4
.

1 1 ) , (4
.

1 2 )各式可以分成两个独立部分
: (4

.

li a ,

b
, e )

,

(4
.

i Za ,

b
, e ) 6 个方程式

,

它们可以用来求解 6个待定常量A
, , B , , C : , 刁 : , B : , C : .

把求得的结果代入 (4一 ld
, e ,

f)

和 (4
.

12 d
, 。 ,

f)
,
就得求解D , , E , , F

: , D : , E : , F Z
的 6个方程式

.

这样就求得了所有12 个

待定常量
.

从而求得了 (4
.

s a ,
b) 所代表 的 U 信

, 功 , 厂信 , 帕 的一级近似解 U
:
(雪, 功 ,
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犷: (君, 刀)
.

从 (4
.

1
·

la , b )消去久
夕 得用A

工,
B

, 夕 C
,

表示的 B
:

的表达式
,
再把它代入 (4

.

ll c ) ,
求得

用A
; , B

l , C、
表示的刁

2

的表达式
.

把A
Z , B

Z

的表达式和 (4
.

1扭 )的q 的表达式放在一起
夕
构

成下列矩阵方程
。

1 5(1+ v )中
2

+ a (1 / 几
2

)中 , = Q
l

(1 / 几
2

) (4
.

1 3 )

其中中
; ,
中

: , a (i尽
2
)

,

Q(1尽
2
)分别为下yIJ 矩J车

,

而且a (1夙
2
) , Q

,
(l尽

2 )都是 1尽
2

的函数
。 A

z 飞 ( A
Z 、

‘ 1 n l ‘ } n l 。 / 1 \
甲‘
一 )

力 ‘

}
, 甲“

“ {
万 2

}
, “‘

气丽)二
、

C
,

‘’ 、
C

2 7

1 2 8 / 几
2
+ 8 (5 一 3v ) 飞

一 8 02、
2
+ 8 0

{
2 4 0 / 汪

2
+ 4 0 (1 一 v )

J

(4
.

1 4 a ,
b

, e )

1 6 0 / 元
么
+ 5 (1 一 , )

一 1 6 0 / 几
2 一 5(1 一 v )

2 1 0 / 兄
2
+ 5 (1 一 v )

一 3 2 / 元
2 一 1 0 (1 一 , )

5 0 / 几
2
+ 1 0 (1 一 , )

5 (1 一 v )

1 8 / 兄
2
+ 30 (1 一 , )

1 5 (1 一 v )

0 {
(‘

’

“ d ’r.‘‘.‘.t

一一

、

、..声
夕

1矛
了了..、

住

同样
, 从 (4

.

12 a , b
,

c) 中通过相似的运算
,
可以求得下列矩阵方程

1 5 (1 + v )中, + a (之
2

)中
:

~ Q
,
(几

2
)

其中
, 巾

, , 巾:
见 (4

.

1 4 a , b ) ,
而a 以

2
) , Q

:
(之

2

)则和 (4
.

1 4 e , d ) 中的 a (1尽
2
) ,

似 , 只要把 (4
.

14 C ,

d) 中的1/ 护用护代替就得到了
.

从(4
.

1 3 ) , (4
.

1 5 ) ,
我们解得中

; , 中
:

中
,

~ 〔2 2 5(1 一 v )
“
月一 a (几2)“ (l / 几

2

)〕
一 ‘

{一 a (几
2
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(1 / 只
2
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么
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2
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2
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2

)+ 1 5(1 + v )Q
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2

) }

其中 l为对角线单元矩阵
.

用 (4
.

lla , b )式消去 (4
.

i z d , e ,
f )中的B : , C

:

后
,
可以导出下列矩阵方程

:

6 (1 + v )甲
2

+ p(1 / 又
2
)巾

,

+ Y(1 / 元
2
)平: = 一 Q : (1 / 兄

2
)

其中巾
;

见 (4
.

1 4 a ) , 甲
, , 甲2 , Q

:
(1尽

2
)分别为
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.

1 6 a )

(4
.
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.
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F
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.

lsa ,

b
, e )

p (1尽
2

) , Y(1越
2

)都是i尽
2
的函数的矩阵

一 8 8 / 几
z 一 4 (1 一 , )

2 4 / 几
2
+ 2 (1 一 , )

2 4 / 几
之
+ 2 (1 一 p )

一 4 8 / 几
2 一 3 (1 一 , )

6 0 /兄
2

+ 3 (1 一 v )

2 4 / 人
忍
+ 3 (1 一 v )

8 /几
2 + 5 (1 一 v )

一 (1 一 v )

一 (1 一 v )

1 2 / 久
2
+ 9 (1 一 v )

3 (1 一 v )

一 3 (1 一 v )

一 6(1 一 v )

0 」 (4
.

1 8 d )

0

3 6 / 凡
“
+ 6 (1 一 v ) }

(4
.

1 8 e )
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阴
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、、、..了产1护1矛‘了.、了刃.、
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Y

同样
,

从 ( 4
.

1 2 d
, e ,

f) 中可以导出

6 ( 1 + , )甲: + p(久
2
) 巾

: + Y (几2 )甲: “ 一 Q
:
(几

么

) ( 4
.

1 9 )

其中巾
2

见( 4
.

z 4 b ) , 甲
, , 甲

2

见 ( 4
.

z s a , b ) ,

p以
2

) , 丫以
2 ) ,

Q
: (几2 ) 诸矩阵见 ( 4

.

1 8 c ,

d
, e ) ,

但将 (4
.

1 8) 中的 1 / 护改写为护
.

从 ( 4
.

1 7) , ( 4
.

1 9 )中
,

可解出甲
, , 甲2 ,

得

甲
, = 〔3 6 ( 1 + v )

“
I一 丫(几2 ) 丫( l /久

2
)〕

一 ‘

{一 6 ( 1 + , ) Q
Z
(几

2 ) + Y (几2 ) QZ ( 1 / 大2 )
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+ 6(1 + v )p(几
2)中: + Y(几么)乡(1 / 几

么)巾 : }

甲
:
二仁3 6(1 + v )

2
1一 Y(1/ 几么)Y(几么)」

一 ‘{ 一 6(1 + v )QZ(1/ 几
么

)+ Y(1/ 几
么)QZ(几么)

(4
.

2 0 a )

+ 6 (1 + v )p(1 / 几
2

)中; + Y(1 / 久2 )p(几
乞)中

2

} (4
.

Zob )

其中中
t , 。

:

是 (4
.

1 6 a , b )求得的
.

于是 (4
.

1 6 ) , (4
.

2 0 )给出了A
工,

B
: , C

l ,
A

Z , B
: , C

: ,

D
工,

瓦
,

凡
, D

: ,
E

Z , F
:

等 12 个待定系数
.

这就求得了 U
: , 犷

2 , 即 U
,
犷 的一级近似

解
。

这里应该指出
, 当护 = 1/ 护” 1时 ,

弹性椭圆板归化为圆薄板
.

我们从它的对称性
,
可

以设

A : “ C
,

, q , A , ,
B , = B : 二 ZA

;

(4
.

2 1 )

于是 (4
.

lla , b , e )和 (4
.

1 2 a , b
, e )都可以化为

A
;
= (7 一 v )/ 6 (4

.

2 2 )

亦即

A
,
= A

:

= C , = q 二 (7 一 v )/ 6 , B
,
二 B

:
二 (7 一 , ) / 3 (4

.

2 3 )

如果把 (4
.

2 3 )的结果代入 (4
.

z ld , e , f) , (4
.

1 2 d , e , f)
,

取几
2
= 1牌

2

= 1 ,
而且

D
,

~ E
;

~ D
Z

二 E
Z , F z二F Z (4

.

2 4 )

则 (4
.

1 一d , e ) , (4
.

i Zd , e )都相等
,
给出

D
l
“ E , = D

Z

二 E
Z
= 一 (1 3 一 3 , ) / 6 (4

.

2 5 )

而(4
.

llf) , (4
.

i Z f)给出

F : 一 D ; 二 3 一 v (4
.

2 6 )

在利用了 (4
.

2 5) 后
,
上式给出

F : 二F : ~ (5 一 3 v )/ 6 (4
.

2 7)

于是 ,
对圆薄板(矛二1/ 护二 1) 而言

,

U : (占
,

、

叮)

君

~ 乙丝里
_

公
一

冲

1
, J ‘。 。 ‘ , ,

_

= 下灭1 一 互
‘

一刀
‘

) I L丫一 , ) ( 1 一 百
‘

一 叮
‘

)
‘

一 (1十 v) 以 一扩 一犷 )
U

一 (1 + v ) }

这和圆薄板(1 9 4 8
,

钱伟长)“ ’
的结果相同

.

0
.

3 5时 , (4
.

8 a , b )中诸系数的值
.

(4
.

2 8 )

表 1 (A ) , 1 (旦) , 1 (C )分别为当
v
取 0

.

2 5
, 0

.

3 3 ,

裹1 (A)
, 二 。

.

25 时
,

(4
.

sa
.

句 U : ,

犷,

中诸系傲的位

一一二
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裹1 (B ) ”= 0
.

3 0时
,

(4
.

8 a ,

b)U
: .

犷 :

中诸系教的值

二三泣{兰三
_ _ _

_

{
_ 一

汗或
一 _ 一

’

{
一

岁衍
一

_

⋯
_ _

二⋯互兰
_

下
_

兰巡E 1

F 1

2

3

4

5

又

l

2

3

4

5

.

1 16 6 7

,

1 2 58 5

.

13 2 79

.

1 2 1 14

.

0 9 9 5 8

2
.

23 3 3 3

2
.

7 B 4 5 3

3
.

17 2 6 1

3
.

3 8 2 5 9

3
.

4 9 8 66

.

1 1 66 7

.

3 9 4 0 2

4 8 9 0 1

.

5 3 2 10

.

5 5 46 7

2
.

0 16 6 7

2
.

0 84 8 9

2
.

10 7 8 8

2
.

0 88 4 0

2
_

0 5 2 5 2

0
.

6 8 3 3 3

0
.

8 14 7 9

0
.

8 7 4 5 8

0
.

8 9 7 6 7

0
_

9 0 4 8 9

} 刀: ,
e :

一 2
.

0 16 6 7

一 2
.

9 2 1 5 6

一 3
.

3 0 2 92

一 3
.

4 7 5 2 4

一 3
.

5 6 3 7 8

E 2
F :

2 2 33 33

2
.

0 5 3 2 9

2
.

0 38 25

2
.

04 10 0

2
.

0 4 4 8 1

1
.

1 16 6 7

0
.

7 7 98 1

0
.

6 7 5 19

0
.

6 4 2 16

0
.

6 2 9 2 2

一 2
.

0 16 6 7

一 2
.

0 2 12 0

一 2
.

0 3 5 7 3

尹

一
2

.

0 4 3 6 5

一 2
_

0 4 8 0 3

一 2
.

0 16 6 7

一 1
.

4 09 6 6

一 1
.

2 8 6 8 4

一 1 2 52 35

一 1 2 3 9 19

0
.

6 8 3 3 3

0
.

6 17 3 0

0
.

6 0 9 4 9

0
.

6 08 56

0
_

6 0 8 6 2

衰 1(C)
””。

.

35 时
,

(4
.

8a
,

句U
: ,

厂:

中谙系教的值

.

1一806on。匆,�080001门J108935�户口一07742�.�34255口.一176661

一龟二.�1
1J.‘.11一,.�0�11�0n.曰

A i B i El ! F ,

1
.

10 8 3 3

1
.

10 10 0

1
.

0 8 26 6

1
.

0 3 9 2 3

0
.

98 3 6 9

2
.

2 16 6 7

2
.

7 7 3污1

3
.

17 1 4 2

3
.

3 8 6 6 4

3
.

5 0 4 8 6

1 0 8 33

3 8 96 6

4 8 6 43

5 3 0 4 8

5 5 3 58

9 9 16 7

9 14 0 3

3 0 4 7 1

4 8 02 6

5 6 9 6 1

0
.

6 5 8 3 3

0
.

7 3 7 1 1

0
.

7 3 9 48

0
.

7 12 7 5

0
‘

6 7 9 8 1

nJ内0700刀,口丹卜一�81匕牛压
一

⋯礁
、一

“

{
‘

·

’2 名U 4

⋯
“

·

”4 3 2 8

“

1
‘

·

’3 5 2 4

}
“

·

。3 2 , 5

4

)
’

·

‘3 8 ‘0

{
”

}
‘

·

13 9 8 5
}

2
·

“4 2 ‘7

D 2 F ,

一 1 9 9 16 7

一 2
.

0 1 2 4 4

一 2
.

0 3 1 3 7

一 2
.

0 4 11 0

一 2
_

0 4 6 3 6

0
.

6 5 8 3 3

0
.

6 1 12 2

0
.

6 0 7 7 5

C
.

6 0 8 18

0
.

6 0 8 7 1

从上表可以看到
,
在画薄板时

, 之
么
二 1尽

念” 1 ,
表中各系数和 ( 4

.

2 3 ) , ( 4
.

2 5 ) , ( 4
.

2 7 )

完全相同
.

以上是一级近似的解
.

五
、

二级近似的位移解

把一级近似解 ( 4
.

4 ) , ( 4
.

s a , b )代入二级近似方程 ( 3
产 sa )

,

即得求解 甲
:
(省, 泞) , a :

的

微分方程
:

口‘牙
s

口君
+ 2护

口
4

不
s

口占
2
口叮2

. , ‘

d
‘

牙
, _ , _

.

。 , , .
。 , ‘ 、

十人一 石二4 几-

一 石气J十 乙几 一

十 0 八
一

夕a 3

口叮

4 8 ( 1 一 3省
2 一 , 2

) {( 7A
; + , 兔名C : )雪

8
+ 〔5 (A

: + B ; ) + 3 , 久2 (B : + C : )〕占4刀
2

+ 〔3 (B , + C : ) + 5几
: v ( A : + B : ) 〕刀

‘

雪
名

+ ( C : + 7v人
ZA :

) , 。+ 〔一 5 (A , 一D
,

)

一 v兄忍( q 一 E : )〕蜜
4
+ 〔一 s (B
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一 D : 一 E ; ) 一 3v久

2
(B : 一D : 一 E : )〕占

2 刀之

一 [ ( C , 一 E , ) + sv几
2
(A : 一 D : )〕,

4 一 [ 3 ( D
, 一 F :

) + v人. ( E : 一 F
:
)〕梦

一〔( E , 一 F : ) + 3 v通急(D : 一 F : )〕叮2 一〔F
:
+ v几

Z
F : 〕}

+ 4 8几
2
( z 一雪

2 一 3 , 艺) { ( 7vA : + 几蕊q )雪
6 + 〔5 , (A ; + B

,

) + 3几2 (B : + q )〕雪
4 ,

2
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+ 〔3v (B
,
+ C : )+ 5几么(A : + B Z )〕刀4君

2

+ [ vC , + 7又么A
Z

j刁6 + 〔一 5 , (A : 一 D
,

)

一 兄“(q 一 E
Z
)〕省4.

+ [ 一 3 v (B
l一D

L一 E
;
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Z 一 D
: 一 E
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)〕舀

2 , 2
+ 卜

v (C
, 一 E

,
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2
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Z
)〕刀

4
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2
(E

: 一 F
Z

)〕占
2
+ 卜

v (E ; 一 F
;

)一 3之么(D Z 一 F
:

)〕刀
2

一 〔, F
,
+ 几

么
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一 1 9 2 (I一 v )几
2

占, { (A
,
+ B

l
+ 3 C

2
) , 雪

5
+ 2 (B

,
+ C

;
+ B

Z
+ C : )占

8 , 8

+ (3C
;
+ A

:
+ B : )刁

6

雪+ 仁一 B
,
+ E

,
+ D

; 一 2 (C
: 一 E

Z

)〕, 君
3
+ 〔一 2 (C

: 一 E
I
)

一 (B
: 一 E

: 一 D
Z
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3
+ (一 E

:
+ F

;一 E
Z
+ F

Z
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+ 5 8 4 (1 一舀
2 一 刀2
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4
+ 〔z + 2 (2 + v )元

2
+ 之

4
〕占

2刀2
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2

)几
2叮4 一 (1 + , 久

2

)雪
么一 (, + 几

2

)几
么粉2

} (5
.

1 )

同时
,

设甲
3

馆, 的的解可以写成
,

班
。
(首, 刀)二 (z 一睿

2一 粉2 )么{吼
8 + H 占

6刃2
+ I占

4叮4
+ J占

2刁6

+ K 刀
8

+ M舀
。

+ N省‘,
艺

+ L省
2专‘+ P 专。+ Q雪4 + R省2 , ,

+ S 叮
4
+ T 省

2

+ X 刀
2

卜 (5
.

2 )

其中G ,
H

,
I , J , K ,

M
, 砰

,
L , 尸

,

口
,

R , S , T
,

X 为14 个待定常数
,

这里可以看到

(5
.

2 )式的平
3

佗 , 勺)满足边界条件 (3
.

6 a ,
b

, e )
.

把 (5
.

2 )式代入 (5
.

1)式的左边
,
得

色 + 2之
d

4

砰
s

口雪么口叮
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附
J刁
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把 (5
.

D 和(5
.

3) 的各项系数相比较
, 护 , 占

6

价
, 省

4

护
, 梦护

,
护的系数给出含有待定量G

,

H
,

I , J , K 的五个方程式
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么
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Z
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我们必须指 出
, A

, , B
l , C

l , A
Z ,

B
Z ,

q 已见 (4
.

1 6 a ,

b )
,

所以 (5
.

5 )式中的f
‘ (‘” 1邝

,

劣 4 ,

5) 都是已知的
.

因而 (5
.

4) 式为求 G ,
H

,
I , J , K 五个待定系数的线性代数联立方程

式
,
它可以用矩阵形式写成

:

卜
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X
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3 )中 , 舀
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,

H
, I ,
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性代数联立方程式
,
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K 是已知的 (见 (5
.

8 ))
,

用矩阵可以写成

遥
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立 宙
_

丝
~

些
-

坚
_ _ _ _
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_ _ _
_ _ _ _ _

_
_ _
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F
,
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M
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。
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3) 各项相比较
, 少 , 睿

2

丫
,
犷诸项的系数给出

:

7 0 G + 5几Z
H + 几41 一 (1 4 0 + 1 0几

2
)M 一 (1 0 + 2久

2

)久
Z

N 一 2几‘L + (7 0 + 1 0几念+ 兄
4

)Q

+ (5 + 2泥2 )几
Z
R + 兄

4
5 = f

: 。

(5
.

1 4 a )

1 SH + 1 2几
2
1 + 1 5几

4
J一 3 (s + 1 0汽

2

)几
Z
L 一 3 0M 一 3 (1 0 + s元

2

)N + 3 (1 0 + 4只
2

)Q

一 3 0几
4
P + 3 (5 + 8几

2
+ 5元

4

)R + 3 (4 + 1 0几
2

)只
2
5 = f

, ,
(5

.

i 4 b )

I + 5几
Z
J + 7 0久

4

K 一 (2 + 1 0几么)L 一 ZN 一 1 0 (1 + 1 4几
2

)几
Z
P + Q

+ (2 + 5兄
2

)R + (1+ 1 0兄名+ 7 0之
4

)S 二 f
: : (5

.

14 e 、
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其中f
; 。,
了

1 , ,
f

, 2

分别为

f
丁。
”一 2 0 (z + , )只

2

(月
,
一 D

,
)一 2 (, + 几

2
)几

2
(C

: 一刀
2
)+ 6 (3 + v久2 )(D

,
一 F

l
)

+ 2 (3 v + 元
2
)之

2

(E
Z
一 F

。
)+ 1 6 (5 + 3v之

2
) (5

.

1 5 a )

f
, :

二 2〔3 + 4几
2
一 3 , 久

2

〕(E , 一F
,

)+ 2 〔4 一 3 , + 3久
2

〕久
2
(E

Z
一F

:

) + 6 (3 v + 几
2

)久
2

(D
:
一 F

Z
)

+ 6 (1 + 3以
2

) (D , 一F
,
)一 6 (1 + , 又

2
) (B

,
一D

:
一 E

,
)一 6 (v + 久

2

)久
2
(B

: 一 D
Z
一 E

:
)

+ 16 〔3 + 2(2 + 3v )完
,
+ 3兄

4

〕 (5
.

1 5 b )

f
; : = 一 2 (1 + , ,

几
,

) (C
, 一 E

;
)一 1 0 (, + 几

2

)几2 (A
Z
一 D

Z
)+ 2 (1 + 3v久

么

) (E
; 一 F

l
)

+ 6 (v + 3之
2

)久, (D Z 一F
:
) + 1 6 (3 v + 5几

2
)久

2
(5 z s e )

(5
.

1 4) 可以用矩阵方程表示如下
:

林。X
,

+ G
3
XZ + 0 3X 3 = Q

3

其中X
; , X

:

见 (5
.

7 a ) , (5
.

lla ) ,
而卜

, ,
G

s , 。3 , Q
: ,

(5
.

16 )

口

元
.

凡

0
1�J工�刁门�OC甘厅尸|L

一一卜
!

,.

1

} Q
3

f
, 。

f
: 工

f
1 2

5元
2

1 5

X。分别为

只
4

1 2几
2 1 0

7 0几
4〕

( 5 一 7 a , b ’C’Q尺Sf百少

l
一一

甘八

、J
产

d甲JJ胜.��口了、
、

�

!0 3

一 ( 1 4 0 + 1 0又
2 ) 一 ( 1 0 + 2几

2 ) 只2
一 2又

4 0

一 3 0 一 3 ( 1 0 + 8兄
2
) 一 3 ( 8 + 1 0又

2
)只

2
一 3 0只

4

o 一 2 一 ( 2 + 1 0只
2 ) ( 1 0 + 1 4 0泥

2 )之2

7 0 + 1 0几
2 + 之4 ( 5 + 2义

2 ) 久2
久

4 飞

3 ( 1 0 + 4兄
2 ) 3 ( 5 + 8凡

2
+ 5之

4
) 3 ( 4 + 1 0 兄2 )几

么

l

1 2 + 5几
2 1 + 1 0几

2
+ 7 0凡

4 j

( 5
.

1 7 e )

了.".电,让

一一O

从 ( 5
.

1 6 )式可以解出Q
,

R , S , 即

X。二 O J’{Q
3
/ 3 一卜

。
X

: 一 G
o
X Z } ( 5

.

1 8 )

把 (5
.

1) 和 ( 5
.

3) 各项相比较
, 梦,

护诸项的系数给出

2
‘
去+ 1 5M + 2之

Z
N 一 ( 3 0 + 4 几

2 ) Q一 ( 4 + 2几
2
)几

Z
R 一 2又45 + ( 2 5 + 4几

么
+ 久

4
) T

+ 2 ( 1 + 元
2
)凡

Z
X 二f l。 ( 5

.

1 g a )

2几
Z
L + N + 1 5几

4
P 一 ZQ 一 2 ( 1一 2几

2 ) R 一 ( 4 + 3 0又
2 ) 几25 + 2 ( 1 + 几2 )了愧

+ ( 1 + 4之
2
+ 2 5又

4
) X = f

, ‘
( 5

.

1 9 b )

其中f
, 。,

f
l‘

分别为

f
卫3 = 一 6 ( 1 + v元2 ) ( D

,
一 F

:
) 一 2几2 ( v + 几

2
) (E :

一F
Z

) + 2 ( 3 + , 几
2 ) F ;

+ 2 ( 3 , + 几
2
)几

Z
F

:

一 26 ( 1 + 护兄
2
) ( 5

.

Zo a )

f
, ‘= 一 2 ( 1 + v几

2 ) ( E : 一 F
,
) 一 6兄

2 ( v + 元
2
) ( D : 一 F

Z) + 2 ( 1 + 3v兄
2
)F l

+ 2 ( , + 3之
2 )几么F Z

一 1 6 ( , + 久艺)几2 ( 5
.

2 0 b )

(5
.

19 a , b )可以用矩阵方程表示如下
:

6 ‘X : + 。 4 X
s
+ 下 ‘

X
一
二 Q‘

( 5
.

2 2 )

丽 ‘

分别为

久
4 0

} ( 5
.

2 2 a ,

b
, e )

2几 5几

〕

.了沉,门
. 1一.J八

,�,曰

其中x Z , x
:
见 ( 5

.

i l a ) , ( 5
,

1 7 a ) ,

而X‘ , Q一, 0
一,

150r...J

口
舟
廿

‘
T

、

X“ 谧 卜
,

Q
一
” 谧

‘

X
夕

f
, :

f
; ‘ }

。‘
一

l
一 ( 3 0 + 4兄

2
) 一 ( 4 + 2凡

2
)兄2

一 2 ( 1 + 2之
2

)

( 5
_

2 2 d )

一 2 一 ( 4 + 3 0久2 )几2
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, 4
一

!
2“ + 几”几

‘

1
1 + 4护 + 1 5护

」

(弓

(5
.

2 2 )的解给出T ,

1 5 + 4久
2
+ 几

4

2 (1 + 久
2
)

X
。

它们是

X
‘
= 百不‘(Q

‘一 9
‘
X : 一 0 ;

X
3
) (5

2 2 e )

.

2 3 )

衰2 (A)
v 二 。

.

25 时
,

(5
.

2) 式中裔系教及“3的位

K

一�
了

一�一
l0rt

. 了

一�
一一X一H一83

二:
一 O

NNNNN {一一夕

_0
.

3 6 4 58 又 10 一 1

0
、

24 6 5 0

0
.

6 4 1 9 1

1
.

1 10 2 0

1
.

5 2 72 7

0
.

1 0 9 3 8

0
,

2 18 5 7

0
.

3 3 1 1 1

0
.

4 2 0 8 3

0
_

4 8 9 9 9

0
.

10 9 3 8

0
.

36 7 5 9 只 1 0 一生

0
.

1 1 7 28 X 10 一1

0
.

39 03 8 X 1 0 一二

0
.

1 16 8 9 火 1 0 一2

0
.

3 6 4 58 X 10 一 1

0
.

4 12 2 9 X 10 一 1

0
.

1 0 1 1 3 又 10 一月

0
.

3 5 3 3 5 X 1 0 一 3

0
.

1 5 26 3 X 10一

一 0
.

1 1 7 19

一 0
.

6 4 7 4 1

一 1
.

45 78 2

一 2
.

2 2 0 3 8

一 2
_

79 6 2 0

*

{一兰
一

二-

l } 一 0
·

2 3 ‘3 8

,

⋯
一。

·

3 3 6 3 ,

: ⋯二:
.

:::{:
5 ( 一 0

.

5 7 5 38

a 3

一 0
.

1 17 19

一 0
.

15 1 8 8 X 1 0 一 1

一 0
.

3 6 2 4 4 X 1 0一 :

一 0
.

1 0 8 8 3 X 10 一 1

一 0
.

3 3 7 I 8 X 10 一 3

0 3 3 6 8 1

0
.

9 3 3 6 8

1 5 5 9 1 1

1 9 9 5 8 1

2 2 7 4 42

0
.

3 36 8 1

0
.

2 19 7 6

0
.

2 19 14

0
.

2 2 5 22

0
‘

2 30 1 1

0
.

5 3 7 33

0
.

5 8 2 32

0
.

6 3 6 10

0
.

66 9 9 9

0
.

6 8 9 34

裹2 (B )
, 二 0

.

30时
.

( 5
.

2 )式中告系橄及a a的位

一 0
.

5 0 5 56 X 10 一 2

一 0
.

5竹15 0 X 10 一 3

一 0
.

1 18 2 0 X I O一 3

一 0
、

4 0 58 0 X 10 一‘

一 0
.

17 3 4 3 X 10 一 4

0
.

3 36 5 已

0
.

2 19 7 7

0
.

2 1 9 0 6

0
.

2 2 5 1 2

0
.

2 3 0 0 1

0
.

54 56 4

0
.

5 8 7 1 3

0
.

6 3 8 7 2

0
.

6 7 1 2 7

0 6 9 0 4 3

几几几 ‘‘ HHH III
}

‘‘

} KKK

11111 一 0
.

5 0 5 56 X 10 一zzz 一 0 2 0 2 2 2 X 10 一 iii 一 0
.

3 0 3 33 X 10 一111

⋯
一 。

.

2。2 2 2、 : 。一 111

⋯
二:

.

:::::: ::二:::
22222 一 0

.

3 88 6 8 火 10 一 iii 一 0
.

5 15 10 X 生0 一111 一 0
.

18 9 9 7 X I O一 111

} 一 。
·

4 92 7 “x ‘0 一 ,,

⋯〕:
.

}):){:})l:::33333 一 0
.

1 1 0 6 111 一 0
,

8 5 18 6 X 10 一 iii 一 0
.

78 5 2 l X 1 0 一222 { 一 0 15 5 6 6 X 1 0 一 22222

44444 一 0
.

2 0 9 4 222 一 0
.

1 1 4 7666 一 0
.

3 18 7 0 X 1 0 一 222 { 一 0
_

5 9 7 4 0 X 1 0 一 33333

55555 一 0
.

3 1 0 9 999 一 0
.

1 39 1 333 一 0
、

13 14 8 X 1 0一一 } 一 ”
.

2 6 7 6 o x ; o 一 33333

久久久 MMM NNN LLL 尸尸 QQQ

11111 0
.

3 5 3 8 9 X 10 一 111 ( 0
.

l o e 1777 0
.

1 0 6 1 777 0
.

35 3 8 9 X 10 一iii 一 0
.

1 1 3 7 555

22222 0
.

23 9 2 777 } 0 2 1 25 555 0
.

3 5 7 8 5 X 1 0 一 iii 0
.

3 9 8 7 0 X 1 0 一 222 一 0
.

6 3 5 0 222

33333 0
.

6 3 0 8 333 1 0 3 2 3 2888 0 1 17 5 1 X 10 一 iii 0
.

9 6 8 4 7 X 10 一 333 一 1
.

4 4 2 0 222

44444 1
.

0 97 7 333 } 0
·

4 1 2 5 444 0
.

4 28 4 0 X 10 一 ,, 0
.

3 3 4 6 3 X 1 0 一333 一 2 20 58 333

55555 1 5 15 7 222 } 0
.

48 2 、111 0
.

1 6 4 7 6 X 1 0 一 222 0
.

14 3 0 2 X I O 一333 一 2
.

78 4 2 000

几几几 RRR SSS TTT XXX a ,,

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
22222 一 0

.

2 2 7 5000 一 0
.

1 1 3 7 555 0
、

3 36 5 666

蒸 ⋯⋯
0

.

54 56 444

33333 一 0 3 28 0 666 一 0
.

正4 8 14 X 10 一 111 0
.

9 3 立0 888

: ;::;: ⋯⋯
0

.

5 8 7 1 333

44444 一 0
.

4 3 56 333 一 0
.

3 6 6 3 7 K 1 0 一 222 1
.

5 5 5 6 99999 0
.

6 3 8 7 222

55555 一 0
.

5 14 0 666 一 0
.

12 0 4 7 X 1 0一一 1
.

9 9 2 8 00000 0
.

6 7 1 2 777

一一一 0
.

56 9 4 666 一 0
.

4 5 8 6 3 X 10一一 2
.

2 72 0 33333 0
.

6 9 0 4 3
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最后
, 比较(5

.

1) , (5
.

3) 的常数项
,
给出

( 3 + 2元
2
+ 3兄

4

)a :

~ 3Q + 兄
Z
R + 3几

4
5 一 2 (3 + 只

,

) T 一 2 (z + 3兄
2

)几
Z

X + 6 (1 + v几
么

)F
,

+ 6几2 (v + 义
2

)F
:

(5
.

2 4 )

其中 Q , R
,

S
,

T , X 分别从 (5
.

1 8 ) , (5
.

2 3 )的 X
3 夕

X一给出
, F

, , F : 分别从 (4
.

2 0 )的甲
: ,

甲2
给出

。

根据上述二阶摄动计算结果
,
附

3

“
,

的表 达式 (5
.

2) 式 中的待定系数
,
都 已确定

.
a :

亦

即求得
.

当, = 0
.

25
, 0

.

30 , 0
.

35 时 ,
各该系数在不同之时的值见表 2( A , B , C )

.

衰2 (C )
v o 0

.

3 5时
,

(5
.

2 )式中谙系级及a a的位

二沙
六

、

中心位移和均布载荷的关系

我们可 以从 (3
.

2 d )写出二级近似的中心位移和 均布载荷的关系式
:

3Q/ 2 (3 + 2几
艺

+ 3久
4

)= a l

砰
. + a 。

砰盆 (6
.

1 )

其 中
,

O为无量纲均布载荷
,

研
.
为无量纲中心位移

,

见 (2
.

4 )
.
a : 和aa 分别见 (4

.

4) 和 (5
.

2 4 ) ,

a l
= 1 (6

.

2 )

as 是护和”
的函数

.

对于不同的护
, v
值

, 心的数值见表 2( A , B , C )
.

当护 = 1 / 久
忍

~ 1时

3 / 2 (3+ 2几
2
+ 3几

4
)二 3 / 2 6 (6

.

3 )

(6
.

1 )式即为圆薄板的形式
, 见〔1 〕 (1 9 4 8 )

.

而在只
,
= 1 , v = 0

.

3 0时
,

a a = 0
.

5 4 56 4 (6
.

4 )

这与〔1 〕 (1 9 4 8 )的结果也是一致的
.

根据 (6
.

1) 给出的关系式
,
可 画出中心位移对均布载荷的曲线

.

图2为当
, ,

一 0
.

3 ,
几取不同的值时

, 中心位移附 . 对均布载荷Q的曲线
.

图3为当几二2, v
取不同值时

, 中心位移万。对均布载荷Q的曲线
.
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图2中
“ · ”

为文献〔3 〕中N a sh和 C o o ley (1 9 5 9 )给出的实验点(几么二 4 )
.

只
一勺拜l,‘

衣

门�5

:
n乙

,.占

2
.

O
.

礼=
华耳

认公
卜奋, 一

h
护 == 0

.

25
F= 0

.

30

, = 0
.

35
孟二 2

0
。

5

0

供
‘

卜
·, )

豁
10 0 2 0 0 3Q0 40 Q 50 0 6 00

当 , 二 。
.

30 时
,

几’取不同的值
,

牙
。

对Q的曲线 田 3 当久= 2时
, v取不同位

,

平
。

对Q的曲钱

。田
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