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摘 要

本文讨论了两个多刚体系统之间相互碰撞的动力学问题
,

给出了碰撞冲量和广义速度增 量 已

经解藕的
,

且适合于计算机程式求解的外碰撞动力学模型
,

该模型具有实用价值
.
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一
、

引 言

多刚体系统的撞击是一个重要的研究课题
.

迄今为止
,

已有一些学者进行了研究
,

文献

〔1〕从 N e w t o n 一E u le r 方程出发
,

讨论了多刚体系统碰撞问题的一般情况
,

建立起了冲量

和速度增量相互藕合的多刚体碰撞动力学模型
; 文献 〔2」则把重点放在方程的解藕上

,

得到

了适合于 由柱铰连接而成的 多刚体系统的内碰动力学方程
,

易于偏 程计算
.

从实 用 角 度 来

看
,

文献〔2 〕的方法优于「门的方法
,

但文献 〔2 〕没有讨论多刚体系统的外碰问题
.

在实际工程和生活中
,

诸如跳 伞运动员的着地
,

拳击运动中的打击
,

在拥挤空间中工作

的不同机器人手臂间的于涉以 及步行机器人一足着地时与地面间的接触均是多刚体系统的外

碰撞实例
.

从安全和控制角度出发
,

都需要研究撞击瞬时系统的动力学响应
.

然而
,

目前对

于两个系统间的外碰问题研究得还不够深入
,

真正能在计算机上实现的算法在现有公开刊物

上尚属少见
.

本 文是在文献 仁3且的基础上讨论了外碰撞问题
,

得到 了形式优美
,

适宜于计算

机程式求解的多刚体外碰撞动力学方程
,

丰富 了多体碰撞动力学建模理论
.

二
、

外碰系统的数学描述

设所研究的多刚体系统由零刚体B
。

和刚体B ‘用柱铰或移动铰连结而成
.

如图 1所示
, “ 。 ”

表示铰
,

上标
“ ‘”

和
“ “ ”

分别表示 系统 1和 系统 2 , n ,

和 。 2

分别为两系统的 自由度数
.

假设在某

一时刻两系统在
:
个点处相碰

,

图中虚线表示碰撞点
.

用l
+

(k )和 l
一

(k) 分别表示碰撞内侧体和

外侧体的标号
.

规定属于系统 1的刚体为内侧体
,

属于 系统2 的刚体为外侧体
.

k 的标号遵循

如下规则
:

内侧体小的先标 ; 若内侧体相同
,

则外侧体小的先标
.

对系统作整体标号
:
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图 1 多刚体碰撞系统
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对系统建立 D 一H 形式的连体坐标架B 占的e(
。‘)和 B 言的e(

。“ )分别表示系统 1和系统 2的零刚体坐

标系
.

坐标系O一 x , z (简称e) 为惯性坐标系
.

设 e(
。‘)和 e(

。“ )相对e均有规律已知的运动
.

用

R
:

和 R
Z

分别表示e(
“/ )和 e(

。“ )相对
e 的 3 x 3 变换矩阵

.

定义
:
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3 )比
设几为第 k碰撞点的碰撞冲量大小

,

如下 方程
:
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,

以Bl
+
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.
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!. 称为碰撞点冲量阵
,

l称为系统刚体冲屋阵
.
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三
、

多刚体系统外碰动力学方程

在文献〔3〕中推导了多刚体系统受外冲击时的撞击动力学方程
:

M△谊一 D (3
.

1 )

其中

M
‘。= 艺 T r (“, , J , “了

‘
) (‘

,
k ~ ‘, 2 ,

⋯
, n ) (3

.

2 )
了. m a 苏 (苗

, 抢)

△重= 4一 4
“

(3
.

3 )

4
。

和4分别表示系统受冲击前后的
。 x l阶广义速度列阵 , 。

是 多刚体系统的自由度数
.

D是
。 x l阶列阵

,

其元 素

。 么
. _ , _

上 /

口‘= 乙 ”忍 , “护 , 一 乙气
了 . ‘ 了二 落

乙 户{
“ ’“, ‘ ’r {

“ ’

) (3
.

4 )

. ,
是第j刚体 B ,

所受的全部冲量
,

是一个表示在 e(
。) 系中的行矢量

,
I , 一 (几

二 ,
I , , ,

几
: , o )

;

行 ,
是第j刚体在形式上所受冲量l, 的位置

,

是表示在 自身系
e (了)中的齐次坐标 ; l, 表示刚体j所

受外冲量的数目
,

户护
’
表示 j刚体 B , 上所受的第几个外冲量 (; = 1 , 2 ,

⋯
,
L , )

.

将公式 (3
.

1) 应用于本文所研究的系统
,

则得

M
/
八4

‘

~ 力
‘

和 M
“
△谊

“

一D
“

(3
.

5 )

其中的M
‘

和M
“

是容易由计算机根据公式 (3
.

2 )来形成
.

而对于D
‘

和 D
“

则 需作一些变化
:

_
卫 卫

/ 曰 ‘

D 二= 艺 (11“l
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, 。
·

n {
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. ,

)
J . 万 夕 . 公 含. 1

‘

(3
.

6 )

n {
“’
表示j刚体B , 上作用有代的法方向

,

若没有灯作用
,

则取 n {
“’~ (o

, o
,

。, 。)
.

公式 (3
.

6 )

又可写成
:

_
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二
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对于‘= 1 , 2 ,

⋯
, n : ,

(3
.

7 )式可写成矩阵形式
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式 (3
.

1 1 )中n {
“ ’E 的作甩就 是把表示在 系统 l (。‘

。‘

)) 中的 n {
抢’

交换到系统2 (e(
。 “

)) 中来表示
.

而上面的 d
z

和d
“

可以由计算机程式求取
.

公式 (3
.

5 )还可统一写成

M △寸= d l怜 (3
.

1 3 )

其中

M 一

l
M

产
,

0

0 }M
“

「 A谊
‘ : 「 d

‘ :

△“一L礴、
一

」
,
“一L、

·

」
(3

.

1 4 )

又根据经典碰撞理论
,

有如下恢复系数方程
n *

·

(么V : 一 (。) 一 △V
‘+ (。) )= 一 (l + a 。

)n 。
·

(V ‘一 (。) 一 V ‘+ (。)) (3
.

1 5 )

k一 l , 2 ,

⋯
, : , 二。

是碰撞点恢复系数
.

其中V : 十 (。)和 V ‘一 (。)分别表示 内外体B ‘十 (。)和B
‘一 (。 )在寿碰点碰撞前速度

,

而么V
‘* (。)则 表示碰撞

速度 V : 士 (* )的增量
,

它们都是相对惯性 系 e 的速度
.

可以得到

V ‘+ (。) = V J
+ (。) + 0 乙X P‘

+ (、) + V ‘ (3
.

16 )

V : 一 (。) = V 矛
一 (。) + 。公x P‘

一 (。) + V 公 (3 一 7 )

么V ‘+ (* ) = 么V 石
, (。) (3

.

1 5 )

△V ‘一 (* )一八V 矛
一 (。 ) (3

.

1 9 )

k = 1
,

2 ,

⋯
, : ,

其中V 石
* (* )表示内外侧 刚体上点k分别相对于e(

。‘)和e(
““)的速度 ; 0 占和。公分别

为e (。‘)和 e (0 “ )相对惯性系 e 的角速度 ; V 石和 V 言为
e (。‘) , e (。“ )的原点相对

e 的速度 , p是从 e (。)原

点到碰撞点的矢径
.

在式 (3
.

1 6 )和 (3
.

1 7 )中
,

叭
,

V
。

都是被表示在e系中
,

直接已知
,

而p是

被表示在e(
。)系中

,

必须再乘上E f或E 歹把它表示到
e
系中

,

剩下的是 V J
士

(&) 和八V 石
士 (, )的具体

表达
.

由文献〔3〕得
,

固定在刚体B ‘上的一个点
‘r‘,

其中e(
。)系中的速度可表达为
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.
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.

所以
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“

显然
:

八V J
+ (。)= p ;

+ (。)△4
‘

和 A V 石
一 (。)一 p丫
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“

将 (3
.

1 6) 、 (3
.

14 )的有关式子代入恢复系数方程 (3
.

1 5 )
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)

式 (3
.

2 5 )中的
:
个方程又可写为矩阵形式
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.
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A A吞
/ + A

“
△寸

“

一H

其中A
‘

为
: 又 n ,

阶阵
,

A
”

为
。义橄阶阵

,

H 为
: 又 1阶列阵

.

式 (3
.

26 )又可写成

A 八4一H

A = 【A
产

A
“

」

方程 (3
.

13 )和 (3
.

2 7 )即为所求的多刚体系统外碰撞动力学方程
.

由(3
.

1 3 )得

△谕= M
一 ‘

d l肠

代入 (3
.

2 7 )得

A M
一 ‘

d l爷= H

这样就可求出I气 重新代回 (3
.

2 9 )
,

求出八夕
,

最后
,

重~ △合十过
“

完成了动力学方程的求解
.
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