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摘 要

本文用加权残值法和L in d s t o d t一P o in c a r “摄动法研究了圆柱型正交各向异性扁薄球壳和锥

壳在均布静载荷作用下的轴对称非线性自由振动问题
,

得到了其非线性固有频率和振幅间的 特征

关系
,

并讨论了静载荷及壳体的几何参数和材料参数对其振动特性的影响
.

关确词 非线性振动 静载荷 正交各向异性 扁球壳 扁锥壳

一
、

引 言

由于数学和力学上的复杂性及其广泛应用
,

对于旋转扁壳的非线性振动
,

一直是个难度

很大而又很有研究价值的问题
.

许多学者曾使用各种方法进行过研究
,

但很少涉及静载荷的

影响
〔‘, 2 ’.

文献 〔3 〕通 过变分法和多重尺度法研究了静载荷作用下各向同性扁薄锥壳的非线

性自由振动问题
,

但也仅 限于小挠度
.

本文中
,

我们具体研究了 由纤维增强性复合材料制成的圆柱型正交各向异性扁薄球壳和

扁薄锥壳在均布静载荷作用下的轴对称非线性自由振动问题
.

考虑到加 权残值法求解非线性

问题的高精度
、

易实施等优点
〔略〕,

首先取幂级数为试函数
,

用配点法
,

将静力边值 问题转换

为非线性代数 方程组
,

并用 N ew 七o n 一R a p h s o n 迭 代法进行了求解 ; 然后
,

基于空间模态

的假设
,

利用G al er ki n 法导出了时间模态的控制方程 , 最后
,

利用L in d st e d 七一P oi n c ar 仑

摄动法
,

获得了以静载荷为参数的非线性固有频率与振幅间的特征关系
.

二
、

基本方程和边界条件

由H a m il七o n 原理
,

受均布静载荷作用的圆柱型正交各向异性扁薄球壳和扁薄锥壳的轴

对称非线性自由振动的平衡方程的变分形式为
〔’〕
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: 的偏微分算子

.

护 ~ E 。/ E
,

一拼。/脚为各向异 性 参 数
,

D 一Ee hs 八 2 (护一此 )

为壳体的抗弯刚度
,

E
, ,

E 。是径向和环向弹性模量
, 拼, , 拼。是 径 向和环向泊松比

, 才是时间

变量
, a
是扁壳底圆半径

,
h为壳的厚度

,

H 为壳的矢高
, p 是单位面积的质量

,

N
,

是径向薄

膜力
,

班是壳的挠度
,

指标m 取值为 1或 2 ,

分别对应于扁锥壳和锥球壳
.

考虑周边固定夹紧的旋转扁壳
,

·
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为简化计算
,
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式 (2
.

6) 中
,

L
,

是与L 关相对应的无量纲四 阶偏微分算子
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其中Y
。

(x) 和S
。

(x) 是旋转扁壳的非线性弯曲解
.

注意到勿的任意性
,

可得如下静力边值 问题
:
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其中
,

L :
是如下定义的微分算子

:
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同样
,

由式 (2
.

的、 (2
.

1 0)
,

可得到下列动力混合问题
:

: :
(, ) 一贵去(s

。

器)
一

专斋回器
+ m

Kx 一
’+

韧〕+
口一三

口了

口2
歹
= O (2

.

17 )

二 ;

李
二 一。: ; 一 1 )

李
(二 ; 否) _ 一粤李(李

+ 2 。、二。
一 ‘+ :

华、O X a X

”
艺 口 X \ O 火 a 人 I

当 x = o时
,

歹有限
, 。到。x = 0 ,

习~ 0

当戈 = 1时
,

歹= o , 。歹闰 x 二 o , 。习/ ax 一拼,夕一 O

夕(o
, o)= 歹

。, a歹(o
, o )/ 口t = o

这里
,

夕
。

为旋转扁壳中心最大无量纲振幅
.

三
、

问题的求解

1
.

静力边值问题的解

我们拟用配点法求解静力边值问题 (2
.

1 3 )、 (2
.

16 )
,

数
:

(2
.

18 )

(2
.
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b
, e )
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.
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b
, e )
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.
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为此
,

取如下两个 幂 级 数 为试函

y
。
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。
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显然
,

式 (3
.

1) 自动满足边界条件 ( 2
.

15a )
.

在定义域 (0
,

l) 内给 x 以N 个不同的值
,

并

将上两式代入控制方程( 2
.

13 )及 ( 2
.

1 4 )
,

对应的可得到 ZN 个消除旋转扁壳内部残值的方

程
:

R : ;
(x

,
)= O (3

.
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R : 2
(二

,
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这里
,

介为配点的坐标 (P一 1 , 2 ,

⋯
,

N )
.

把式 (3
.

1) 及 (3
.

2 )代八 边 界 条 件(2
.

1 5 b
, c
)及
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.
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,

可得
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式 (3
.

3 )、 (3
.

5 )确定了 ZN + 5个关于
a ‘和 b , 的二次非线性代数方程

.

为 方便起见
,

用矩

阵形式表示为

{R }= 〔掩〕{C } + {U 二 }一亡{F } = {o } (3
.

6 )

式中
,

{尺}为残值列阵
,

〔们为不随迭代变化的线性系数矩阵
,

{U 耐 为非线性项
,

{F } 为给

定的载荷列阵
,

雪为载荷因子
,

王C }为待定系数列阵
,

即

{C }= {{a }r {b }, }T
(3

.

7 )

而

无a }T = {a : , a : ,

⋯
, a 二+ 3

}
,

{b }r = {b
, ,

b
Z ,

⋯
,

b , + :
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.
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b )
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由N e w 七o n 一R a p h s o n 迭代法不难求得式 (3
.

6) 中的全部待定系数 {C }
,

于 是 静问题获

解
.

具体求解过程同文献 〔4 〕类似
.

2
.

动力混合问题的求解

在求解非线性动力混合问题之前
,

首先进行时空变量的分离
,

即设

歹(x
, 才)= Y (x )T (t ) (3

.

9 )

式中T (t) 是时间函数
,

Y (劝是振型函数
,

它满足歹(x
,

t) 所对应的全部边界条件 (2
.
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b )
.
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,
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实际应用中
,

我们往往对最低固有频率感兴趣
,

故振型函数可近似取为
:
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“
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,
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程
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G al e r k in 法
,
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,
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显然
, 。若二 B : / B

,

为静载荷作用下旋转扁壳的线性固有频率的平方
.

为求解方便
,

引进新的

时间变量
r == 。 。t (3

.

1 7 )

并设

, , 二B 3 / B
: , , : ~ B

4

/ B
:

(3
.

15 )

则式 (3
.

1 6 )变成

d
Z
T (

:
)/ d

: 2 + T (
:
) + , , T

Z

(
:
) + 下:

T
s

(
:
)~ o (3

.

1 9 )

上式是带有二次和三次非线性项的微分方程
,

N a y fe h 和 M o o k ‘”’
使用 L in d s七e d t 一

P oi n c a r e摄动法进行求解
,

得到非线性与线性自由振动频率比与振幅间的特征关系
:

。 / 。
。

= 1十 r
I
A

“+ 厂
:
A

4

(3
.

2 0)

其中

r , ~ 3枷/ 8 一 5护全八 2 , 厂 : - 一 15 , 孟/ 2 5 6

而A 是T (动的振幅
,

由式 (3
.

9 )及 (3
.

1 3 )可以看出
,

T (动的振幅 A 等于挠度函数在中心处的

无量纲振幅歹
。.

四
、

结果及讨论

依上面 的方法
,

我们编制 了计算机程序
,

并进行了详细的计算
,

计 算 中取 a = 1 ,

内 =

0
.

3
.

以下 就不同静载荷O
、

不同几何参 数 K

及材料参数 (正交各向异性参数 ) 护对正交各

向异性旋转扁壳的非线性振动特性的影响加以

讨论
.

图 1给出不同静载荷Q作用下的扁 球 壳 频

率比。/ 。
。

与中心无量纲振幅歹
。

间的特征关系曲

线
,

从中可以清楚地看出
,

静载荷Q 对壳体的

非线性振动特性有明显的影响
.

在给定的几何

参数 K 和材料参数护下
,

频率比。 / 。
。

皆随振幅

歹
。

的增大而减小
,

即此时振动系统具有软弹 簧

特性
,

其软化程度随静载荷的增大而增强
.

接下来讨论壳体的几何参数对其非线性振
图 1 锌载荷Q对扁球壳振动特性(。 /吻及百。)的

影响(m = 2
,

护 ~ 1
,

K = 3 )

动特性的影响
.

由图 2 可以看出
,

扁球壳的几何参数对其振性特性影响很大
,

它可以改变振

动的性态
,

使非线性由硬弹簧特性变为软弹簧特性
.

当尤从零开始逐渐增大时
,

其软化程度

随K 的增大而增强
,

但当K 达到一定值时
,

软化程度随之减弱
.

这种情况正如有些文献所描

述的
,

扁壳体存在着由硬特性向软特性过渡的临界拱高和对应于最大软特性的最大拱高
〔”’.

材料参数护对扁球壳的非线性振动特性的影响较为复杂
,

如图 3所示
.

总的看来
,

随护的

增大
,

非线性效应及其软化程度有所减弱
.

这一 结论同文 [l 〕一致
.
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K 一 1

1

0

K = 7

0

犬户 3
0

0
y
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0 2 3 4

图2 几何参数K 对扁球壳振动特性(。加
。

及百。)

的影晌(。 = 2
,

几2 ~ 1
,

Q = 3 2 )

图 3 材料参数久
’

对扁球壳振动特性(。 /吻及否
。
)

的影响(。 = 2
,

K = 2
,

Q = 1 6 )

经过大量计算发现
,

扁锥壳与扁球壳的非线性振动特性大致相同
,

这里就不再讨论了
.
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