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摘 要

本文提出了分析非线性系统随机响应的一种新的等效非线性化方法
.

文中阐述了该方法 的 基

本思想和处理方法
,

并对几种常见类型的非线性系统进行了分析和计算
.

结果表明
,

利用本 文提

出方法所得的均方位移响应与精确解或者 M o nt
e C二 lo 模拟解之间具有较好的一致性

,

并 比等

效线性化方法有更高的精度
.

关键词 非线性系统 随机振动 等效非线性化方法 均方响应

一
、

引 言

近20 多年来
,

对非线性随机振动的响应预测已作 了广泛和深入的研究
,

提出了许多计算

响应统计量的精确方法和近似方法
〔”

, 〔“」.

由于种种原因
,

F P K 方程法的求解十分困难
,

它

的精确解只能在线性系统和极少数非线性系统中得到
,

工程中的非线性随机振动问题很难满

足 F P K 方程法的那些相当苛刻的条件
,

因而很少应用
.

在过去的几十年中
,

等效线性化方

法以其简单
、

实用和方便的特点而成为预测非线性系统 随机响应时应用得最为广泛的一种方

法
.

等效线性化方法的基本思想是用统计意义上最佳的
“

等效
”

线性系统代替给定的非线性系

统
,

并用等效线性系统的解作为原非线性系统的近似解
.

之所以考虑一个辅助的线性系统
,

在于人们已经对线性系统的随机响应进行了详细而又大量的研究
,

可以求得它的精确解
.

通

常
,

等效线性化方法给出的一
、

二阶矩精度能满足工程分析要求
,

并且随非线性强度变化不

大
.

但是
,

等效线性化方法给出的二阶矩往往偏 小于相应的精确解
,

有的甚至偏小 20 畅
〔“’,

对于精度要求较高的系统
,

误差显然太大
.

同时
,

用于结构动力可靠度分析时
,

其结果是偏

于不安全甚至可能是严重错误的
.

此外
,

对于 自激和参激系统
,

即使在高斯激励下
,

由于响

应的显著非高斯性
,

等效线性化方法给出的高斯响应势必产生更大的误差
〔落’.

鉴于上述原因
,

有必要寻找更为合适的近似方法
.

因此
,

本文提出一种分析非线性动态

系统随机响应的改进等效非线性化方法
,

即用一个
“

等效
”

的有精确稳态解的非线性系统代替

给定的原非线性系统
,

然后以前者之解作为后者 的近似解
.
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,
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尽管非线性随机动态系统的精确瞬态解很难求得
,

但已有比较多的系统可以获得精确稳

态解
,

其中一大类系统归属于能量依赖系统
.

最早提出等效非线性系统法思想的 C a u g h e y 【. ”

以及后来朱位秋等人
‘。’
所使用的等效非性性系统均为能量依赖系统 , D o nl ey 和 S p a n os

, 7 ’

所使用的等效非线性系统是一个完全的二阶非线性系统
,

他们借助于二阶V o lte r r a 级数得

到一个线性形式的非线性等价系统
,

进行了两次近似处理
.

而本文所采用的等效非线性系统

是一个显式表达的非线性系统
,

它的精确平稳解可由 F PK 方程法得到
.

文中给出了几个具

体算例
,

与精确解的比较表明
,

本文方法可以获得令人满意 的结果
.

二
、

改进等效非线性化方法的基本列式

非线性系统在随机激励下
,

其运动方程可以表示为

公+ g (分
, % ) = F (才) (2

.

1 )

式中公
, 分和x 分别是系统响应量

:

加速度
、

速度和位移
,

川 毖 ,

x) 是与云
, x 有关的非线性项

,

F (t) 是系统随机激励
.

现在建立与式 (2
.

1) 相对应的辅助系统
, + C

e活
一

卜K
e
x , , 3

= F (‘) (2
.

2 )

式中C
。

和 K
。

分别是辅助系统 的等效阻尼系数和等效刚度 系数
.

如果用辅助系统 (2
.

2 )的解作为原系统 (2
.

1) 的近似解
,

显然
,

把式 (2
.

2 ) 之解x 代入式

(2. 1) 后
,

两个系统会出现如下残差

e 咬分
, x ) = 夕(分

, x )一 C
e

分一 K
e x , / 3

(2
.

3 )

为了使辅助系统 (2
.

2 )的解x 尽可能接近于原系统 (2
.

1) 的真实解
,

有必要选取恰当的等效参

数C
。

和K
。 ,

使残差
。
(毖

,

x) 按某种度量标准成为最小
.

由于式 (2
.

2 )之解分和戈是随机过程
,

因

此
。(毖

,

川 也是一个依赖于 c
。

和尤
。

的随机过程
.

一般地
,

使
。(分

,

x) 成为最小的度量标准是使
e
(毖

, x )的均方值为最小
,

即

<“
,

) = m in im u m (2
.

4 )

其中算子<
·

>表示对随机变量的统计平均
.

式 (2
.

4 )的极值条件是
~

鉴子
一 2

<
·

攫
一

)
一。

,

黯一
2

<
·、
哭>

一 。

(2
.

5 )

(2
.

6 )
、‘‘
矛

八曰

C
。

<分
“

> 一 <g (分
, x )分> + K

,

<分x 7/ “

>一。

K 式妙
; / “

>一 <g (分
, % )x 7/ “

> 十 C
。

<分x 7 / “

> -

因为
a 2

J贾<“
‘

) = 2 (分
‘

夕
,

口

口K
<e> ~ 2 <x

’咭/ “

>
口2

aK
。口C

e <
e Z

) = 2 (分x 7 , 3 ) (2
.

7 )

相应的二次型

梦!裔
<
ez>(

“c
·

’
“ + 2 口2

口K
。

口C

一

<矛>八C
,

·

八K
。 + 潞、

‘“K

= (云
“

>(八C
。

)
“ + 2 <活x

7 / “

>(AC
。

)(A K
。

) + <x “
/ “

)(A K
。

)
“

~ < (分
·

么C
。

十 x 7/ “
·

么K
。

)
“

>> o
(2

.

8 )

可见按照式 (2. 6 )选出的C
·

和 K
·

可以使<“
2

>成为最小
,

即满足式 (2
: 4 ) :

设随机激励F (约是均值为零的高斯 白噪声过程
,

即
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<F (t )) = o ,

(F (t )F (才+
:
)) ~ 2 二S

。
占(

:
)

,

S ;
(。 )= S

。

式中S
。

为白噪声谱密度
,

d (约为D ir a c 函数
.

根据F P K 方程法
,

辅助系统(2
.

2 )的二维概率密度P (毖
,

x) 的精确平稳形式为

(2
.

9 )

, (*
, X )一 , 。X p

卜念(答
+

晶
K 二

‘“·3

)〕 (2
.

10 )

式中A为归一化常数
,

由

. 十 O乙 p +

、
一二、

_ p 、, , x )。二。、 =

所确定
.

式 (2
.

1 0) 可写为分离形式

P (云
, x )二 p :

(大)
·

p :
(活)

其中

(2
.

1 1 )

(2
.

12 )

(2
.

1 3 )
、、.2

2.

劣
一

, :
(二 )一 ,

! e x p

「
- 擎薰

旦、、。/ 3

I U汀 0 0 」
,

, 2
“卜A Ze X p

(
- C

。

2 汀S
。

式中A : ,
A :
为归一化常数

.

由此可见
,

由于系统具有刚度非线性性质
,

在高斯输入时
,

速度分布是高斯的
,

而位移

的分布却不是高斯的
,

这就使得联合分布成为非高斯的
,

但分与 x 却是独立的
.

据 此
,

由式

(2
.

的可以解得

C
。
= < g (分

, x )分)/ (分)
,

K
e

一(g (毖
, x )x

7 j 3

)/ ( x ‘4 / 3

> (2
.

14 )

和等效线性化方法类似
,

式 (2
.

1 4 )并不是求 C
。

和K
。

的显式
,

因为右端的算子 <
·

>与随机响应

分和 x 有关
,

而它们又是由包含待求等效参数 C
。

和K
。

的方程式 (2
.

14 )解出的
.

所以
,

合理的

C
。

和尤
。

需要经过迭代过程来确定
.

注意到式 (2
.

14 )右端的算子<
·

>牵涉到在形式上是关于<分仍>和<x 饥>的计算
.

按照<
·

>的算

法定义
, 分和 x 的统计特征

<分仍 >一

<x 协>-

* · , :
(* )、* 一{

x 饥 p
,

(x )d x

(2
.

1 5 )
(m 一 z) 1 ! a 军

,

(m 为奇数
、

时 )

(m 为偶数时 )

.‘‘.、J舀‘‘,,
J

{
0 -

3厂〔0
.

3 (m + 1 ) ] (2 一 6 )

1 OF (1
.

3 )

式中r (
·

)是G a m m a 函数
.

了兰鱼丛、
一 3““。

.

、10 汀S
。
产

〔(一 1 )饥< O时]

〔(一 l )饥> o时」

于是
,

使用适当的迭代过程
,

可以从式 (2
.

14) 中确定 C
。

和 K
。 ,

从而确定相应的辅助系

统 (2
.

2 )
,

它可以近似地等效于原非线性系统 (2
.

1 )
,

则辅助系统 (2
.

2 )的由 F P K 方程法得

到的

<‘
’

>一

鲁
<xz> 一

昌畏
)(器畏

一

)
3 ‘6

(2
.

1 7 )

即为原系统 (2
.

1) 的均方响应的近似解
.

在以下分析中
,

为便于说 明问题
,

均取系统激励 F (t) 为式 (2
.

9 )所示的均值为零的高斯

白噪声过程
.

方法对比讨论中所用的等效线性化之辅助系统为
公+ C

。 : 分+ K
e : x 一F (t) (2

.

15 )

式中C
。 : ,

K
。 :
为相应的线性化等效参数

.
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非线性冈lJ度系统

3
.

1 立方非线性弹簧系统

其随机振动方程为

艺+ 刀毖+ a x 3

~ F 弋t)

用本文方法
,

求出相应辅助系统 (2
.

2 )的等效参数

(3
.

2 )

8/5飞Jles

a

6/
. .去

C
。

用F P 尤方程法
,

一刀
,

尤一l
厂 (1

.

9 )

厂 (1
.

7 )
(毛卿李

生
、

、 3户 /
(3

.

2 )

求得式 (3
.

1) 的相应均方位移响应
L吕

J 二: ” 0
.

6 7 6 0 (二 S
。

/刀
a
)
‘/ “

(3
.

3 )

按本文方法用辅助系统 (2
.

2) 得到的相应均方位移响应为
a孟

二
二 0

.

6 3 3 9 (二S
。

/刀
a
)
‘/ 2

(3
.

4 )

与精确解心
: 相比

,

误差为 6
.

2 肠
.

而等效线性化方法用辅助系统 (2
.

15) 得到的均方位移响应为
仃孟: 一 0

.

5 77 4 (二S
。

/刀
a )’

‘之

(3
.

5 )

与精确解心
: 相比

,

误差为 14
.

6 肠
.

图 1 给出了三种方法在给定激励下随不 同非线性程度参数
a
所得到的均方响应 <护) 的比

较
,

可以看出
,

本文方法给出了优于等效线性化方法的结果
.

另一方面
,

实际系统 (3
.

1) 与本文建议辅助系统 (2
.

2 )之间的残差

<e Z)” ( (
a x 3一 K

e 义 , , 3

)
2

)二 0
.

2 9 6 (S
oa , ‘3

/刀)
3 , 2

(3
.

6 )

相应地
,

实际系统 (3
.

1) 与等效线性化辅助系统 (2
.

15) 之间的残差

<e Z

) ~ ((
a x 3 一 K

e : x )
“

>~ 6
.

4 2 9 (S
o a , / 习/刀)

“/ 2

(3
.

7 )

这也说 明本文提 出的辅助系统 (2
.

2 ) 比等效线性化方法的辅助系统 (2
.

18 )能更好地在均方意

义下逼近于原系统 (3
.

1 )
.

图 2给 出了两种辅助系统残差在给定激励下随非线性程度 参数
。 变

化的比较
.

1 名幼t‘二
,

> _ ’

!

!
一 ‘

—皿
方程法 }

1 1乃卜 一一 - 本文方法 (

一
·

一一线性化方法

乍铸
二⋯

韶吕
S
刀

. 1
.

0 一
’

—
‘

一

一 一线性化方践
一
一本文方法

S 。节
二 刃 0

圈 1 立方非线性弹赞系统均方位移晌应曲线

3
.

2 D u ffin g 系统

七一 = 犷= 于二百二于孺

图2 两种辅助系统的残差均方值

随机振动方程为
公+ 口毖+ a

(1 +
。x 么

)x = F (才)

设它的退化系统 (
。“ 0) 为

(3
.

8 )
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艺+ 刀恋+ a x ~ F (t)

相应的位移与速度平稳响应方差为
。二

。

= 二S
。

/刀
a , a 孟

。

~ 二S
。

/刀

5 1 7

(s
,

9 )

(3
.

1 0 )

应用 F P K 方程法
,

可求得式 (3
.

5) 的位移与速度的平稳响应的精确的联合概率密度
,

它是可分离的
.

速度呈高斯分布
,

位移呈非高斯分布
,

即

、....、t!
一
!!一

、

、..了

a护一叫

, ; :
(x )一 , 1 :

、
二

/
: 。e x p

「 r丝
\ 2

忍

十一 X
,

4

(3
.

1 一)

p : :
(分)二

其中归一化常数

书一上
.

一
e

xD 了一
V Z兀 仃心 。 一 \

A 设一 二 /几阿 R p

式中K
; / ‘

(
·

)是 l/ 4 阶修正

解
〔。’

刀
。

B e

e x p
(诚

。一

)
K

l / ‘

(诚
; ) ‘3

·

‘2 ,

s s el 函数
.

由此可得原系统 (3
.

8 )的均方位移响应的精确稳态

J :一(誉)
“‘(。圣

。

)
3 / 今

”一(漏
元

。
一

)/
9

1 / 4

(
一

茄动 (3
.

r 3 )

式中刀
一 3 , :

(
·

)是 一 3 / 2 阶抛物圆柱 函数
.

按本文方法
,

取辅助系统 (2
.

2 )
,

相应 的等效系数

C
。
= 刀

,

K
。

= B
o a

其中

(3
‘

1 4

B
。

~ [B ,
(1 + 斌 1不若石玉)/ 2 〕

“/ “

B l 厂 (1三迎三业了
一一互- 、

厂 (1
.

7 ) 气 IOa 圣
。
I

(3
.

1 5 )

B
:

4 0厂 (1
.

7 )厂 (1
.

9 )
3厂

2

(1
.

3 )

·

口圣
。

相应的联合概率密度也是可分离的
,

并且速度呈高斯分布
,

位移呈非高斯分布

、..2q廿/n
盛.上

X
, ;
(x )一 , : : e x p

(
- 3B

。

1 o a 圣
。

叉3
.

1 6 )

、

!
,
亩皿..,

P
:

(毖) ~
斌 厄不 a 。 。

l 活2 、
e X p灭一乏可言)

其中归一化常数
A r圣一2 厂 (1

.

3 )(一O二二
。

/ 3B
。
)

3 / ’。

由此可得均方位移响应
a 圣

二

一B
Z

/ 6 (1 + 斌 l--千毛几 )

再按等效线性化方法
,

用辅助系统 (2
.

1 8 )得到的联合概率密度则是高斯的
.

速度响应可以分离
,

但它们都是呈高斯分布

(3
.

1 7 )

(3
.

18 )

尽管位移与

,
: :
(二)
百

二

瓮砚
, : :

(*卜万命砚丁

e x 。

(一撰
、

一

)
e X p

(一奇)
(3

.

1 9 )
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其中a 二。为按线性化方法求得的式 (2
.

15) 之位移方差

。委: = [ (l + 2 Z ea 类。)
’1 2
一 1 ] / 6。 (3

.

2 0 )

图 3给出了
。~ 0

.

1 , 0
.

5和 1
.

0时
,

三种方法所得位移方差的比较
.

可见误差随e和几
。

的增

大而略有增大
,

但增大幅度并不明显
.

例如
。~ 1

.

0 , a
: 。

~ 3
.

0 时
,

本文方法与精确解相比
,

误差仅为4
.

3 肠
,

而等效线性化方法的误差则为 13 帕
.

就位移方差而言
,

本文方法优于等效

线性化方法
.

。

己/
。

、、、

〔〔 二 0
.

!!!

卜卜\、
、、

... !!!

一一111
ccc 二 0

.

555

\\\
、、

、、汤、
三三

lll lll

￡￡ 二 1
.

000

火火
二二

门门 lll

田 3 Du ff in g 报子对高斯白嗓声的位移晌应方差 (图线同图1)

_ ‘

P(
二 / a 二

)
卫少

’r一
- - -

—
_

,

动 户(
: / 。

二

I U
一
r - - 月

一
10

一 1
卜

资 10
一 1

梦
c 二 0

. ￡ 二 0
.

5 ! 0
一 2

a 名 0 二
a 二o 二 0

.

5

一
‘一

一
J 工 / 叽 !

1 2 3

x / 人

10
一 3

10
一 4

二二介\\\

一一 戈 / ‘
二二

!
!

汁生0
000

圈 4 Du ffi ng 振子对高斯白嗓声的位移晌应概率密度 (图线同图1)

图 4给出了上述三个
。
值的三种方法所得位移概率密度p ,

(x )
,

P : :
(x )和Pl

二
(x )的比较

.

由

图可知
,

本文方法的位移概率密度十分接近于精确值
.

四
、

非线性阻尼系统

4
.

1 含有立方非线性阻尼的系统

考虑由
公 + (刀+ 。云“)分十

a x = F (t )

描述的非线性阻尼系统
.

按本文方法取辅助系统 (2
.

2 )
,

相应等效参数

C 。= R ,
刀

,

K
。
= R z a

(4
.

1 )

(4
.

2 )

其中
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l
= (l + 衬 z + 1 2 , S
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式中a呈
。

为式 (4
.

1) 在
: = 0时的退化线性系统 (3

.

9 )的均方位移响应
,

如式 (3
.

1 0) 所示
.

据此可

求得本文辅助系统 (2
.

2 )的均方位移

r (1
.

9 ) 1 1 0 a 二
。 、3 , 6

仃‘

一汀不可、亏瓦瓦下)
(4

.

4 )

再按等效线性化方法
,

相应的均方位移响应

a 里: = a 二
。

/ R
;

(4
.

5 )

图 5 给出了三种方法所得均方位移响应 以 随非线性程度
。的变化情 况

.

其中 M o n 忱

C ar lo 解的采样间隔为At 一 0
.

0 25 秒
,

用四 阶R u n g e 一K u tt a法解非线性动力方程
.

当以
。

-

2
.

5二, 。= 1
.

5时
,

与 M O n t e C a rl o 解相 比
,

本文方法误差为 一 5 肠
,

而等效线性化方法的

误差达到13 呱
.

可见
,

本文结果更接近于精确解
,

并且略大于精确值
,

这对工程应用而言是

偏于安全的
.

图 6 则给出了两种辅助系统的近似解与精确解的均方位移响应误差随非线性参

o n te C, 10 解
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奋
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晌应的误差比较 (图线同图2)

数。的变化情况
.

4
.

2 阻尼项中含有刚度非线性的系统

随机振动方程为
公+ 分(止

2 + x Z

)夕/ 2 + ‘ = F (才)

用P PK 方程法可得平稳响应的精确概率密度与方差
〔‘〕
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式中归一化常数
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按本文方法求得辅助系统 (2
.

2 )的等效参数为
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。
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。
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相应概率密度函数与方差

,
工:
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.

1 4 )

与F P K 方程法的精确解相比
,

位移方差的百分误差为 一 4
.

2 肠
,

且略大于精确值
.

再按等效线性化方法的辅助系统 (2
.

, s) 分析
,

其概率密度函数与方差

‘ ,
‘ 曰

丫 了 刀 户
4 _ _ r

_ 了
夕‘L 、人 , ~ 丫百五丐 ; )

U 入 F气一
万厄磊后丽) (4

.

15 )

。圣; ~ 0
.

7 0 7 一(二 S
。

/刀)
‘/ 2

(4
.

16 )

与F PK 方程法的结果相比
,

位移方差的百分误差为 1 1
.

: 肠
.

图 7给出了三种方法在不同激励水平下均方位移响应变化的比较
,

误差随 S
。

/刀的增大而

稍有增大
,

但并不显著
.

两种近似方法与精确解的百分误差随非线性参数刀及激励水平 S
。

的

变化情况示于图 8中
.

可以看出
,

本文方法比等效线性化方法更接近于精确解
.

分析其原因
,

在于本文辅助系统用式 (4
.

1 2 )给 出的近似概率分布密度户
, 。

(x) 与F P K 方程法用式 (4
.

7 )给出

的精确概率分布密度 p
; :
(x) 相比

,

都具有非高斯分布的待性
,

而且比等效线性化方法用式

(4
.

1 5 )给出的高斯形式的近似概率分布密度P, :

(x) 在随机变量 x 的乘幂方面更接近于真实分

布P
, :
(x)

,

因而本文辅助系统 (2
.

2 )的解理所当然地优于等效线性化之解
.

么(
、 “) / a

呈*

/
/

一
‘

一几一
乒

币
·

/ /

⋯
/

(% ) 0 }一一二一
~

一仁

_ _

_ _

_

月
0

.

6 0
.

8 1

⋯
一

、
-

一}

渐
l

|
1

15F
!es

浏叮1
.

升
J

月犷
l

井才
.

100钻5.0

0
.

2 0
.

4

、 、 、

图 7 含刚度的非线性阻尼系统的均

方位移晌应 (图线同图1)

图 8 含刚度的非线性阻尼系统均方位

移响应的误差 (图线同图2)
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一
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从几种不 同随机振动系统的分析
一

可以看出
,

本文提出的方法比等效线性化方法结果有更

高的数值精度
.

对阻尼非线性系统
,

本文
一

方法解得的解略大于精确解
,

而等效线性化方法则
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正好相反
.

从某种意义上讲
,

对于实际工程中的随机振动问题
,

响应统计量预测 值 稍 微偏

高
,

增加 了设计的安全度
.

因此本文方法可以在分析随机动力问题时采用
.

本文方法原理清楚
,

方法简单
,

应用方便
.

算例表明精度较高
,

必将在处理随机动力问

题中得到较大的发展
.

但对于这种方法在多 自由度体系中的应用
,

以及如何推广应用于更一

般的结构随机动力问题等
,

都有待于进一步研究和探讨
.
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