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摘 要

本文用H a n k e l积分变换法分别求得二阶流体和 M ax w e n 流体在环管内不定常旋转 流运动

方程的解析解
.

据此可以分析环管内旋转速度和切应力的分布与变化特征
;
流体物性参数

、

管道

环隙大小等参量在解析公式中有明确反映
,

便于定性分析和讨论
.

本解可以为钻探工程 和 高 分

子加工工艺的设计提供理论依据
.

另外还可用来分析双筒粘度计的流动状态和应力特征
,

拟合曲

线
,

确定材料的粘弹性参数
.

在对这种流体进行特性分析时
,

我们发现
,

M ax w e l卜流 体的旋转

流动在起动初期表现为方波振荡
,

振动的幅度和周期随 H
a (物质常数) 的增大而增大

.

此种现

象还是首次发现
,

可能对实际应用有一定的意义
.

关键词 粘弹性流体 旋转流 解析解

引

文〔l] 和〔2〕相继获得了二阶流体和 M a x w el l流体在环管内轴向不定常层流的解析解
,

分析 了这才:
,

流动的特性
.

本文进一步研究这类流体的旋转流
,

即不定常 C o u e 七te 流
,

在测

粘流动
、

食品工业
、

高分子材料的加工甚 至钻探工程中可以遇见类似的问题
.

故研究 C o u 七切

流具有理论和实际意义
.

本文在一个具有广泛意义的应用背景下
,

建立流体运动的支配方程
,

提出适 当的定解条

件
,

用H a n k el l积分变换法分别求得二阶流体和 M a x w el l 流体在环管中旋转运动的解析

解
,

并用来分析两种流体的流动特征
.

文中的结论在理论分析和实用中有参考价值
.

二
、

二阶流体不定常旋转流

1
.

基本方程

旋转运动的动量方程
〔“’:

。

李
一
几

一

景
一

‘、川 (2
.

1)

1 北京师范大学资源与环境科学系
,
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2 中国科学院渗流流体力学所
,

河北廊坊 1 0 2 8 0 1
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二阶流体本构关系
‘3 ’:

慈 群

一
。。·

备(今)
+ 刀
备「

一

景
一

(琴)J (2
.

2 )

这里
,
犷为流体角 向速度 ; p 为流体密度 , 刀。和刀是流体特征粘度和物性常数 ;

甸是切应力分

量 , r
是径向坐标

, t是时间
.

将式 (2
.

2 )代入 (2
.

x)
,

并令

刀一Pr8一一CR
犷一价

一一U
弄‘一2八11

o一护
.一刀P

一一
T

rr

X ~ 一
,

r 。
-

则有无量纲形式
:

aU
a T

l _ 口 、l护U 1 a U U 、

~ 气
‘十坑万了

一

八万矛 + 万
一

万牙 一牙少 (2
.

3 )

设环管内壁半径 r‘,

其旋转角向速度 玖
,

环管外壁半径 r0
,

其相对静止

条件如下
:

U (x , o ) = o , o《 x《 1

U (
a ,

T )一 1 ,
‘

T > 。

U (1
,

T ) 一。,
丁> o

这里
’

a ~ 八 /r
。

式 (2
.

3 )、 ‘2
.

6 )组成二阶流体不定常旋转流的数学模型
.

则相应的定解

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

2
.

问题求解

考查式 (2
.

3 )、 (2
.

6 )
,

可以发现

l一 x Z

1 一 a Z (2
.

7 )

为问题的一个特解
.

若令

U 一U
。+ 阴

则。满足下述问题

、.了口、.矛
‘

、.声、.声了

OU八U12
-‘.1‘.1,胜一

9�

⋯
/、Q口Q乙Q自

夕且才、了
.、产

之
、

口功

口T

。 ( x ,

功 (
a -

田 ( l ,

/ _ 口 、Z护功 1 口动 切 、

- . 1 十 允
。

下石洲 .压- 又尸 花 十
--

一 一万
- -

-

一下 璐
、 口 1 , 、 a X

“
X 口X X

“
/

o ) ~ 一 U 。,

T ) ” 0 ,

T ) ~ o ,

a
( x 成 1

T > O

T > O

在 x 空间
,

对问题 ( 2
.

9) ~ (2
.

12 、中的函数 切 施 行 有 限 H a n k el 变换
,

取变换核函数

为
〔‘ 」, 〔”’:

H (p ‘, x ) = J :
(户

‘x ) y
;

沪
‘) 一 J ; f户‘

) y ;
(p ‘x ) ( 2

.

1 3 )

则像函数为

。一

};
/ 山 ( X ,

T ) H (户
‘, / ,“/

( 2
.

1 4 )

这里P ‘

是下述方程的第公个正根
.

H (p ‘, a ) 一 o

函数几。 ) 和Y :
(. )是一阶第一类和第二类B e 朋el 函数

,

式 (2
.

1 4 )的逆变换为
〔”’:

(2
.

1 5 )
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田 (x
,

T) 二乞
‘. 1

H (P
‘, x )

N (P
‘
)

勿 (p
‘,

T ) (2
.

16 )

其中
二 2 户矛J 圣(p

‘a )
N (p

‘
) 一万 J受(p

‘a
)一 J莹(p

‘)
-

将方程(2
.

9 )两端同乘以 [x H (岛
,

劝〕并从‘到 l 积分
,

我们有

(2
.

17 )

(2
.

18 )

代入便得

丈还鲁
+

专架
一

判H ‘气
‘ ,“

一
p ‘切

(, + Rc 。: )
劣

十 。; 。 一。

切 (p
‘, o)= 一 U

。

2

一叫。

其中

打
。

~

解 (2
.

19 )和 (2
.

2 0 )

(2
.

19 )

(2
.

2 0 )

x U 。
H (p

, , x )d x = 一
J :
(p

.
)

J
:

(P
‘a
)

,

一
刀

。e x p

(一
P若

l + R
。p :

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

将(2
.

2 2 )代入 (2
.

16 )有

。(x
,
T )一艺 杀皓瑟犷二绘裂

, H ‘户
‘ , · ,一 p

(
P :

1 + R
。P
: ,

’

)
‘2

.

2 3 ,

再代入 (2
.

5) 式最终有环空管二阶流体旋转流的速度公式
:

、.口Z

T一
-

由‘‘�P

r 丁 了

巾
、 O

U 气X 。 1 夕~ —X
)
一 “

:
一
子

l 一 a “

粼 魁斋络荞晶
H ‘
一

,一p

(
- 户 :

1 + R
c

a簇 x 《 1 ( 2
.

2 4 )

剪切应力公式为

一瓮万一(
‘+ R 。

命)(
X

命(号))

一雳杀斋螃黯箭
一

万
1

(、 x)[l
+

成扮一
p

(不鬓
万;

一

明
a < x 簇 1 ( 2

.

2 5 )

或者

2 e

1一 a Z 券
一

雳杀留玲黯;,
一

H
’

‘尸
‘’

, 从干吴护产
X p

(
- 户:

1 + R
o p 矛

T

)
a 簇 x 簇 l ( 2

.

2 6 )

这里
r 二 , _ 、

d / H ( P ‘.

x ) \
』1 1 ! 尸‘。 X , ~ 义一一了

、

一 l

—
一 I

d X 、 X / ( 2
.

2 7 )
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3
.

讨 论

当R
。

~ o时
,

式 (2
.

2 4 )和 (2
.

2 6 )分别简化为牛顿流体旋转流的结果
〔‘’:

r r /

小
、 a

U 【X
, 1 , 二二二

—X

1一 x Z

l 一 a Z
一 乙

‘. 1

汀J
:

(P
玄
)J

l
(P

‘a )
~

, ; - ) 只 灭 七币寸
, 只

.

二不 一

2 全〔P “
J 歹气尸 ‘) 一 J i 又尸‘“ )

x )e x p (一 p 蓄T ) a《 x ( l

(2
.

2 8 )

勺 (x
,
T ) - 一

2 a

1 一 a Z 券
一

雳杀斋给糯产
‘”

‘,

x )e x p (一 p 蓄T ) a 簇 X ( l

(2
.

2 9 )

当T 0 00 时
,

二阶流体不定常流趋于定常态
,

此时
,

非牛顿特性指数 R
。

的作用消失
.

由

式 (2
.

24 )和 (2
.

2 6 )分别获得定常态的速度和应力分布
.

T r j 、 a

LJ tX ) = 一
X

l一 火2

l 一 a Z
(2

.

3 0 )

: 。
(戈) = 一

2 Q I

1 一 a Z x Z

从因子川 / (l + R
。

川 )还可看出
,

趋于稳定的时间愈长
.

(2
.

3 1)

R
。

愈大
,

4
.

计算实例
\

卜·

\
图 ‘和 2 是不 同时刻环隙间二阶流体旋转 。

{
速度 的空 间分布

.

在靠近内壁二一a
处

,

速度空

间变化很大
.

在整个环隙间
,

速度的分布还算

均匀
.

图 3 是环隙中间一点处
,

速度 的时间变

化曲线
.

随着 时间的延续
,

速度趋近于定常态

的值
.

R
。

二 0
.

5 0
,

S O
.

T ~

图 1 二阶流体旋转速度U 的空间分布

1
.

。

沼

_ _

一- 一

一
月

石立习 多 改
0 6 0

.

7 0
.

8 0
.

9 1
.

U

/
,

-
.

一
. ~
一

一司陆~~ 一
0 2

.

0 4
.

0 6
.

0 8
.

0
J ,

1 0
。

0

R 。 = 0
.

5 0
, a = 0

.

5 0
.

T = 5
.

0

图2 二阶流休旋转速度U 的空间分布

R 。 = 0
.

50
. a = 0

.

5 0
. 劣 = 0

.

75

图 3 旋转速度U 随时间的变化
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三
、

M a x w el l流体不定常旋转流

1
.

基本方程
【“」

运动方程如式 (2
.

1 )
,

其本构关系如下
:

. ,

a 丁
, 。 a l牙 \

r’. 十 ”
万若- == “萨万刃诈) (3

.

1 )

式中几为松弛时间
, 专。为零剪切粘度

.

其它字符意义同上
.

将 (3
.

1) 式代入 (2
.

1) 式得M a x w el l

流体旋转运动方程
.

注意
,

为与二阶流体相区别
,

我们以不表 示速度
.

口2

平
a
百了了

日班
口T

a Z

牙
口x Z

+ 生
a牙 牙
日X X

(3
.

2 )

这里各变量均为无量纲量
,

无量纲量的代换同
_

上节
.

参量H
a 一切

。

/ p ; 丢
,

为物质常数
.

2
.

问题求解

定解条件如上节
,

仅补充加速度初值条件

口
归

二二节 一
于夕 t劣

一
U ) =

O 1
(3

.

3 )

求解问题 (3
.

2 )
,

(3
.

3 )及 (2
.

4 )、 (2
.

6 )的技术方法同上节
.

经过适当运算可得M a x w el l

流体旋转运动的速度公式
:

不 (x
, T ) =

一

旦
X

l 一 x 么

1一 a Z

P , ‘1 / 4H
a

乙
二J

:

(户
‘

)J
:

J圣(p
‘
)一 J{裸、H ‘户

‘, “
’

「 r : , 。、 、

·

. 一—一
e X p 气r ll 少十

L 犷 1一 r Z

r l

r l一 r Z

e x p (:
:
T )

p ‘> 1 /4 H
a

一 乙 丝咚军卫其尽攀2
、

H(
。 ,

.

、。

J 艾L尸 i )一 J 主L尸
, a )

式中

1

ZH
a

e X p ‘a T ,(声
“‘n ‘”了”一 C 。“‘”T ,

)

”
布俞

一、互万石万:二 1-

(3
.

4 )

rl 一 “ + 万万厅
.

材 1一 4P 蓄H
“ , 犷“= “一

、
寿

a
一

、、二
一

、可、、

切应力公式由下式确定

日r
n a / 环z 、

r D 十月 a
一二诀万一一火一又, 一 l 一 口
0 1 O X 、 X l

(3
.

5 )

式中

运算有

丫。= r rer。/ 犷
‘粉。

~
、

1 I T 、产 口 / 研、 l 丁 、
‘

~
T 。、“

, 1 )二
一

石币 e X p气一万厅)、
。‘ 一

赢
~

气万)
”X p灭万万)

d Z (3
.
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3
.

讨 论

当H
a ” o时

,

式 (3
.

4 )和 (3
.

6 )分别化简为式 (2
.

2 5) 和 (2
.

2 9 )
.

此为牛顿流的结果
.

当T , oo 时
,

M a x w el l 流体不定常流趋于定常态
.

此时非牛顿特性指数 H
a 的作用消

失
.

定常态速度分布如式 (2
.

3 0 )
,

剪切应力如(2
.

3 1 )
.

从式 (3
.

4 )知
,

第二个加和号下有因子 “in (户乏和
C 。“(户)

,

故在时间轴上
,

速度有振荡

成份
.

因a < 。,

这种振荡成份在逐渐衰减
.

H
a 越大振幅越大

,

H
a
越小衰减越快

.

4
.

计算实例

图 4 和 5 是不同时刻环隙间 M a x w el l流体的速度分布曲线
.

由于它的振荡特性
,

旋转

速度在环隙间有突变
,

突变点随着时间的延续向环管内壁移动
.

当时间趋于无穷大时
,

突变

点移至x 二 x ‘处
,

即环空管内壁处
.

速度跃变也随之趋于零
.

0
.

5 0
.

6 0
.

7 0 泊一
一

不

H a = 0
.

5 0
, a = 0

.

5 0
,

了
’

= 2
.

0

圈 4 Ma x w el !流体旋转速度才的空间分布

H a = 0
.

5 0
,

a = 0
.

5 0
,

T = 5
.

0

图 5 Max w el !流体旋转速度砰的空间分布

.

。

洋

T

0
0

.

0 2
.

0 6
.

0 8
.

0
J T

1 0 t)

___

!!!
y 犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷犷

恤恤恤一背一
卜卜

引引引引
_ ~ ~ ~ 月

八八

H a = 1
.

5 0
, a = 0

.

5 0
, “ = 0

.

7 5

田6 M a x w el !流体旋转速度附随时间的变化

H a = 0
.

5 0
, a = 0

.

5 0
, 劣= 0

.

7 5

圈了 Ma x w el l流体旋转速度班随时间的变化

图 6 和 7 是空间一点处
,

M a x w el l旋转流速度随时间变化曲线
,

速度是振荡着的
.

这

两幅图比较了参量 H
a 的影响作用

.

令人惊奇地发现
,

振荡曲线是一种方波曲线
.

振动的幅

度和周期随H
a 的增大而增大

.

M a x w el l 旋 转流速度变化的这种优美的方波曲线性质可能

会在仪表工程领域找到它的用处
.
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四
、

结 论

1
.

二阶流体和 M a x w el l 流体的稳态速度分布与牛顿 流体的相同
,

粘弹性特征参数只

在非稳定阶段对流动形态有影响
.

2
.

不定常流延续的时间长短
,

仅就物性依赖性而言
,

主要取决于物质常数R
。

和H
a .

3
.

二阶流体流场内固定点上角向速度对恒定边界的响应是平缓渐变的 , 而M a x w el l流

体则呈现方波式的振荡
,

且振荡的周 期和幅度随H
a 的增大而增大

。

4
.

M a x w el l流体在非稳态阶段的方波振荡现象
,

有可能在一些工程器件中形成共振
,

具有破坏性
,

这一点需在工程设计中严密关注
.

5
.

M a x w el l 旋 转流速度变化具方波形振荡特性
.

其振动要素
,

如
:

周 期
、

幅度等
,

具有明确的物性依赖性
.

应该在仪表工程和有关的领域利用这种特性
.

〔1 ]
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B e iji”9 1 0 0 8 7 5 ,

P
.

R
.

C hfn a

L i u C i q u n

( I n : 才1r o r e o f P o r o u s F lo 山 a ”d F lu玄d M e c h a n i e s ,

A e a d e o fa S i n 艺c a .

L a n 夕fa n g
, 、

H
e be i 1 0 2 8 0 1

,

P
.

R
.

C h i n a )

A bs t ra c t

I n t li i s Pa P e r a n a n a ly t i e a l s o lu t i o n t o flo w o f s e e o n d o r d e r a n d M a x w e ll

flu i d s i n a n n u la r p i p e b y u s i n g H a n k e l i n t e g r a l t r a n s fo r m 1 5 p r e s e n t e d
.

A d e r i v e d

fo r m u la e a n b e u s e d t o a n a ly z e t h e b e h a v i o r o f r o t a t o r y v o lo e i t y a n d s h e a r s t r e s s ;

5 i n e e t h e p澎r a m e t e r s o f m a t e r i a l a n d t h e g a p s i z e o f a n n u la r PI Pe e x p li e i t ly

a p p e a r i n t h e a n a ly t i e a l fo r m u la o n e e a n e a s i ly a n a ly z e t h e i r e ffe e t i o n o n t h e

flo w b e h a v i o r .

T h i s s o lu t i o n e a n p r o v i d e a t h e o r e t i e a l b a s e t o d r i lli n g e n g i n e e r -

i n g a n d p o ly m e r s h a p i n g t e e h h i q u e s
.

I n a d d i t i o n ,

i t e a n b e u s e d to a n a ly z e t h e
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flo w e h a r a e t e r s in e o n e o n t r ie e y lin d e r r he o m e t e r a n d o b ta in m a t e r ia l e o n s t a n t s

w ith e u r v e fi t t in g p r o e e d u r e
.

B y in v e s tig a tio n it 15 fo u n d tli a t w h e n o u t e r

e y lin d e r m a k e s u n ifo r m r o ta t o r v t五e 五is t o r y e u r v e o f v e lo e it y a n d s t r e s s o f M a x w e ll

flu id e x h ib it o bliq u e r e e t a n g le w a v e a n d r a w 一w a v e o s e illa t io n r e s p le o t iv e ly
.

T h e

w a v e Pe r io d a n d a m P lit u d e i n e r e a s e w ith m a t e r ia l e o n s t a n t H a
.

T h is e o n e lu s io n

m a y b e o f s ig n ifie a n e e in Pr a e tie e
.

K e y w o rd s v is e o e la s t ie flu id
, a n n u la r p ip e , a n a ly t ie a l s o lu t io n


