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摘要:  研究了一个特殊自治系统稳态轨迹的稳定性,并用延拓法给出了结果的证明# 
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1  预 备知 识

我们知道, 对于稳定结构来说,适当小的扰动并不会使一个自然过程的结构和定性特性发

生实质性的改变# 毫无疑问, 自然过程中相互关系的发现以及它们的科学描述,都需要该自然

现象是稳定的# 如若没有稳定现象, 世界将是一片混沌# 然而, 从自然科学的观点来看, 结

构稳定性并不是必需的,例如,生物系统的进化过程# 只有当系统进入一个结构不稳定状态

时,生物进化的跃变才可能发生# 稳定性改变可能导致分叉# 频繁地分叉,将使一个简单的结

构改变成为一个更加复杂的结构# 因此,化学家和生物学家都对分叉现象感兴趣, 例如, 由无

机物到生命现象的出现# 

微分方程组可描述很多自然现象和技术进程# 在依赖时间的现象中, 一个常微分方程系

统的一个特解, 可以因为初始条件的一个微小改变,而出现随时间增加的变化, 由此可知,状态

的稳定性是十分重要的# 本文给出了, 常微分方程组自治系统具有稳定的稳态轨迹的充分条

件证明,同时亦给出了不稳定的稳态轨迹# 我们采用相同的术语,不仅研究了稳定和不稳定的

稳态轨迹,同时研究了结构的稳定性和不稳定性# 

本文给出了一个函数存在零点的充分条件的证明,进而给出稳态轨迹[ 1~ 20]# 研究中使用

了文[ 1~ 15]中所采用的延拓法,并将用到以下定义和定理
[ 21~ 25]# 

定义  点 x 0 I R
n 称为

  xc( t ) = F( t , x ( t ) )   ( x ( t ) I R
n
) ( 0)

的平衡点,当且仅当 F( t , x 0) = 0, P t \ t 0# 因此,对所有 t \ t 0, x ( t ) = x 0是系统( 0)的一

个解,并且称为稳态轨迹# 
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平衡点 x 0称为稳定的,当且仅当对每一 E> 0,有一个 D( E) > 0,使得每当 +z - x 0 + <

D( E) 时,初值问题( (0) , x ( t0) = z ) 有一个恰当解 t | y x ( t , z ) ,表明 +x ( t , z ) - x 0 + < E, P t

\ t 0# 

给定初值问题 ( (0) , y ( t 0) = z ) 的解 y (#) , 则集合

  # = ( t , y ( t ) ) : t I I < R
n+ 1

称为对应于 ( t 0, z ) 和 y ( t ) 的轨迹,其中 I 为实数区间,由此定义了 y (#)# 同时, 对于 y ( t ; t 0,

z ) , t I I 我们亦定义了 ## 

集合

  #
+
= ( t , y ( t ) ) : t I I , t \ t 0 < R

n+ 1
,

  #- = ( t , y ( t ) ) : t I I , t [ t 0 < R
n+ 1

分别称为对应于 ( t0, z ) 和 y (#) 的右半轨迹和左半轨迹# 

所谓自治系统或动力系统者, 即是满足 yc( t ) = G( y ) , G: R
n y R

n 的常微分方程组# 

定理 1( Liapunov定理
[ 26, pp. 219~ 222]

)

给定系统( 0) , 设 F (0, t ) = 0, ( P t \ t0) , 又设函数 v: R
n y R并称为 Liapunov 函数,则有

� ) 在原点邻域:仅当 x = 0时, v( x ) \ 0, v (0) = 0,即 x = 0时 v 有极小值;

� )
dv( x )
dt

= 6
n

i= 1

5 v( x )
5x i

F i ( t , x ) [ 0   ( P t \ t 0)# 

则平衡点 x 0 是稳定的# 

2  稳定的和不稳定的稳态轨迹

定理 2  若有自治系统

  yc( t ) = F( y ( t ) ) , ( 1)

其中   F: R
n y R

n
,

则下列条件成立:

1) F为一守恒矢量场,这里

  u: R
n y R

是 F 的势,即 F( y ) = - ü ( y ) , Py I R
n
,其中 u 为C

2
( R

n
) 函数# 

2) 如果 y ( t ) 是系统(1) 的一个解, 则当解 y ( t ) 存在时, 有一常数 K , 使得 +F( y ( t ) ) +

[ K# 因此有

a) 如果 a 是u 的当地极小值点,则 y ( t ) = a 是方程( 1)的稳定的稳态轨迹# 

b) 当 a 为u 的鞍点(或当 a 为u 的极大值点) , 表明若 u ( a) - u( x + a) > A> 0, 则

  6
n

i= 1

5u ( x + a)
5x i

2

\ m > 0# 

因而 y ( t ) = a ( P t I R) , 为不稳定的稳态轨迹# 

证明  ( a) 我们先证明初值问题

  
yc = F ( y ) ,

y ( t 0) = y0
( 2)

在 R上有连续可微轨迹# 

由于 F 为C
1函数,并根据广义 Picard_LindelÊ f定理[ 24] ,即对每一
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  ( t 0, y 0) I R @ R
n
,

初值问题( 2)有一个连续可微的,至少在闭区间 [ t 0- c, t 0+ c] 上有定义的恰当解 y (#)# 

设 #
+
= ( t , y ( t ) ) : t I J = [ t 0, b) , b I R 是 y (#) 的右半轨迹# 我们将证明,通过取

t = b , 扩展前面假设的条件,从而集合

  #
+
= ( t , y ( t ) ) : t I [ t 0, + ] )

是 y (#) 的右半轨迹# 

同理,可证集合

  #- = ( t , y ( t ) ) : t I (- ] , t0]

是左半轨迹# 因此, 初值问题( 2)的轨迹是

  # = ( t , y ( t ) ) : t I R # 

因为

  yc( t ) = F( y ( t ) ) , y ( t0) = y 0   ( t I J )

或等价地

  y ( t ) = y ( t 0) + Q
t

t
0

F( y ( s) )ds   ( t I J ) , ( 3)

所以   y ( t2) - y ( t 1) = Q
t
2

t
1

F ( y ( s) )d s   ( P t 1, t 2 I J )# 

又因 F 定义在方程(1) 的轨迹上,因此有一常数 K > 0, 使得 +F ( y ( t ) ) + [ K , 所以

  +y ( t 2) - y ( t 1) + [ +Q
t
2

t
1

F( y ( s) )ds + [ K | t 1- t 2 |   ( P t 1, t 2 I J )# ( 4)

取

  ( t n) n \1 < J 和 ( wn ) n \1 < J

为收敛于 b 的任意两个序列# 不等式( 4)表明,以下两个序列

  ( y ( tn ) ) n\1, ( y ( wn) ) n \1

为 R
n
上的两个 Cauchy序列, 则它们分别收敛于 yA I R

n
和yB I R

n# 此外还有

  PE> 0, vN I N: Pn \ N ]
    +yA - yB + [ +yA - y ( t n) + + +y ( t n) - y (wn ) + + +y ( wn) - yB + < E,

因此 yA = yB# 

由中心极限定理

  lim
t y b-

y ( t ) = yA# ( 5)

对( 3)式取极限, 得到

  yA = lim
t y b

-
y ( t ) = y ( t 0) + lim

t y b
- Q

t

t
0

F( y ( s) )ds   ( t I J ) ,

因此

  Q
b

t
0

F( y ( s ) )ds = yA - y ( t 0)# 

同时可考虑

  y ( t ) = y ( t 0) + Q
t

t
0

F( y ( s) )ds   ( P t I [ t0, b ] ) ,

导出初值问题
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  yc( t ) = F( y ( t ) ) , y ( b) = yA# ( 6)

广义Picard_LindelÊ f定理[ 24]
表明, 在 t = b的邻域内方程(6) 存在一个连续可微解 y 1( t )# 由方

程(5) 可得, y1( b ) = yA = lim
t y b-

y ( t ) ,从而相对于( t0, y 0) 的右半轨迹, y ( t ) 可通过任取 t = b

而扩展,因此

  #+ = ( t , y ( t ) ) : t I R
+ # 

( b) 如果 a 为u 的当地极小值点,则 a 也为u的一个临界点,因而

  5u
5yi ( a) = Fi ( a) = 0   ( i = 1, 2, ,, n) ,

从而 a 是系统(1) 的一个平衡点,且 y ( t ) = a ( t I R) 是稳态的轨迹# 

我们将证明,如果 a是u 的当地极小值点,则稳态轨迹 y ( t ) = a ( t I R) 是稳定的# 

采用下面的办法:

  x = y - a,

  xc = F ( x + a ) - F ( a) = F( x + a) = G ( x ) ,

将系统( 1)变换为系统

  xc = G ( x )# ( 7)

系统( 7)具有平凡稳态轨迹 x ( t ) = 0 ( P t I R)# 

因为

  ( PE> 0, v D( E) > 0使得 +x ( t 0) + < D( E) ] +x ( t ) + < E) Z
    ( PE> 0, v D( E) > 0使得 +y ( t 0) - a + < D( E) ] +y ( t ) - a + < E) ,

则方程( 7)的平凡稳态解是稳定的,当且仅当方程( 1)的稳态解

  y ( t ) = a   ( t I R)

是稳定的# 

若 a是函数u 的当地极小值点, 我们构造 Liapunov 函数

  v: R
n y R, v( x ) = - u( a) + u( x + a) ,

并满足如下条件:

� ) 因 a是 u的当地极小值点,

  v(0) = u( a) - u ( a) = 0, v( x ) = - u ( a) + u( x + a) > 0,

  ( Px X 0, x I N (0) ) ,

则 v 在 x = 0有当地极小值 0# 

� ) 因

  dv
dt

( x ( t ) ) = 6
i= n

i= 1

5u
5xi

( x + a)
dx i

dt
  ( P t \ t 0)

且

  
dxi
dt

= G i ( x ) = F i ( x + a ) = -
5 u
5x i

( a + x )   ( P t > t 0; i = 1, 2, ,, n) ,

因此

  dv
dt

( x ) = - 6
n

i = 1

5 u
5x i

( x + a)
2

[ 0   ( P t \ t 0)# 

定理1表明,系统( 7)的平凡解是稳定的, 且方程( 1)相对于点 ( t0, a) 的稳态轨迹 # 也是稳

定的# 
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( c) 如果 a是函数u 的鞍点(或当 a 是u 的一个极大值点) , 我们构造

  v: R
n y R, v( x ) = - u( x + a ) + u( a)# 

因 a是u 的鞍点,有域(当 a 为u 的一个极大值点时的一个邻域) region( v > 0) , 这里

  u( x + a) < u( a) ,   Px I region( v > 0)# 

函数 v 表明

  v(0) = 0, v( x ) > 0, Px I region( v > 0)# 

令球域为

  B = x I R
n
: +x + [ R # 

因 v 是连续的,则存在 M > 0,且 M = maxv ( x ) ( x I B)# 对任意 r , 0 < r < R ,存在 x 0 I

region( v > 0) , 使得

  0 < +x 0 + < r , v( x 0) > A> 0# 

对于 x ( t ; t0, x 0) , t \ t 0,

  vc( x ( t ; t 0, x 0) ) = 6
n

i= 1

5u ( x ( t ; t 0, x 0) + a)

5x i

2

\ 0# 

因此 v( x ( t ; t 0, x 0) ) , t \ t 0是一个增函数, x ( t ; t 0, x 0) 不可能接近原点且 v ( x ( t ; t 0, x 0) ) > A

> 0, 同时表明

  v( x ( t ; t0, x 0) ) = - u( x ( t ; t 0, x 0) + a) + u ( a) > A,

因此 vc( x ( t ; t 0, x 0) ) > M ( P t \ t 0)# 

这就是说

  v( x ( t ; t0, x 0) ) - v ( x ( t 0; t 0, x 0) ) \ M ( t - t0)# 

因为对充分大的 t ,上述不等式的右边大于M ,所以 x ( t ; t0, x0) 必不在球 B上# 因而,原点是

系统(7) 的不稳定的稳态轨迹,从而 y ( t ) = a, t I R是系统( 1)的不稳定轨迹# 
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Stable and Unstable Stationary Trajectories
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Abstract: The stability of stationary trajectories of a particular autonomous system is studied. The

proof of the result is based upon continuation methods.

Key words: autonomous system; continuation method; trajectory; critical point; zero point; station-

ary trajectory; stable solution; asymptotically stable
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