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摘 要

本文从历史上概述了G
.

D
.

B ir k h o ff第七问题
,

即
:

对于利用十个古典积分降阶后 的运 动

方程
,

要求明确它的定义集合的拓朴构造的问题
.

就此
,

简记了近年来的一些结果和它们的意义
。

古典的三休问题指的是三个质点在牛顿的万有引力之下
,

三个质点的运动问题
。

化为数

学问题即求解
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这一组微分方程有十个代数积分
,

它们描写三体的重心的运动
J

清况和表示角动量 与 能 量 守

恒
,

这个 问题有很悠久的历史
,

早在十九世纪初叶
,

便有人写它的历史了
。

这里不谈历史
,

也不谈它种种吸引人注意的原因
,

但不妨指出
,

我们可以把它称为牛顿问题
,

这不但是因为

从牛顿以后问题便明确出现
,

而且因为其中的力是万有引力
,

运动规律指的是牛顿定律
。

三体问题的解不能用目前分析上的已知函数以有尽形式表示出来
。

即使允许以无尽形式

表出
,

也还存在许多须要探讨 的方面
,

这一点此地从略
。

就求首次积分的角度说
,

除了十个

代数积分之外
,

没有其它的初等首次积分
。

这十个古典积分
,

从历史的角度
,

或者从问题的

提出的角度说
,

也是有点趣味的
。

就重心积分看
,

重心积分说的是质点的重心做等速直线运

动
,

这是符合牛顿第一定律的
。

列出运动方程是根据牛顿第二定律
,

第一定律对明确第二定

律的意义又必不可少
,

因而方程的积分符合第一定律似乎是不在话下的
。

也就是说这个积分

关系式的回答在列方程的问题之前便先可以知道 了
。

就逻辑上说
,

当然要有个先后顺序的道

理
,

但从事实上说
,

人们知道古典积分这一部分答案恐怕是要早于列出方程的提问
。

三体问

题的困难
,

却正在除了古典积分所能提供的运动情况以外
,

其它的情况很难 了解
。

目前我们对于一般的微分方程不能初等求解的事
,

已经很习惯
,

对于上述的一组具体方

程不能积分的情况也就觉得自然
。

对这方面的了解
,

Poi nc ar 。 的工作功劳很大
。

就寻求进

一步的首次积分这一点来说
,

在他之前
,

人们一直以为是致力的目标
。

1 8 8了年
,

B r u ns 定理

指明
,

不存在进一步更多的代数积分
;
由此

,

后来还可以说明不存在更多的以 A be l 函数表

长
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示的积分
。

1 8 8 9年
,

P o in e a r 亡定理说
,

不存在以 K e p le r 变元的
“

单值
”

函数表出的积分
。

自此以后
,

致力于寻求更多的积分的努力便告一段落
。

Poi nc ar ‘ 定理不排除其它变元之下

的
“

单值
”

可积性
。

同时
,

也可以举其它的例子说明
,

存在代数的和其它初等的首次积分
,

并不等于问题的解答所描写的运动便能很简单地说清楚
。

因此
,

三体问题或者类似的数学力

学问题
,

所谓求解
,

究竟目标是什么
,

便成了问题
:

就力学角度说
,

要知道的是所考虑的对

象如何运动
,

而以确切形式描写这个运动情况的有限方程式一般却是求不到的
。

就一般的动力系方程讨论
,

P oi nc ar 。 提出了
,

每一个问题都在一定的意义下
,

是或多

或少可以求积的
。

G
.

D
.

Bi
r k hof f继承了Poi nc ar 。的工作

,

先不考虑可不可积
,

把问题化

为几何上各种形式的变换来处理
。

同时提出解决的目标
:

动力系统最终目标是指向定性地决

定出全部的可能的运动类型和它们彼此之间的关系
。 ‘“,

根据这一目标
,

在微分方程的理论中开创了动力系统的理论
。

理论来源于实践
,

最后要

应用到具体问题
。

从来源说
,

B ir k h of f最初是证明了 P o inc ac 亡 最后几何定理
。

在限制三体

问题中
,

存在无限多周期轨的证明依赖于这一几何定理
。

提出后不 久
, 1 9 1 7年B ir k h of f提供

了证明
,

这个定理对他的思想影响不小
,

主要表现在更进一步地明确了把积分的分析问题化

为一个几何的变换问题
,

求得定性结果这一个方面的发展
。

这一 Poi nc ar ‘定理的叙述是
:

以极坐标 (r
,
0 )记

, a成 r ( b 表示一个环域 D
。

若一个

保面积的变换 T 把D 变为 自身
,

并且 T (a
,

8) ~ (a
,

0
;

)对0
1

> 口成立
,

T (b
,

0 )一 (b
,

0
;

) 对 0
,

< 0

成立
,

则R 上有两个不动点
。

以上说了
,

可以应用这个定理来证明存在无 限多的周期解
。

但

是
,

就说明定理如何应用这一方面而言
,

可以举一个很简单的例子
。

为此
,

G
.

D
.

B
: r

kh of f

曾经用它来证明
:

对于近似椭圆的闭曲线C
,

C 的内接调和多边形 的个数是无限的
。

或者说
,

近似椭圆 的形状的球台上
,

台球运动可以有无限多周期轨
。

特别
,

对于椭圆洁况
,

这个例子

是J a c o bi在椭球上寻求封闭测地线的平面极限情况
,

这是一个可积分的问题
。

因此
,

这个例

子是 J a C 0 bi 的可积问题的极限情况的不可积推广
。

它具有多方面的启发性
。

可以看到一个力

学问题如何化为一个面貌全然不同的几何问题
。

这里顺便提几句题外的话
。

根据 K o 二 h M
or

。 -

Po
B 的说法

,

古典力学中的可积问题与不可积问题的解的表现之间存在着很剧烈的差异
。

现

在这个例子是一个典型的接近可积的而相空间又是紧致集合的力学问题
,

可以看出周明运动

和几乎周期运动在全部运动中所占有的关系
。

因此进 一步仔细分析
、

讨论这个例子
,

如果 仃

人做的话
,

是有好处的
。

另外一个今天更为人熟 知 的 所 谓 曲 面 截 割 法
,

也 是 由 Poi nc
a r 。提出

,

而G
,

D
,

Bi
r k h of f 所发展了的

。

这是在
n 维的相空间里寻求一个 (n 一 1) 维封闭曲面 S

,

使 得 每 一

个相轨线沿着时间增长的方向延展时
,

要与 S 多次相交
。

两次相继的交点之问的对 应 便 界

定了一个 S 变为自身的映象
。

这个曲面 S 叫做截割曲面
。

原来动力系的问题就与一 个 离 散

的 S 到自身映象的 T 联系了起来
,

T 的性质反映了运动的性质
,

例如在T 之下 S 的不动点相

应于周期运动
,

不动单闭 Jo
r d an 曲线相应于存在几乎周期运动

。

曲面截割法的一个很明 显

的好处是把高维的问题化为低维的来处理
,

但是截割曲面 S 的存在性一般是成 问 题 的
。

对

于 n 维的问题
,

S 是
n 一 1 维的

。

对于闭的 S
,

S 的边界武 S ) 是 n 一 2 维的由轨线构成的 解

析封闭曲面
。

这样的闭曲面一般很难指得出来
;
而对于开的 S

,

问题更难讨论
。

G
,

D
,

Bi r k hof f 曾经举过存在 S 的一个例子
。

考察一个点 P 在保守力场 下的 运 动
,

它满足方程
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(q 二 x
,

y
, 之) ( 2 )四助一一一

内一dt·

q,一一
q一td一d

U 有这样的性质
:

当 尸在 z 一 O 平面以外时
,

尸总要受到一个指向
二二 O 的力的作 用

,

从 而

有

a U
万 二

-

一 一 凡z , 凡一 凡仁戈
,

夕
, 之 夕夕U

口 ‘
( 3 )

几为一个解析函数
。

这时能量积分 T 一 U 一 E 可以把六阶问题化为五阶的问题来考虑
。

方 程

U + E 二 O 在位置空间 (x
, y ,

z) 里界定一个单闭连通曲面 酬
,

使 夕 的内部区域 上 U 十 E

> O
,

而且 夕与 z 一 O交于一个单闭 Jor d an 曲线的情况
,

在五维相空间M 里
,

截割曲面 S 可

以取为M 里由
z 一O

,

户》 O所界定的集合
,

这时 日 (S ) 由 二二 戈一 0 决定
,

它 由轨线所构成
,

这个S实际上是一个四维的球体
, a (S )为球面

,

原方程在S 上的感应变换 T 把 S 映到自身
,

是

拓扑变换
,

从而按 B r o w e r
不动点定理

,

存在不动点
。

不动点相应于点尸的周期运动
。

处理这个例子的方法能否用来讨论三体问题是很自然 产 生 的 问 题
,

这 也 是 G
,

D
,

Bi
r k h of f所关心的

。

三体运动中
,

不变平面即相当于上例中的平面
z 二 O ,

而相当 于 ( 3 )

的方程则是

d口 k

d t 一 t

其中 I为 Jac o bi 函数

d f
,

f m
,

+ m
。

+ m
,
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二, , 1 ‘ 甘 一 、 刁油 ~ ‘
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k 为系统对于不 变平面 n 的法线的角动量
,

口为 n 里一个定直线与三体的节终之间的夹角
,

刀为三体构成的三角形的面积
, f为三体平面对 n 的倾角

。

十个古典积分在相空间里确定了一个流形 M
吕,

根据具体方程的具体特点
,

可以再降 去

一阶
,

成为一个不维的流形M
7

.

这个M
?

上的轨线要求用一个低维的截割面 S 上的变换来反

映
、

对比于对a (S ) 的要求
,

就维数和由轨线构成这两项基本性质 说
,

G
,

D
,

Bi
r k b of f 提

出取 a (S )一M
s ,

M
S

为M
7

中相应于平面三体运动的子流形
,

于是便首先产生 M
?
是个什么

集合的问题
。

1 9 2了年
,

他指出M
7

的连通性也还没人知道
〔2 ’、 1 9 2 9 年

,

他对德 国数学联合会

提出报告列举了若干古典力学中的问题
,

其中第七个问题便是进一步问M
7

的拓扑构造
。〔”

对于M
7

的连通性问题
,

现在 已经得到解决
「g ’;

进一步的拓扑构造问题
,

由于高维 流 形

如何叫做彻底解决
,

在拓扑上尚不明确
,

今天只能说谁的结果最好
,

这方面有 E as to n 的工

作
t . ’。 从上述的希望用变换方法研究 M

?

上的轨线来说
,

若取截割曲面 S
,

使 a (S )一M
, ,

当然必须先了解M
S的构造

,

对于不同的总能 E 和角动量 。 ,

M
“

的构造在拓扑上相当于如下

的集合
〔”’:

(5
5 一 3 5 ‘) x (R

’ x s
“

)

(5
3 一 3 5

’

) x R
3

(5
3 一 3 5

‘

) x S
3

(5
3 一 3 5

‘

)又 5
3

当 E 》0 , 。“ 0

E < 0 , co 一 0

E < 0 , 一 ZE o Z

< 9 ; 0 铸 0

b y s u r g e r y
,

E < 0 , 9 < 一 2 E 0 2

<
2 5

2

T
“ x R

4
U T

“x R
4

U T
Z X R

4 ,

E < 0 , 2 5 , _ 。
,
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·
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由此可见
,

即使以适宜的方式选出了截割曲面S
,

以之反映M
?

中的运动
,

由于日(S )二万
5

的

复杂性
,

仍然不能轻而易举地采用对 ( 2 )
,

( 3 ) 的讨论方法来得到三体运动的性质
。

虽然如此
,

对M
7

所得到药关于连通性方面的结果
,

本身也可以应用到原来的三体问题
,

从而得到运动的一些特点
。

对于固定的角动量值C
,

M
7

的连通性依赖于总能E 的值
,

简单地

说
,

当E 从 十“连续减小到 一 co 时
,

对
7

从一个分量变为二个
,

再变为三个分量
。

对于有三个 分

量的情况
,

每一个分量相应于三体中某一体在全部运动过程中保持较远
。

如果有一个具体的

天体运动的问题
,

要说明某二体较近
,

则需证明这一具体的运动在 M
7

里相应 的轨线属于哪

一个分量
。

为此
,

当然首先计算角动量的值C和能量的值E
,

判明是否为M
7
有三个分量的情

形
。

判别运动属于哪一个分量则可借助于不等式

C
Z

D
Z

(x : ,

⋯
, z : )( 2 (U + E )

来讨论
,

其中 D 一斌万/ 斌万
,

A为位置坐标 (x
, ,

⋯
,

几 ) 的四次的B 为 6 次的齐次函数
。

对应用方面说
,

太阳系边缘逆行卫星海卫 1 应该永远为卫星
,

就 日
、

海
、

海卫 1 这一三

体问题来说
,

可以由此计算得到证明
〔‘“’; 对于月球做为卫星的运动问题

,

就 日地月 三 体 问

题而言
,

也可由此证明月球应永远保持在地球邻近川
’。 另外

,

双星的起源里有些问题 也 应

该可以讨论
。

双星做为两个质点考虑
,

它们的形成
,

最简单地从逻辑上说
,

有两个可能
:
生

来就是在一起的
,

或者原不在一起
,

后来变化
,

在运动的过程中转变为在一起
。

对于任意一

个三体运动
,

如果保持角动量不变
,

而能量在一定的外界影响下不断减小
,

最后三体中便有

一对形成双星
。

但这方面的具体研究还没人做
。

回到原来的 G
,

D
,

Bi
r k h of f 的设想

,

用 口(S )一M
S

来处理
,

使 M
7

上的轨线流转化为

T 的变换问题
,

看来一时难以得到具体的结果
。

这迫使人们寻求其它方面的解决办法
,

很 可

能是
,

将来的出路完全与原来的设想目标很不相同
。

这方面的努力 有 E as to n 和 C o nl e y 提

出的孤立分块理论和其应用的企图
‘了’〔“, 、 由于这些 已经超出对 G

,
D ;

Bi
r k h o ff 第 了问题 的

范围
,

这里就不再赘述
。

W int ne
r 曾经提出

〔名’,

对每一代数学家三体问题的面 目可 能 有 很

大的不同
,

目前它的面目由哪些方面来表现
,

尚未有明确的数学表达
,

即问题的提法还不明

确
。

若干近年来的各方面的结果
,

应另文讨论
,

这里仅指出
,

分块理论
‘吕’
是一个极其值得注

意的发展
。
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