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摘 要

本文得出了在任意不定常温度场和任意法向动载荷联合作用下中心开孔 圆 底扁球壳的动力问

题的解析解
。

我们假设温度沿壳体厚度直线分布
。

在第一部分
.

我们研究了常用边界条件下的中

心开孔圆底扁球壳的自由振动
。

作为例子
,

我们计算了一边缘夹紧的扁球壳的自然基频 (阴 一 O )
,

所得结果与E
.

R e is s n er 山 的结果作了比较
。

频率方程的解法是钱伟长121 提出来的
.

这将在附录

3 中介绍
。

在第二部分
,

我们研究了在任意讼温度场和任意谐法向动载荷联合作用下的中心开孔

圆底扁球壳的强迫振动
.

在第三部分
,

我们研究了在任意不定常温度场和任意法向动载荷联合作

用下的具有初始条件的上述壳体的强迫振动
。

在附录 1 和 2 中
,

我们讨论了如何用应力函数米表

示位移边界条件和 。 ~ 1 情形的边界条件
。

引 言

工程结构除了对薄壳结构静力分析的要求外
,

还必须考虑其他更多的因素
; 例如温度作

用
,

振动影响
,

稳定性等等
。

近代生产的迅速发展
,

对于动力学和热应力问题的研究 的要求

不断地增长
。

E
.

R e is s n e r川‘“’〔“’〔“’曾讨论 了圆底扁球壳的白由振动
。

我们在文献 [ 4 三中讨

论了任意分布横向载荷下的中心开孔圆底扁球壳静力平衡问题的通解
。

现在在这个基础上
,

进一步来讨论在任意不定常温度场和任意法向动载荷联合作用下中心开孔圆底扁球壳的动力

问题
。

在第一部分
,

我们研究了常用边界条件下的中心开孔圆底扁球壳的自由振动
。

作为例

子
,

我们示卜算了一边缘夹紧的扁球壳的自然基频(m 一 O )
。

所得结果和 E
.

R ei s s n e r t ‘’的结

果作了比较
。

频率方程的解法是钱伟长
〔“’
提 出来的

。

这将在附录 3 中介绍
。

在第二部分
,

我

们研究了在任意谐温度场和任意谐法向动载荷联合作用下的中心开孔圆底扁 球 壳 的 强迫振

动
。

在第三部分
,

我们研究了在任意不定常温度场和任意法向动载荷联合作用下具有初始条

件的上述壳体的 强迫振动
。

在附录 1 和 2 中
,

我们讨论了如何用应力函数来表示位移边界条

件和 阴一 工情形的边界条件
。

当然
,

我们在这里只研究
一

川卜祸合的热弹性问题
,

关于藕合的

热弹性问题将在另文讨论
。
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在任意不定常温度场和任意法向动载荷联台作用

下的极座标扁壳动力问题的基本方程

考虑几何尺寸如图 l 所示的薄
、

弹性
、

等厚度的中心开孔圆底扁球壳
,

它 的 位 移
,

内

力
,

内力矩
,

载荷的正向如图 2 所示
,

图中 R 为壳体中面的半径
,

h为壳体厚度
,

b
l

为 内半

径
, a ,

为外半径
, r l ,

0 为垂直于中心轴平面上的极座标
, q ,

(;
, ,

0
,

t) 为法向表面 动 载 荷 强

度
, t 为时间

,

N
; , ,

N 。 ,

N
二 : 。
为单位

一

民度薄膜内力
,

M
: ,

为单位长度径向弯矩
,

M
。

为单位

长度切向弯矩
,

M
二 : 。
为单位长度扭矩

,

Q、
,

Q 。
为单位长度径向

、

切向剪力
,

二
:

为 挠度函

数
, u , , 。 ;

为径向
,

切向位移
。
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图 2

由于壳体很薄
,

我们有足够的精确度认为温度是沿壳厚直线分布
,

即可设壳体中任一点

尸(r
, ,

O
, z )处的温度 产 为

t关(,
。
l ,

0
, 之 ,

才)一 t l
(r , ,

乡
,
t) + tZ (r l ,

乡
,

l) z (2
.

1 )

其中 t ,

和 1 2

为已知的壳体中面的位置和时间函数
。

在任意不定常温度场和任意法向动载荷联合作用 卜
‘

的汲座标扁球壳动力问题的基本方程

为
:

若
。 v 、v ; ,

1十

资
v ; 阴

: * 以v : , ,
一 。

D v ; v ; 阴
, 一

吴
v 、:

, 十 D 。 (1 十 ·)v : t
Z

一; 、
一 + 。,

(r
; ,

。
,

, )

{
(2

一

_
. .

,

二
,

,

_
, 、

刃妒 二
、 _

_
_ .

~
_

_
_ 、

_
.

_
, 、

.

_ ~
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,

刀一 月万石
_ ,

石
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, “ 为旧松比

, 甲 :

为厘力 山数
, P 为材

土 山 戈 1 一
J尹

尹

料密度
,

口为重力加速度
, “
为线膨胀系数

,
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。

弯矩
、

扭矩
、

剪力
、

反力与挠度函数 问有下列关系
:
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其中厂
r ,

为单位长度径 向反力
。

薄膜 内力与应力函数间有
’ 一
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:
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(。二 1
,

2
,

⋯ )⋯
,

厂
。
( 。 = o

,

1
,

2
,

⋯ )
,

否
工 , (。一 1

,

2
,

⋯ )

均是它们的导来函数
,

将公式 ( 2
.

2 6 )一 ( 2 3 6 )代入 ( 2
.

1 5 )一 ( 2
.

1 9 )
,

比较三角级数 的诸项系

数
,

即得

盘一嵘
一

+
一

娄
一

景一

翼:: 一 (洁
一

黔书
十 ·

州2

r 2

T 二(阴 = 0
,

1
,

2
,

⋯ )

分
( 2

.

4 1 )
厂( 阴

二

厂( 阴一

1
,

2
,

⋯ )

0
,

1
,

2
,

⋯ )
( 2

.

4 2 )
’

( ,刀一 1
,

2
,

⋯ )

�T丁�丁

一

些、 一 干。 ( 1 一 ; )
(

对
, , 。

一旦一卫二、
d r r ‘

/
2

,

⋯ ) ( 2
.

4 3 )

早
一

耳
.

、
a r r 一

/

动
。
( 拼 ~ 0

,

1
,

2 ⋯ )

小
。 ( 阴一 1

,

2
,

⋯ )
( 2

.

4 4 )
Z诊l、、

一一
执用N�N

(

、、,了产

的m小
�中

‘

了‘、、N 。, _ _

进
凡

, ,
一 。r :

召
·。。 一 士。

N
, , ,

Q
r 。
一 _ 旦

乙
r 。 a r

( 2
.

45 )

r 艺

T 止 、 〔阴 -
十 _

’

)
T 二

z
( 1n 二

O
,

1

1
,

2
,

⋯ )

,

2 ⋯ )

( 2
.

4 6 )一一阴
切m

�必必

( 2
.

4 7 )
2

,

⋯ )

川价砰�不2快
V

歇
一 干
刹

v 篇

数
+

李) )<m
-

( 2
.

4 8 )

犷
, ,

_ Q
r ,

犷
, ,

Q
r ,

。

/ l a
十 七i 一 v )用

‘

爪二
互 不下 一

\ T 一 O 了

1
,

2
,

⋯

飞
一

)
r 一

/

U 。

( rn 一 0
,

1
,

2
,

⋯ )
, U 。

(阴 ~ 1
,

2
,

⋯ )
,

F
, ( 阴一 0

,

1

~ 0
,

1 , 2
,

⋯ ) ; W
。

( 阴一 1
,

2
,

⋯ ) , 巾
二

(巾一 0
,

1
,

2
,

⋯ )
,

牙
。

(切二 0
,

1

班
,

(阴 一 1
,

2

,

2
,

⋯ )
,

厂
。

中
用

( m 二 1
,

2

2. 二 )
( 2 4 9 )

(阴 = 1
,

2
,

⋯ ) 和 邵
,

( 阴

,

⋯ ) , T
。

(。一 0
,

1
,

2
, ,

二 )
,
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T , (tn = 1
,

2
,

⋯ ) 的 关系在附录 l 中讨论
。

将方程 (2
.

2 6 )一 (2
.

4 0 )
,

(2
.

2 2 )一 (2
.

2 4 )代入方

程(2
.

1 5 )和边界条件 (2
.

9 )一 (2
.

1 1 ) 和初始条件 (2
.

1 2 )并利用关系(2
.

1 3 )
,

(2
.

1 4 )一(2
.

4 9 )

和附录 1 中的方程 (11
了

)一 (1 4
尹

)
,

比较三角级数诸项的系数
,

即得下列二种类型的 边 值 问

题
。

第一类基本方程为

V 尺V 三少
。 + V 篇砰

。 十 V 蕊T
,
二 0

V 盖V 段班
二一 V 乏少

fn 十 V 羌T 苏
‘

- 一
日2

邵
口T Z

,
一

+ Q (2
.

5 0 a ,

b )

(阴 ~ 0 ,

1
, 2 ,

⋯
}

其中

_
。

a 2
.

l a
V 燕=

一又二万 十
一

了 一二二
口 T 一 不 O 犷

(2
.

5 1 )

边界条件为

当 r ~ a (或
r 二 b )时

a ) 夹紧边

才
, 二 U

m

(2
.

5 2 a ,

b
, e ,

d )
!
尸Jl.

、、J产
..

,口
a班

。

口r

犷
。
= 0

,

(m = i
,

2 ,

⋯ )

b ) 简支边

不
。
二M

, 。
二N

; 二
= 0 (m = 0

,

1
,

2 ⋯

(阴 ~ 1
,

2
,

⋯ ) }
(2

.

5 3 a ,

b
。 e ,

d )
nU

一一m

�犷

c ) 悬空边

M
r 。
一厂

r 。
~ N

r 二
= 0

N
r , 。 = 0

( m = 0
,

1
,

2 ,

⋯

( m 一 1
,

2
,

⋯ )
} ( 2

.

5 4 a ,

b
, C ,

d )

初始条件为

2,、..飞,lJ..
,土阴

氏�Q班
。

! ~ F ,
,

-

妙翌竺 {
d T {

r . 。
一F

: 、

( 阴 - ( 2
.

5 5 a ,

b )

第二类基本方程为

V 盖甲盖必
。 十 V 三班

。 十 V 点T
,
一O

V 盖V 层研
m 一 V 二功

二 十 V 蕊
右 a Z

牙
.

1 。 - 一 一又 子
’

十
口下 “

( 2
.

5 6 a ,

b )

( m = 1
,

2 ,

⋯

边界条件为

当
r ~ a (或

r = b )时
a ) 夹紧边

万
, _ a班

。 _

口r
U

。
二 犷

。
= 0

,

(明 二 1
,

2
,

⋯ ( 2
.

5 7 a ,

b
, e ,

d )

b ) 简支边

矛。 一M
。 。:

一 万
。。 一厂

。
~ O

,

( m 一 1
,

2
,

⋯ ( 2
.

5 8 a ,

b
, e ,

d )
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c) 悬空边

几了
。 ,

~ 犷
, 。 ~ 刀

r ,
~ IV

了 、。
= 0

,

(州一 1
,

2
,

⋯ ) (2
.

sg a ,

b
, e ,

d )

初始条件为

方 二 F
」。 ,

日班
。

口T

一 F
Z

戚 阴一 1
,

2
,

⋯ ) (2
.

6 Oa ,

b )

上述两组方程
,

边界条件和初始条件便是我们所求的基本边值问题
。

三
、

中心开孔圆底扁球壳的自由振动

现在我们来计算中心开孔圆底扁球壳的自由振动
。

由基本方程 (2
.

SOa ,

b )
,

并令

7
’ 。
一 T 厂~ o

,

Q 二 ~ 0
,

在此情况
,

我们有

V 三V 二小
二 + V 子研

。
一 0

v ; 、; 牙
。 一 : : 中

。

一
”

算
二

(阴一 0
,

1
,

2
,

⋯ )
} (3

.

l a ,

b )

令

巾
, ,

(r
, , )一 e 了口六

·
t : 、 。

(r )一 e 了。用 ·‘ 。 。 。

(r )

砰
二

(r , 下 ) 二 。￡。之
·
f研

、 。

(r )一
。 , 臼切 , 下 ; ; · 。

。

(r ) { (3
.

Z a ,

b )

(阴之 0
,

1
,

2 ⋯ , 打 == 1
,

2⋯ )

其中

将 (3

式中

i一刚二万
,

。六
。

为圆频率
,

。二 ,

为折合圆频率
,

。沈
。

口价 .

一

丫
一

六(
一

众)
‘
一

洲

两者有下列的关系
:

百 g

P
(3

.

3 )

2 )代入方程(3
.

1 )
,

我们得到

△
二
△
。切。 ,

+ △
。

研
, : 。

一 0

△
,
△

、

研
。 。

一 △
, 切。 ,

一 。产
。

砰
二 二

(川 一 0
,

1
,

2
,

⋯ ; n 二 1
,

2 ,

一 )
} (3

.

4 a ,

b )

△
。
二

d
乙 .

1
一
面 石一十 一万

a r ~ r

d
2

d m Z

d r r Z (3
.

5 )

由文献〔3 〕
,

对 (3
.

4 a) 积分
,

则有

△。沪二 。

+ W
二 。

~ 劝
, 。

(月
, , ,

B
。 。

)

} (3
.

6 )

(优 ~ 0
,

1 , 2 ,

⋯ ; n 二 1
,

2
,

⋯ )

式中

当

其中月
。 。 ,

一 0
,

劝
。 。

(A
o 。 ,

B
。,

)二A
。 。

In r + B
。 ,

tn 》 1
,

沪
。 。

(月
二 , ,

B
、 ,

)~ 月
。 , r 一 用 + B

二 , r 爪

刀
。 n

(川一 。
,

i
,

2
,

⋯ ; 。一 1
,

2
,

⋯ ) 为待定积分常数
,

(3 7 )

( 3
.

8 )

注意 势
。 。

适合下列方程
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八 , 忆
, r 。、

~ 0 (侧 ~ 0
,

1
,

2
,

⋯ , 儿 ~ 1
,

2 ⋯ )

以〔3 6 )代入 (3 连b、
,

我们得到

△
。
△

。

不厂
。 。

一 k澳
。

班
二 。

~ p
。 ,

(月
, 。 ,

B
, , ,

)

其中

一 k
‘ ,

二 1 一 。 子
。

(m 二 O
,

1
,

2
,

⋯ ; n ~ 1
,

2
,

⋯

方程(3 1 0 )的解可写成如下的形式

丁犷
。 ,

二 沙恕
: 十 班韶之

: 十 不厂 , , 。

它们各白满足下列的方程

(△
,
A

, 一 k众
。

)研
。 ,

~ 叻
二 。

(月
。: , ,

B
。 ,

)

(△
二 十 凡三

。

)环
厂

思
;二 。

(3
.

9 )

(3 1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

(△
二 一 壳散

。

由文献厂4 」
,

我们可得出

才韶几
2

(3
.

1 5 )

1
, J 。

伴 . ,才3
一 一 1 了一梦 . , :

L直
。 , ,

口 二 。

) ‘1玲二 U
·

1 崖
, ’

二 , n 二 1 声
, ’ . 奋

付 川 ”

(3
.

1 6 )

研护:
,
~ E

。 。

J
、

(掩
。 。: ) + F

。 。

Y
。

(寿
。 。r )

。仇 一 O
,

1
,

2
,

⋯ ; n 一 1
,

2
,

⋯ (3
.

1 7 )

研 韶:
: 一 G

。。。

J
。(fk

二 。 r )+ 刀
。

}
z ,

(‘卉
, 。 r )

(阴 一 O
,

1
,

2
,

⋯ ; 陀一 1
,

2
,

⋯ ) (3
.

1 8 )

其中E . 。 ,

厂
, 。 , ,

G
、 。 ,

1 1
。 。

(。一 0
,

1
、

2
,

⋯ 、 n 一 1
,

2
,

⋯ ) 为待定积分 常 数
,

J
。 ,

y
。

为第

一类和第二类贝塞尔函数
。

因此方程(3 1 0) 的解可写成如下的形式

甘
。‘。

一 万
、 。

J
,
(左

。 : , r )+ F
, ,

y
。

(k
。 。 r )斗 G

。 。

J
二 (f冷。

。r )

1
十 门

。, 。 I , 又乞左。
, ‘

r少一 1
一

不 梦, 。
t 月 二 。 ,

刀 。 。

邢
砖 目

(m 二 0
,

l
,

2
,

⋯ ⋯ 玲二 l
,

2
, · ‘ ’

(3 1 9 )

以 (3
.

1 9 )代入 (3
.

6 )

△。、二 。

一 (
, 十

一

畏
一

),
。 、

一 E
。 ,

,
仇
(、

。 、 r )
、 “ 价 日 /

一 F
二 ,

y
、

(k
, , r )一 G

. ,

J
。

(fk
。 , r )

一 1 1
, 、

Y
、

(i寿
, “ r ) (阴一 O

,

1
,

2
,

⋯ ; n 2
, ·

(3
.

2 0 )

由文献f 4 〕
,

我们立即得出

当 明二 。
,

势
。、

一劝
。。

(C
。, ,

D
。。

) + 1 \「
1 十 一厂〕一 )l

左言
。

/ L ;
“

。
二

’
‘“ r

十

雪
(B

。

一 A
。·

, 一

」
十

一

偏
。 一

万
C ·

‘
。
(“

· r ,

+

众
F

。·

Y
。
(“

了昌r , 一

命
G

。·

‘
。
(‘k

。

二 ,
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1
一 护 币 - 2 2 0 1 o L之斤 。。 r ) 又72二 工 , 乙 ,

⋯少
斥 6

”
(3

.

2 1 )

“ 从一 ‘
,

沪L

一 ‘! · (c !一 ”
L ·

)+

(
‘ + 、

叔通
一

“
、·

(
· ,

一卯
I D

_ _

门
.

丫 8
一

“ ‘· 了

」了
一

再箭
E

l·

了
1

(“
1

二。+ ;

箭
F ! · Y

!

(‘
孟

二 ,

1 。
, , . , 、

1
一 石盆行

’· “ ’ 仁’“ ‘
· r ) 一 盔夏万月

‘, : 了 ‘仁’“‘
· r j

(
, ; 二 1

,

2 (3
.

2 2 )

当阴 ) 1
,

叨, 。

一 军
, 。 二

了C
, 。 ,

D
二 。

)
一

卜
1 \F

1 十 厂丁 11 一
斤几

,
/ L

r 一 爪 + 2

+ 4。
念甘

)
一]

+

众
二

二 。

,
。

(、
, 。·)

+

众
一

F
, ·

y
m

(“
。

二卜潇
G

, 。

,
。

(‘、
, , ·)

,

毛厅
。

y
。

(‘;
。 。 : ) (。一 :

,

2
,

⋯ )
召示 ”

(3
.

2 3 )

叻
。·

(C
。一 D

。 ·

)一 C
。·

In r + D
。·

1

‘
。 ·

(c
二一 D 一 ’一 C

川 · r 一 ’ + D
附 ,戒r m

{
(阴 ~ 1

,

2
,

⋯ ; n 一 1
,

2
,

⋯ )

(3
.

2 4 )

D
。 ,

(卿 ~ 。
,

1
,

2
,

一 ; 。一 1
,

2
,

一 )为 待 定 积分 常 数
,

应 该 指 出
,

在 (3
.

2 2) 中
,

中竹其氏

E
·

R · , 5 5 。

一遗漏了 一

凌
一

“
1· r
项

,

其余的结果 与我“了得至。白勺相同
。

在。一 。时
,

“。轴对

称情况
,

在附录 2 中我们证明了A
。 , :
二 O

,

在 (3
.

21 )中 D
。 ,

是一个可有可无的常 数
。

因为

用 甲。。

来表示边界条件时
,

D
。 ,

总是微分掉的
,

因此我们可令之为零
。

在此情况一共 有六

个待定积分常数 C
。。 ,

B
。, ,

E
。。 ,

尸
。 。 ,

G
。。 ,

H
。 ,

刚好由内外两边六个边 界 条件 决定〔见

(2
.

滩)一 (2
.

5 4 )
,

应令 T
。
一 T 众~ 。〕

。

在 m = 1 时
,

由位移单值性
,

我们在附录 1 中证明

了直
、”

之 0 ,

和。 一 0 一样
,

D
l 。

一 0
,

因此在此情况也一共有六个待定积分常数C
; , ,

B : 。 ,

万
, 、 ,

F
; , ,

G
, , ,

厅
1 。 ,

也刚好由内外两边六个边界条件决定
,

这将在附录 2 中详加讨论
。

方程 (3
.

4) 的解
,

我们可写成如下的形式

不厂
阴 。

(r )一研
。 。

(且
。 , ,

B
, , ,

E
, , ,

F
。 , ,

G
, 。 ,

H
二 。 ,

k
, , , r )

切, 。

(r )二 切。 ,

(A
, , ,

B
。 , ,

C
, , ,

D
, 。 ,

尸
。 。 ,

F
。 。 ,

G
。 , ,

H
, , ,

寿
” : 。 , : )

(优 ~ 0
,

1
,

2
,

⋯ ; 。一 1
,

2
,

一 ) (3
.

2 5 )

第二类问题的方程(2
.

56 ) (令 T
,

~ T 众一 。
,

Q
。
二 O )

,

边界 条 件 (2
.

57 )一 (2
.

5 9)

(令 T
。 二 T 众一 O ) 与第一类问题 的方程 (2

.

5 0) (令 T
。
一 T 共二 O ,

Q
。
一 。 )

,

边界 条件

(2
.

52 )一 (2
.

5 4) (令 T
,
一 T 病二 。) 在自由振动时形式相同

,

因此两者的自然 频率的值也

相同
。

把所得结果 (3 25 )代入壳体内外两边的边界条件 (2
.

52 )一 (2
.

5 4 )(令 T
。
二 T 众~ 。) ,
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利用了(3
.

2) 式
,

并注意所有待定积分常数且
。 。 ,

B
,。 , ,

C
, : , ,

D
。 。 ,

E
爪 。 ,

F
。 ,

G
。 ,

11
。 ,

集合

不能同时等于零
,

因而一般倩况
,

我们得到一个八阶行列式方程
,

亦即频率方程
。

作为一个例子
,

我们利用附录 3 中钱伟长
t“’所提出的方法求解一个中心不开孔

,

边界

夹紧的扁球壳的轴对称振型 (m 一 O )的基频(n 二 1)
。

实 例

设壳体的基本尺寸为
:

壳厚 h一 了厘 米
,

壳 体 中 面 半 径 尸一 3 8 5。厘 米
,

外 半 径

a ,
二69 2

.

39 厘米
,

杨氏弹性模 量 E 一 2 x 10
“

公斤 /厘米
2 ,

泊 松 比 v 一 0
.

15
,

材料 密 度

p 一 2
·

4克 / 厘米
“。

在中心不开孔的情形
, 职。1

函数与W
。1

函数如下式

附
。、
一二

。: ,
。

(、
。1 ·) + G

。I
J
。

(‘“
。1 ·

卜诱
I
B O I

* 。;
一

告(
, +

命)
B

O I·’ +
一

希
E 。! J

。

(“
。1 ·,

(3
.

2 6 )

1 。

下苦丁妙
。‘J OL’R 。‘r 少 (3

.

2 7)

边界条件为( r 二 a)

「
、 _ _ 二
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.
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.
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2 8)
,

我们得到下列的联立方程组
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I 石( k 。: a l )

( 3
.

3 0 )

此处我们用到等式 I
。

( i走
。, a ,

)一 I
。

( 儿
。: 。 :

)
,

I
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1 + ⋯ ~ 0 (3
.

3 2 )

式中

a

,上l,山

a 空

.

3 : 义 1。
一 1

[ 1一李(1 + , )1一 1
.
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