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摘 要

木文使用任意阶扇形单元
,

提出了解弹性理论平面问题的一种力法方案
‘

其特点是节点少
.

计算方便
,

且可完全适应区域的形状特点
.

前 言

目前用有限单元法分析平面问题时
,

大多使用位移法
.

众所周知
,

位移法直接得到的是

节点位移
,

为求应力
,

尚需求导
,

所以
,

由此确定的应力的计算精度不高
,

而相应的应力场

还是间断的
.

但工程实践需要的恰是应力
,

并不太在乎位移
,

因此用力法求解就有其优越性

了
.

本文以任意阶多项式表示的
,

可积的应力场为基础
,

提出了一种力法计算平面问题的方

案 这种力法在计算上和位移法一样方便
,

但却可得到一个在整个区域范围内连续
,

并分片

光滑的应力场
.

本文方法的另一特点是使用扇形单元
,

节点少且可完全 适 应 区 域的形状特

点
.

通过实例计算表明
,

这里提出的
,

确是一个很有实用意义的力法方案
.

二
、

可 积 的 应 力 场

本文将选择如下的一个可积的应力场

艺 乙 ;’( j十 1 )。
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作为逼近函数族
。

由 (2
.

D 式表示的应 力分量
,

是座标变量的
n 一

1次多项式
,

其一般不满足静力平衡方程
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这显然是座标变量的
n 次多项式

.

在满足条件 ( 2
.

3) 后
,

应力场表达式 ( 2
.

1) 中
,

就只剩下 了
( n 十 1 ) ( n + 4 )

2

( n 一 1 ) ( n 一 2 )

2

一 4 。 + 1 个独立常数
.

在有限单元计 算 中
,

它

们可通过单元的广义节点力来表示
.

本文将使用图 1 所示那样的扇形单元来进

行区域的离散化
.

这类单元的特点是只在其两

条直边上
,

每边设置
n
个节点

,

至 于 其 第 三

边
,

则无节点
,

且可取任意 曲线形状
,

因而可

完全适应 区域的形状特点
.

现在该单元的三个顶点
,

即节点 1 , n 与

2 。 一 1上
,

取应力分量 ( a 二 , a g , T ) 为广 义 节点力
,

向分量 ( a
。 , T 。

) ;

. - 一一~ 一J Z n 一 1
尸一 丁。

i

图 1

在其他节点
,

则取边界应力的法向
、

切
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并且
,

由于应力场 (2
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1) 是座标变量的
n 一

l次多项式
,

所以当用这些广义节点力为有限元计算

中的基本未知数时
,

应力分量就可以连续地跨过单元的两条直边
.
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、
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,

就可将单元的应力和位移通过单元广义节点力表示如
:
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由(2
.

1 0 )式
,

我们又可将边界应力通过广义节点力来表示
.

以后需要用到单元边界应力

的劣向
, 夕向分量

,

其算式如下
:
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三
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广 义 变 分 原 理

由于应力场 (2
.

1) 不是静力可能的
,

所 以必须应用广义变分原理
.

在一般情况下
,

单元边界上可能给定如下四类边界条件
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在力法计算中
,

一般称 仁K 〕为柔度矩阵
,

可见
,

它们实为混杂的广义量
.

由公式 (2
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1 5) 柔度矩阵在分部积分后
,

玉△}为广义节点位移
.
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表示单元的其他边界部分
,

也就是与区域内其他单元相邻接

的公共边界部分
.

利用表达式 ( 3
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,

可算知
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注意
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幼 时(图 l )
,

由于
,

如前所述
,

应

力场跨过这条边界是连续的
,

即 有 X 了: 十 X 畜2二 O,

y 知十 y :
2
一 。

,

囚 I衍由 (3
.

9) 式 就 可

得到跨过该边界的位移连续传递条件
:

l
: ‘ 〔(U

·!

一
)X

‘+ (。
·!

一
, Y

‘

: d ; 一 。
(3

.

1 0 )

在一般情况下
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我们应尽量将单元的第三边
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.
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函
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.

现设边界位移场 (‘
,

司可通过有限个边界点处的广义位移 {拼
,

利用插值函数矩阵仁L 〕表

示如
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由于在本文的计算中
,

应力分量是。 一

l次多项式
,

所 以在实际计算时
,

只要在公共边 bd 上选

取 n 一

2个点 (图幻
,

然后令这二个单元的应力在这些点处相等
,

则再考虑到二个顶点 b ,
d

处
,

应力原已连续后
,

应力场跨过整个边界 bd
,

自然也就连续了
.

由(2
.

1 6) 式
,

上述应力强迫相等条件可表示为
:
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不难看出
,

泛函 11
’
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.
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,
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从上面的讨论可见
,

当单元的第三边 1
一

(2 。
一

1 )(图 1 )是单元间的公共边界时
,

柔度方程中
,

除了方程类型 (3
.

7) 一(3
.

1 0) 外
,

还将出现如 (3
.

16) 式那样的方程组
.

(3
.

19 )

在最后的

四
、

柔度矩阵与广义节点位移的计算

应用本文提出的力法分析具体问题时
,

可先按 (3
.

4 )
,

(3
.

5) 式计算单元的柔度矩阵 K
‘,

.

广义节点位移 △
,

一在必要情况下
,

再按 (3
.

1 8 )式算出补充矩阵 A
‘, 一然后用一般熟知的直接

刚度法
,

就可迭加出区域的柔度方程
.

为简化书写起见
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关于积分 (4
.

7) 的计算问题
,

我们已获得了有限形式的解
.

例如
,

对于任意的 。 边 多边

形区域 (图 3 )
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五
、

极 座 标 系 统 的 应 用

对于我们提出的这类扇形单元族
,

也可以很方便地利用极座标系统来求解
.

在极座标系统中的可积应力场可取“’
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而与之相应的位移分量
,
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现取扇形单元如图 5 所示
,

由(5
.

1) 式可看到
,

分量是矢径 : 的 n 一 1 次多项式
,

所 以类似于直

角座标系统情况
,

在每一直边上要选取
。
个节

点
,

利用极座标系统来求解平面问题有二个优

点 首先
,

在应力场表达式 (5
.

1) 中
,

只有4n

十 1 个待定常数
a , ,

而不像直角座标系统中相

在单元的二直 边 0一 e
: ,

夕“ 0
:

上
,

应力

应的表达 式 (2
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1
娜样
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含有业吐」髻
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坦2个
‘

系数
.

其次
,

在直边上
,
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。 , 二 ,

)二 (a
。一 T)

,

因而和公 式 (2
.

5 )不 同
,

不再需要计算 单 元

边界的方向余弦
.

有鉴于这二个原 因
,

计算就

自然地简化了
.

由单元节点土的广义力条件
,

我们可以建立类似于 (2
.

7) 那样的联立方程
,

其解仍可表

示如
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以后的讨论就和直角座标系统情况完全类似
,

这里从略
.

六
、

算例
—

径向均载作用下的圆盘计算

设有圆形区域如图 6 所示
,

其上作用着单位径向拉力
.

由于对称
,

故 可 取 第一 象限的

1/ 4 圆为一个单元
,

作为计算的基础
,

并 议 置
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.
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:
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l

这一结果显然与精确解一致
.
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七
、

结 束 语

由于工程实际中主要关心的是应力的大小而不是位移值
,

所以
,

在有限元计算中
,

力法

应该说比位移法更理想
.

可是迄今为止
,

能够实用的力法方案似乎还不多见
; 而由上面的讨

论可以看到
,

本文提 出的力法
,

除了基本未知数的选取
,

和单元基本泛函表达式方面
,

有所

不同外
,

在其他做法上
,

和位移法实质上并没有什么大的差别
,

所 以很容易用类似于大家熟

知的直接刚度法那样 的方法
,

来编制计算程序
.

这是本文方法的一个特点
.

本文方法的另一特点是使用任意阶的扇形单元
.

这种扇形单元的每条直边上
,

可根据计

算精度要求的需要
,

而设置任意数量的节点
.

换言之
,

我们得到的是扇形单元族的通解
.

因

此
,

由此编制的计算程序
,

不仅可使用任意阶的扇形单元
,

而且还容许我们在同一区域中根

据需要而使用不同阶数的单元
,

这样就提供了很大的灵活性
.

扇形单元的再一特点是其第三

边可取任意曲线形状
,

因此就可以完全与所讨论区域的边界吻合
,

从而 消除相 应 的 离 散误

差 所附算例获得了精确解答案
,

这显然是一般有限单元法所做不到的
.

本文曾由同济大学教授徐次达老师审阅并诸多指导
,

敬此致谢
.
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