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摘 要

木文在文献〔1 〕的某些启示下
,

求出了任意分布载荷下中心开孔圆底扁薄球壳 弯 曲问题的一

般解
.

就作者所知
,

目前各国已发表有关这类问题的文献为数并不多
.

引 言

在许多实用问题中
,

往往要在扁壳中心开孔
,

这样就形成了多连通扁壳
.

B 二 ac
o B B

.

3
.

〔幻

曾研究过在横向均匀载荷下中心开孔的圆底扁薄球壳的弯曲问题
,

应该指出
,

他的某些假设

并不全面
.

本文在文献〔1 」的某些启示下求出了任意分布载荷下中心开孔圆底扁薄球壳弯曲

问题的通解
.

就作者所知
,

目前各国已发表有关这类问题的文献为数并不多
.

二
、

基 本 方 程 和 边 界 条 件

众所周知
,

圆底扁薄球壳的基本方程为
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。+ (A ;

a + B :
a 一 ‘,一“

+ 乙 (姓爪a一 + 刀lln a ,

) e o s二 o + (才 ; a + 月;a
一 ,

)s ; n 口

爪一 2

内乙n�、

里份
m 一 2

a 一 ” + ‘众a
“

)
5‘·“

~

里立f
兀 b 子J

a , 。( d
,

口, k
e i户;

JJjJ 沙 ( 3
.

4 3 )

“ 1

其中

a Z -

a ; 4斌 12 ( 1 一 v Z

)

斌 R h
( 3

.

4 4 )

利J月( 3
.

1 1 )式和 ( 3
.

1 6 b )
,

( 3
.

2 0 b )
,

( 3
.

2 3 b ) 我们得到下面的一系列特解

9 0补 - I n a + B ;
Zr 孟
汀 b圣

a Z 产 2 厅

叮。( d
,

J ) k e i 。P :
己d占d 沙

Z r言

“1 J O

产
a Z 户 么几

a 十 B
, a 一 1一

兀 b圣Ja :
刀1 ( 占

,

沙) k e i
, p ,
d d 占d 沙

式武

一一
书i

夕

2 .

g 。 务“A
、 ‘

a 一 沉 + B
。 : ’ a ,n 一 叮,

( d
,

沙)k e i
。

p :
d d 占d 理 (阴》 2 )

r�,O夕一一兀

歹于一 才 ; a 十 B
, ‘

a 一 , 一

-

里通可
兀 b 子j

2 万

泞;
(占

,

沙) k e i
:户 ,

d d占d 沙

刃
。关一万

。 ’

a
一 邢 十 B

切 ‘

a ’ 一
Z r孟 2 n {

( 3
一

产.、、、.月‘.、飞口月‘、1龟」

训气al气气气

二 b圣Ja :
刀m ( d

,

J ) k e i
。p ; d d d d 沙( m 笋 2 2

其中

刀。( d
,

少) 二
1

—
a a

a l a {
‘
、
。a 己a

J “ 1

刀1
‘“

,

‘, 一

(
a 、a !

‘ 、:
、a

、
c 。 s ,

J “ 1 /j通

占a月七龟、、JJl。O

“用 a 。一 d a

)一
‘ ( 次) 2 )

( 3
.

46 )
扭二

d戊月

I
J

田二

乙“
泊

I
J

”阴 (己
,

”, 一

(
。
。 1

砂而订
a a

刀,

( d
,

沙) - (告{;
: ·“·

J;
, ”

!
“·

)
S‘· ‘

五
·

(“
,

‘’一 (
“
“

{;
, 1

a Z 仍 + 1

d 。

{
“
、

。‘
。 。 · ‘

J a

、
5 1。 。。 ( m ) 2。

J “ 1 ,

当 a ‘ 占时
,

k e i
。p : 一 k e i

。
占b e r

o a + k e r 。 占b e i
oa

k e i
, p :
“ 2 (k e i

盈
6 b e r

, a + k e r ,
占b e i

, a ) e o s口

k e i
。 :

p ,
二 2 ( k e i

。
乙b e r

。 a + k e r
.

占b e i a ) e o sm J
,

( 伏> 2 )

k e i 、p
:
二 2 ( k e i : d b e r ; a + k e r ,

占b e i
, a ) s i n 沙
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k e i
,

p l
一 2(k e i

。之

6 b e r 。a + k e r 二 db e i a )s in 川J (m 夕2 )

当 a > 占时

ke i。p ,
一 b e i。 j k e r oa + b e r 。占k e i。a

k e i: p : 一 2 (b e i ,
d k e r , a + b e r ,

d k e i , a )e o s沙

k e i
。

户 :
一 2 (be i

。 :

d k e r 用 a + b e r 。 :

d ke i
。‘
a )e o sfn 沙 (m > 2 )

k e i ; p ;“ 2 (b e i
;
6 k e r ; a + b e r ;

6 k e i , a )s in , ,

k e i。 p ;
“ 2 (be i ,

占 k e r 明 a + b e r ,

己k e i
o a )s in 川夕 (阴笋 2 )

现在我们来求折合挠度函数示
.

由方程 (3
.

7)
,

我们有

V
Z示 之 一 V

么
V

Z
P

以傅里叶级数展开式 (3
.

1 1) 代入上面的方程(3
.

49 )
,

我们得到

V
o Z优

、

二 一 V
二 艺
V

o Z
P
、

(m “ 0
,

1
,

2
, 二 )

现在我们分三种情形m 二 o , m 一 1 , 。》 2 来讨论
.

1) m 一 0 情形

V
。Zm 。

一 一 V
。忍
V

。Z
P

o

对上面方程进行积分
,

即得

阴。
二 A

。
In a + B

o 一 V
o Z
P
。

以 (3
.

1 9) 式代入上式
,

即得

。 。
二A

。
In a + B

。一 V
。

勺
。苦 一 V

。2

(P
。t + P

。2

)

此式还可以写成另一种等价的式子
,

将方程 (3
.

1 6 b )代到方程 (3
.

5 1 )
,

即得

V
o Z爪 。

“ 一 夕。+ P
。

以 (3
.

2 7 )
,

(3
.

19 )和(3
.

4 5 )的第一个式子代入方程 (3
.

5 4 )
,

我们得 到

(3

32宁

4 7〕

(3
.

4 8 )

(3
.

49 )

(3
.

5 0 )

(3
.

5 1 )

(3
.

5 2 )

(3
.

5 3 )

(3
,

5 4 )

一
, , , , n ,

(a l
, _

_

f
a

V 。一邢 。

一
“

。 ’““ 一 。 。 一 3
。 :
万

““

J
a 、“ 。“ a “

.

。 ,

Z r n Z
f 优 f

么二 . , 。

十 月。 ‘” u 十 力 。 一
武

‘
J
。 :

J
。 ““L“

’“ ’K e ‘。尸 ‘o a o a “

+ F
。
be r o a + G

o
be io a + E

o
k e r o a + H

。
k e ioa

利用部分积分
,

我们有

明。
一 A

。
In a + B

o 一立
(a

Z
‘· a

一
,

I k
。a d a

一工 f
4 J “ i

1
,

f “ , 。 , .

1 「
陀 n

a
. a a 一

一
下 I n a ! 总 。a “a 以 十

一
1

4 J “ i
一

4 J
k
。a 3

In a d a

优

k
o a ln a d a

“ i

“王 a “ 1
{亥{:

’

”。‘乃
, 2, )k ·‘。p L

““占“‘, “““.

I
J

ad

+

备
a Z

J

一

筹{

b e i。P , a d a

a 1l
‘

ad

,la

.二

在氏广.限」
G十adaafeb

曰二

优优
产

1
.

ad
i一口a“

户

I
J

F+
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,上

仪a月

ladk e r 。色 a d a 十 H
。 1

k e i。户 ; a d a (3
.

5 5 )
“ i 丁a i a

月

l
�

ad
1一a

a i

2) 。二 1 情形

由方程 ( 3
.

50 )
,

我们有

V
I “m ,

= 一 V
l“
V

l“
P

:

和情形 l )一样
,

我们有

( 3
.

5 6 )

毯 一A la 十 B 产
一 ’

a 1

1
左 a a 十 花叹

l b仅丁k
t a ‘
d a

a 1

十 l
a ln 二

4 {a i

1 「a
, a l 总 , a 一 I n a a a

佳 J “ 1

丁:
, ·、·

丁:
1

丁:)丁:
“

刃1 ( d
,

‘, k ·‘
!
一占“己“”““沼.一a

一

r一
.

口
n乙一兀

心.

几“
�

l
.J

ada
,二

以“

l
.

b e r
, 。、。 + 。

,

告 b e i
, a d a

aarl..J

ada
aa

丹

I
J

1一a
F十

口“
产... .J

ada
以“广

I
J

i一口
k e r 一a d a

一

十万
-

r.吸
百」

ada
aa自

l
‘

k e i
, a d a ( 3

.

57 )
a i

3 ) 。 》 2 情形

由方程 ( 3
.

50 )
,

我们有

V
, 。2阴。 - 一 V

o Z
V

。 Z
P
。

和情形 1) 一样
,

我们有

m 。
一A

,。
a 一 阴 十 B

, a 沉

( 3
.

5 8 )

一

七「
一
里一点 f

8解 L m
一 l a

’

~ 一 ‘

J
k
o a

”‘+ 1 _
a 1

1 ,
f
戊 1

_

a ! 而 二 石左 。 a “

m
一
I J “

‘

以
1

r
几

1
.

2十名介
a十 一

1 1

切 + 1 a i a 爪 一 1
k
o
d a 一

l m
「“

二 二 。 , ,

1
一了 几: a ! a

’

“叼 , , : a a l
从十 I J 气 J

Zr 民
。
f

一 万 「万一仗 l
了‘0 i J “ i

i
,

r 0 r a
Z
「
’二 一 , 。 。 、 1

俨厂
a “ J

。 ,

J
二 ,

J
。 ’‘阴 L。 , “ , K e , ·

尸 玉O a o a u “ a 。

十 尸声
’

I d “

“ 1

十 ‘
二 。’

{“ i

茹拟
·

丁:
: b

一
附 ‘ ’

、

盖
“·

只
; b·‘

”

丫 一、·

十 E 声
“

丁a i
r a

d a 1 k e r
, 、a a

『 ‘ 十 ‘d a
J “ i

十 H
。
a 阴

{ ( 3
.

5 9 )
“ i

1
,

r a
,

砰不
““ J

。 : 长”’m

aa
‘

““

其中A
二 ,

B
。

( 协二 0
,

1
,

2

完全相同
,

只需把A
, ,

F
。 ,

G
r。 ,

H
。 ; k 换成及

。

,

⋯ )为待定积分常数
.

对于 夕
。 , 币 ( 。二 1

,

2
,

⋯

B
。 ,

式
,

坎
‘ ,

E
。 , F 二 ,

氏
,

H
。

换成才
, ,

B

; k e i
阴 p : ( m 一 1

,

2
,

⋯ )换成 k e i矽
, ,

刀。 (占
,

沙) (。二 1
,

) 的解的形式与上面
,

A- 众
,

B 二
,
E ”

2
,

⋯ )换成刃
,

(占
,

J )
.
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将 (2
.

2 a ,

b
, c )

,

(2
.

3 a ,

b )
,

(2
.

4 )
,

(2
.

5 a ,

b
, c ) 换成无量纲形式

,

我们有下列的关系式

、........、......./夕M +
护

十 二
日2讯

a e
Z )

一m
一

a口a1)a
�竹a护

.

口日c

、
l

M
1 口示

a a
+

a Z示

口口
2
+ 1,

口2 示

口a Z ( 3
.

6 0 a
,

b
, e )

l护

/汀吸、、
了
、、、-一r

�.一犷

J改�才任

不}
, 二 、

1 / 1
义V1 。 ‘

一 一 又1 一 厂 ) 万一 I
-

4 r0
一
\ a

刁2币

日a 3口

I J示

a Z 口口

琢一拚粼Vha
’

1
氨一

2

众
。

止勋
v

Z。 )

J
( 3

.

6 1 a
,

b )

舟 l 「 日
,

_
一

_ 、 .

1 一 护 日 / 1 日2示 l a示 、〕
‘ ·

一
2r 沪 「而 又V

‘

’“夕十 。
一

洲
一

肠 。丽歹
一

少 旅 月 ( 3
.

6 2 )

l
,
.

!
Pa口

一口P一产

2止a口�口

,la/‘、、凡 之 些
l

丫可工三亚
4 r ‘3 h

1 口艺P \
~

卜 - -
一弓一 凡 石死 I
q

‘ 口口“
/

N
b ;

斌飞丁
一

(
一

r 不砰)
4 r 。 3h

( 3
,

6 3 a
,

b
, e )

,生一a

N
r , 二

b
,

心丁云丁二丙
~

4 r 。3八

了1 旦夕 _
_

\a
芝 a乡

我们得到 u , , ,

口Z
P

日a ao )

积分 ( 2
.

6 a
,

b
,

c) 也换成无量纲 呈
,

右一 产}义
一

工彭架
{兰夕 }

v 戈, d 。 -

U I t 石已 八 一 J

的无量纲表达式

D ( 1 十 ” )斌
一

而i丁二砰)
SE h

Z

刁P

口a

3 2 丁
。“· + r0f ( “,

} ( 3 6 4 )
1
R十

_ 1 }
歹“ 瓦 、

一 ( l 十 公 )D 斌几百止公厄)

SE h
么a

刁力

a日

D a 斌1 乏而万丙
SE h

Z {二命丁
v “

Pd ada
一

瓢 {二刹
、da da + r0f

,

( “, + r 。

念
一

ag (

叫 ( 3
.

6 5 )

其中f阳 )
,

g ( 0) 在附录 3 中讨论
.

边界条件 ( 2
.

8 )
,

( 2
.

9)
,

( 2
.

1 0) 化为无量纲量
,

即有

当 a 一 a :
(或 a 一 a :

)

l ) 夹紧边

_ _

日示
栩 一 U

, 一 二 一
一 0

d a

U 二 O
,

厂二 0

( 3
,

6 6 )

、lteerj

2 ) 简支边

M
,

一 O

厂一 0 ) ( 3
.

6 7 )
00一一一一

一粗一N
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3 ) 悬空边

M
r

二 O
,

V
,

-

N
r

= o
,

N
, 。
一 ) (3

.

6 8 )

利用内外两边的边界条件就可决定八个待定积分常数
.

附 录 1

本文的汤姆逊函数的定义如下
:

be r o a 一 习
(一 l )

m + 尤 ;
爪 + ZK

K !(切+ K ) !
C O S

(川 + ZK )汀

4
兀 = 0

,
1 ,

⋯

be ‘m a 一 名
(一 1 ) ’

+ 代 ‘ ,

(言
a

)
K ! (川+ K ) !

(仇+ Z K )兀

4
K = 0 1

, . 。
.

、
,

.

兀

一 丫
)

。e r O a +
~

了
。e , “ a

,�一a

nk e r o a =

(一 l) 爪
+ 入 (川 一K 一 l ) !

尤 l

Z K ~ 用

C O S
(沉 + Z K ) 汀

4

Inl
�

2s
J

了

I
J

、

一万+

K 二 O
,
1 , 。 。 .

+ 三夕
乙 白 .

. .

1 1

二
1

二
1

.

1

二
1 、

l 十 。 十亏
一

十 ⋯ 十 一飞牙 十 1 十 万 十 ‘十
.
“ 十二二 丁 奋 ,

乙 J l 、 ‘ J 衬‘宁
J 、 j

入 二 O
、

i , . 0 .

/ 1 \爪 + ZK

( 一 1 ) ’
十‘

(玄
。

)
K ! (胡 + K ) !

C O S
(川 + ZK )二

4

兀
D e l ~ a 一

—
D e r . 几

4
下一

2一ak ·‘。 a 一

(
‘。

( 一 l )
川 + K ( m 一 K 一 l ) !

K !

/ 1 、ZK 一 m

气万
a /

( m + ZK ) 二

4

�艺
十

入 ‘O ,
i

, 。
..

一

; 习 (
‘ +

价丢
一

+ ⋯

K ‘ 0’ 1 , 。

..

( 一 ’) ’ + K

!忍
a

)
K ! ( 协+ K ) !

S l n

+ 土
+ 1 + 王+

⋯
卡

二

李
于
、’

K
‘ 上 ‘

2
’ ‘

仍+ K /

(川 + ZK ) 二

4

对于 a 大值
,

e a/ 斌厄
be

r 。 a 岛护丽矿「L 。
( a )

e o s (六一补
一

明
一M

。
‘· ,

S‘·

(淆
一补 瞥)}

兀。U

e 江 /以百
be i 。“ 岛万厄牙石

, 一

/ 兀 \l / ,

压 e f o a :刁匕 l
“

叹一 l
\ Z U /

〔
M

叻
‘a , 。。 S

(么
一

号
+

瞥)
+ L 二

( a , S‘
·

(成

。

一‘“ 2

[
· 。
。一 )

。。 S

(介
·

号
·

等)

等)」
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+ M
o r一 a )。i

n
汀 从 兀 、〕

‘ + 丁 /」

了 汀 \1
产,

‘e : 。 a “ 气: a /
‘

/ Q

(一下二 , 十
\V Z

一

a/ 以厄

一五 二 (一 。 )5 1。 ( 奥 +

\材 2

!M
,
‘一 , 。。·

(子、
+

令
一

+

等)
一

佘
十

等)」
其中y是欧拉常数0

.

盯 7 2 1盯
,

(4从
2 一 1 2

)(4阴
, 一 3 ,

)
2 ((sa )

2

。。s

梦
一

’

“

弩
十 二

兀一4
OsL 。

(a ) 一

M
。
(a ) ~

1

一盛爪
2一 1 2

1 . sa

S l n ~

(4 , n Z一 1 2
)(4m

z 一 32 )
2 ! (sa )

2一
汀一4

4 打之2 一 1 2

l ! sa

附 录

在弹性基础上圆薄板的基本方程是

_ ,

一
, _ . ‘ . _ _ _ _

q
v p 一 V 刀一议一 理 一下石刀一 (l

‘

)

其中 ”一
备

、

它与方程 (3
.

41 )的形式是相同的
.

我们考虑在(占
,

沙)坐标上作用一集中载荷尸 如图 3 所示
.

则由于载荷尸而引起尸点的挠度可以得出如

下的式子

F
功尸 ~ 一厄云兀蕊刀

k e i P i

(2
’

)

其中

图 3

p , . ~ p Z + 占一 2 占p e o s (0 一 , , )

利用贝塞尔函数的性质
,

我们得到下面的一些结果
:

户< d
,

T 。
(p

; i王
‘;
)二 T o (d 11 / 盆) J。(户i , / 召

)+ 2

p > 占
,

T 。
(p

: ‘i‘2) ~ J 。(占‘
’/ ,

)了
’

。(p : “ 2
) + 2

7
’
。
(j 11

‘, )J ,
(p il

, ,

, ) e o s m 心0 一 J )

J 。 (d ‘
i‘2

)了 . (p 盆“2
)
e o s 川(口一 J ) (3

’

)

co

名�
。
名�

以汤姆逊函数表示
,

则有

p < d
,

k e r p l + 1 k e i p ; = ( k
e r o占 b e r o p 一 k e i o 占 b e i o o ) + f ( k e i

o 占 b e r o p
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+ k e r 。 “ b e ‘。 。 ) + 2习 〔(k
e r 。 “ be r 。 p 一 k e‘

, ,

己 be ‘
,。
。 ,

+ :
(k

e i m 占b e r 。 户 + k e r 。 占 be i。 户)〕
e o s m (口一 夕) (4

亦即有

“e‘。 , 一 k e、。 占 b o r 。 。 + k o r 。 。be ‘。 。
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