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摘 要

用数学弹性力学的方法研究弹性体的稳定问题
,

是一个重要而困难的 课 题
.

B
.

B
.

H oB o-

从。 二。 :

在文献 【l] 中给出了平衡方程和边界条件
,

由于数学上的困难
,

没有给出具休问题的解
.

A
.

IO
.

H。二 二H cK 。盆〔幻 用数学弹性力学的方法解决了两边简支的无限宽平板当两 边 均 匀

受压时
,

在平面应变条件下的弹性稳定问题
.

他说
: “

从 H oa 。二 , 二。 , 方程的观点看来
,

我们在

平衡方程中忽略了转动分量
,

同时在边界条件中保存了转动的因素
” ,

以克服数学上的困难
.

由

于引入了一些简化带来了一些误差
,

他所得的临界载荷略微高于经典理论给出的临界 载 荷
.

K
.

。
.

B。盆取二。取 : a 彭 3 , ,1 采用 H 也江, H 。二 , 盆 的方法
,

获得了两端简支的圆杆和圆柱壳在轴压作

用下的临界载荷
,

也略微高于经典理论给出的临界载荷
.

从弹性理论的观点看来
,

他们的结果是

不够严格的
.

本文采用 H 。 : 。狱蓝 二。B 的平衡方程和边界条件
,

采用胡海昌161 的位移函数用以简化微分 方

程组
,

克服了数学上的困难
,

解得了 【2一4〕中求解过的几个稳定阿题
,

得到的临界载荷略 微低

于经典理论给出的临界载荷
.

从数学弹性力学的观点看来
,

它是严格的
.

、

引 言

高强度材料的发展
,

使薄壁杆件在现代结构中的应用越来越广
,

同时也使薄壁结构(杆
、

拱
、

环
、

板和壳等) 的稳定问题的研究
,

显得更为重要了
.

从十八世纪 E ul e r L
.

研究压杆的屈曲开始至今
,

在弹性稳定方面
,

已有大量的研究成

果
.

这些研究活动和 K ir c五hof f G
.

关于线性弹性力学的唯一性定理所引起的影响
,

曾一度

给人们造成这样的印象
,

即研究弹性体的平衡稳定问题
,

只有用材料力学和板壳 理 论 的 方

法
,

对物体的应力或变形状态作出某种假定后
,

才能解决
.

B
.

B
.

H o B 。二 , 卫 。B 「‘’
用非线性弹性力学研究了弹性体的稳定问题

,

指出弹性力学问题

中解的非唯一性
.

他指出
: 同一弹性体在相同的载荷与支承条件下

,

可以有几个可能的平衡

位置
.

这样的力学间题的解常常不是唯一的
,

经典弹性力学的唯一性定理
,

在此情况下之所

以不正确
,

是因为它的公式不够精确
,

这些公式是略去转动对应变分盘和平衡方程的影响而

. 钱伟长推荐
.
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导得的
.

其实
,

在研究弹性体平衡的非单值形式时
,

考虑转动的影响是完全必 要的
.

上面提

到的几个可能的平衡位置
,

并不都是稳定的
,

经典弹性力学所给出的平衡位置常常是不稳定

的
.

因此在弹性力学的问题中
,

不仅要求出弹性平衡的形式
,

而且要弄清楚它们的稳定性
.

在文献 〔1〕中阐明了任意形状的
、

服从 H oo ke 定律的弹性体的平衡稳定理论
,

提出了 确 定

临界载荷的微分方程
、

边界条件和确定临界载荷的能量准则
.

但是
,

没有提出具 体 问 题 的

解
,

这是因为求解这组微分方程有一定的困难
.

用数学弹性力学的方法研究弹性体的稳定问题
,

与用材料力学
、

板壳理论的方法所得的

临界载荷算式作比较
,

具有重要的理论意义
.

A
.

扮
.

H 。。 二 H 。: 二 数‘2 ’用数学弹性力学的方法解决了一个具体问题
,

即两边简支的无

限宽平板
,

当两边均匀受压时
,

在平面应变条件下的弹性 稳 定 问 题
.

他自称
: “

从 H oB
。

-

二班 JI 。。 的方程的观点看来
,

我们在平衡方程中忽略了转动分量
,

同时在边界条件中保存了转

动的因素
”

.

R
.

中
.

B 。业双 e x o
Bc

K a , ‘3 141 采用 〔2〕中的处理方法
,

解决了简支的圆杆 在 两

端受均匀轴压时的稳定问题
,

和简支的圆柱壳在两端受均匀轴压时的轴对称失稳问题 他们

的结果都比用细杆理论和板壳理论所得的临界载荷大些
.

从理论上来说
,

这是不合理的
.

月
.

B
.

E p。。B 和 口
.

八
.

H B JI e 。〔7 ,
采用 〔1〕中的平衡方程和 [2 〕中的边界条件

,

解决

了无限宽板在两边均匀受压时的稳定问题
,

与 月
.

C
.

月 e业6 eH 3o 了 . ’的结果 作 了 比 较
,

当

扭兀 h
《0

.

3 时
,

它们 的结果是一致的
; 当

优打 h
很小时

,

与 E ul e r
公式是一致的

.

本文严格按照 [1 1 中的平衡方程和边界条件
,

采用胡海昌
‘“’的方法将未知函数 加 以 变

换
,

使方程组得到化简
,

对 【2、4〕中研究过的三个问题
,

重新作了计算
,

得到了比依 据 细

杆理论和板壳理论为小的临界力
,

改正了 〔2一4] 中不合理的结果
.

二
、

两端简支的圆柱壳在轴压作用下的稳定问题

珍珍夕夕夕
rrrrrrr

---一
,

一一一

一一
. . . , 吸卜卜卜

设圆柱壳的内径 为
r : ,

外 径 为 ‘
,

壳 厚

h二 r : 一 rl ,

壳长为 1
.

在均 匀 轴 压 P 的 作 用

下
,

求开始失稳时的临界压力
。

所取坐标如图 1
.

圆柱壳在失稳前的平衡

位置
,

应力为

= 一 P
,

二 。答= : 二 畔
二

= 0
(2

.

1)
a口

rl产1
�

位移为

vP
_ _ _ 。 。

_ 。

P
_ , 。 。 、

“ : = 谙
一了, “答= 0, “ : = 一云

一‘ ,

(2
·

2)

式中 E 和 v 分别为弹性模量和泊桑比
.

一

圆柱壳开始失稳
,

进入与失稳前的平衡位

置无限接近的平衡位置时
,

壳体的柱 面 已 变

形
,

而在内外侧面上依旧没有 外 力 作 用
.

设
u , , u 。, u 二

分别为壳体从失稳前的平衡位置到失
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稳后的平衡位置的附加位移
,

是小量
、 : , , 。。 , e , ,

,
, 。 ,

片
二 ,

入
二

和 a
, ,

a 。 ,
a

二 , 下 , 。 , : r 二 , 下 。二 分别为

相应的附加应变和应力分量
,

亦为小量
.

在直角坐标中
,

应用 【月 中的平衡方程 ( V
.

1 3)
,

即

a f
.

“
.

/ 1
,

,

衰牙 }‘ 十“

武
十火厄

一

场
一叭

日 }
. 。 .

2 1
.

十 一

万 护
二 ·

十 “二 T ; ,

认万肠 一 叭

a f
. ‘ .

/ 1
_ _

十 ~ 二一一 { T 二 , + 召二 t 几
,

十 l任一下二 ”

一。
二

。Z t 一
’ 一 ‘

一
‘ 居 ’

、2
· · !

一

其余二式可用循序轮换
二 , , , 二 得到

.

相应的边界条件 (侧面上没有外力作用) 为

·:
, +

(合
, 二 + 。

·

)
·:

·

}
。 : +

(告
一

, 二 + 。 ,

)
·
:
·

}

)
·
:
二

十

(
一

如
二· + 。 ,

)川
一 ”

(2
.

3 )

、.、

J
,

之Oy

o劣丫下

l
。

·

十￡二口 : 十

(朴
二 ,

一 )
·:

夕 +

(含
一

人
·

+ 。
,

一
,

+ 已二 ·:
, +

(合
,

一 )
a : +

(合
, 二 + 。 ,

e o s (n
,

尤)

e o s (n ,

Y )

、
·

十

幼 :
,

、

(合儿一
。

小
、

,

十

特人
·

十。 ·

)弓{一
‘一 Z , 一 。 ‘2

·

‘,

l‘!‘.
,、

lr
才、.‘

其余二式可用循序轮换
戈 , , , 二

得到
.

采用小挠度的位移应变关系
,

a趾 日v

刀书“ 一二厂 ,
, , 君 ,

二 一不厂一
内

,

几
口戈

一

O夕

护. , “

日脚

a 之

日份
.

atD
’万牙 十飞反

, 下 , , =

飞
斋

+

器丁
(2

.

5 )
刀一劣日一a

+
U一夕

八O一日

转动分量为

1 / 日叨 av \ 1 / 日u a功 \ 1 2 av 日u \

叭 “万k
一J歹一石万

一

)
’

% ~ 万又万事一
.

~

瓦矛尹
,

O,. = 万火硒了
.

一 万歹) (2
.

6 )

而 n
为变形前物体界面的法线方向

,

X
,

y
,

Z 为空间固定的直角坐标系
.

将 (2
.

1) 代入 (2
.

3 )
,

稍加简化
,

可得平衡方程
:

(2
.

7 )

、

!
,�....,了百口

日口 二

一下二- 闷

十
d X

a T 二 ,

a戈

ar 二 ,

日劣

aT 二 , aT ,

十—二一
口 2

十

会
十

十

瓮

口r , 二

a 2

一 ,

令
一 。

一 ,

令
一。

日口
二

_

口2创

十 一二了一 一 P
、

,

二丁万 =
O 了 O 名

-

其中
, 口 二 ,

。 , , a
, , : 二 , , , , 二 ,

几
二

为直角坐标系中
,

从失稳前的平衡位置到失稳后的平衡位置

的附加应力分量
, u , 。 , 山 为附加的位移分量

在两侧面上
,

即 , ~ r ,

及 r :

处
,

c o s ( n ,

X ) 今 0
, e o s ( n ,

Y ) 年 0
, e o s ( , ,

2 ) = 0 ( 2
.

5 )

将 (2
.

1) 和 (2
.

8) 代入 ( 2
.

4 )
,

可得内外侧面上的边界条件为
:

小
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~ 一

一
~

- 一一一-一- 一
一

‘

一 一

—
一

—
一

‘

一

口二
“ a ,

“ 丫 二 , 一 几
二

= 下 , 二“ 0

在 z ~ 。及 二 ~ I处
,

认为是简支条件
,

即

(2
.

9 )

e叨
U = V ~ 气刃一一 = U

O Z

(2
.

1 0 )

应力应变关系为
:

a 二
~ 还e + ZG 。二 ,

a ,

~ 几‘ + ZG e , ,
口

二

= 元e + ZG 。二

(2
.

1 1 )
, 二 ,

~ G 下
二 , , ,r 二二二 G儿

, , , , 二二 G 下
, , }

其中

E

= 厄瓦干不了

公E

= 了I下可扭二如了

叙
.

彻
_
上 一
旦竺

召 ’万牙 个万歹丁 曲

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

将 (2
.

5) 代入 (2
.

11 )
,

然后代入 (2
.

7)
,

可得用位移分量作为未知量的一组方程
.

(, + ‘)
斋

+ G v
:

卜 ,

器
一 。

(; + ‘)

斋
+ “俨一 p

分
一。

(, 十。)

贵
十Gv 物 一 p

令
一。

(2
.

1 4 )

、||t‘|l夕

其中
_

。

日,
.

日2 .

日名

V
’

‘万玉了十
~

瓦万个万7
(2

.

15 )

在 (2
.

14) 中
,

每一个方程都包含有未知函数
。 , 。 , 。,

难于求解
,

弓l用胡海昌
「“’的方法

,

引进位移函数 中。 , 中; ,

叭
,

使

己甲。
。一

会
(, 汁汽, 十

会
,

”
(2

.

1 6 )

、..几了.少

命帆
十叭 , 一

鲁
动一

备
(“

! , 1 + “2 , :
,

其中当

“: 一 1 一

会
,
“: 一 1 (2

.

1 7 )

就可将 (2
.

14) 这个微分方程组
,

化为巳分离变量的另三个方程
.

、!!t
夕

!
跪U

一一

、一
砂汽一
?、一
时

令
+

令
+

十

(
‘一

告)
一

鲁
一。

+

(
‘一

告)辛
一一。 (2

.

1 8 )

a
Z中:

一

,

,
~ 一二尸气r一

~

1~

口另
.

,

/
,

P 、
十火

上一飞万干万才
aZ中:

a 之 2

在采用 (2
.

1 6 )后
,

方程组 (2
.

1 4 ) 和 (2
.

1 5 )是完全等价的
,

根据 〔6〕
,

证明如下
:
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在方程组 (2
.

14 ) 中
,

不论
。 , 。 最后是什么样的函数

,

总可用另外两个函数 月和 梦表

示如下
:

a Z
F

“ =
一

百丽牙
a毋

十 一 戈
—O 甘

日Z
F

日彗a z

a岁

日戈
(2

.

1 9 )

这个表示法不是唯一的
,

因为与此对应的齐次方程

a ZF
。

.

日梦
。

二二, 又二一 ~

十
、

二 , 二二 U
,

口x 口 2
.

口夕

a Z

F
o

ag 日z

a 岁
。

一 一又, 二二 U
口X

(2
.

2 0 )

有不恒等于零的解存在
,

事实上
,

方程 (2
.

2 0) 的解为

aF
。

岁
。

十 忿一一万一d 之
“ f (戈 + i夕, : ) (2

.

2 1 )

其中
,

f= 斌二互
一 ,

而 f 为任意的解析函数
.

由此可知
,

若在 F 和岁 中加上由(2
.

2 1) 规定的

F
。

和 笋 。 ,

则并不影响
“和 v 的大 小

.

此外
,

很明显
,

在 F 加减一个不含
二 的函数

,

也不影

响 u 和 v 的大小
.

将
u 和 v 的表示式 (2

.

1 9) 代入 (2
.

1 4 ) 中的前二式
,

得到

〔又
十G) 「乙其

+

其、李擎
一

十李掣 1十‘俨 {李呀l +

擎、’

L \ d 劣
“ d 夕

“
/ 口戈口之 d x d z J \ d x 口之 d 夕 /

日2

一 夕不二 不
0 名 一

a Z
尸

a劣a 之

口岁 \
十 一弋二-一 !二 U

d g /

/了屯、、

(2
.

2 2 )

、1......L了.weeelee少

,

二 。
、

F / 日2
.

日2
\ a Z

尸
.

日2田 1
.

。 _
。

/ 日Z

F a 岁 \
t滩十 行 j! l

~

又下了 十 下 下犷 卜下二一 二二一 十一凡 一凡
~一

l十 行 V
‘

l
~

又丁又 一 一 , 不万
~

l
一

L \ a x 一 o 夕
一 / O夕a 之 o 夕0 之 J \ O 夕0 2 0 万 /

_

日2
/ 日忍F a岁 \

一 P - 二丁犷l - 三丁;了了 一 一; 二一 l= U
O 君 一 \ 口习口 ‘ 口汤 /

化简后得
, , .

_ 。
、

护 rf 护
,

护 、。
.

‘一 P 护F
.

之+ ‘
_

」
气几十 乙 LT 少

一下二 不一一 ! 屯~ 二二了 十 , 万丁万 lI’ 十下一;不丁弓 牛二顶
-

十
‘

下下万石不 脚 l
O X O Z L \ O 轰 一 0 召

一 / 人十 乙气了 0 刁一 几十 乙‘J J

.

o a 「/ a Z
.

a Z

\
, Tf

,

G 一 p aZ
梦 1

十 L J 一不不丫 -

l ‘卜不, 石
~ ,

目 一又二丁矿 J丫 , ~

—
矛气 一 卜萄兮万

‘

! ~ U

O y L \ O X
一 O y

一
/ 。 0 刁 一 J

(2
.

2 3 )

(几+ Z G )
日2

FZ 日2
.

日2

\。
,

G 一 p
一 : 犷, 二一一 . 厄一二尸飞

~ ‘卜
,

下二 , 了 I J
’

州一 ~ 了下一二7
‘

口y 口之 L \ 口劣
. 0 刀

一 / 式一 艺甘

护F
.

之+ G l
一 二一芍

,

十 一万一丁
~

升7 气 W I
口 之“

几十 乙LI J

。 a F了 口2
,

aZ

\
, r,

.

G 一 P 口2
岁 1

一 甘 - 二产一 l 吸一二甲了 十 节二甲下厂 J岁 十 一一丁石 一
.

下下万, 1一 U

口X L \ O劣
一 O 夕

一
/ 订 0 2 一 J

由此可见
,

呱器
+

斋)
梦 十

牛
之
器]+. “ + Z G ,

十

磊务
+

品
切

〕
一“

、
‘“ ,

z)

a F/ a 2
.

日
2

\ 。
‘

万万L、
~

瓦歹十百公了夕
厂

其中 g (劣 + ig
, 二) 亦为一个解析函数

.

如果选择 (2
.

2 1) 中的 f(工十勿
,

习
,

,

~
、

az 沪
,

二 ‘

气行 一 p 少石万了” g 气x + ’y
, 之少

(2
.

2 4)

使适合方程

(2
.

2 5)
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则在F 和梦 中加上由 (2
.

21 )式规定的F
。

和 岁
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后可使 (2
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.
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.
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由此可以 求解两端简支的圆柱壳在均匀轴压下一般失稳时的临界载荷
.

由于行列式 (2
.

5 6) 中每一个元素都是超越函数
,

在超越函数中包涵着待求的临界载荷 P

和失稳时轴向的半波数 m 与周向的波数
n ,

因此由 (2
.

56 ) 式求解两端简支的圆柱壳在均匀轴

压下一般失稳时最小的临界载荷
,

还相当困难
.

采用电子计算机
,

用数值计算的方法求解
,

是一种途径
.

现在研究文献 [2 、 4〕中研究过的几个问题
,

用解析法求出临界载荷的算式
.

三
、

两对边简支的无限宽平板均匀受压时的稳定问题

有一无限宽的平板
,

长 为 l
,

厚 为 h
,

在

两简支边上均匀受压
,

压力为 P
,

求 失稳时的

临界压力 P
。 , .

所取坐标如图 2
.

无限宽的平板可看作是

圆柱壳的半径趋于无限大时的特殊情况
.

由
_

_

L

一节确定的临界载荷的方程可得
:

在失稳前的平衡位置
,

应力为

a 竺= 一 P
, a 竺二 。 分=

T 里
,

二 T
;

:

= T 』
二

二 O (3
.

1)

位移为
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由 (2
.

7)
,

平衡方程为
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vP
u 一

= 丫万
~ x

’ 口o
二 0 , P

_

丈习 一 二二吕

一 一月
军r ~名
乙

(3
.

2 )

口J ,
.

a T 二

一; 了一 十 - 下
口劣 口Z

: _ _ 。

旦犯一

‘

口2 乙

日T 二 二

口口
B

十 ~ 二丁
,

一 P
U j右

a Z功

a 2 2 (3
.

3 )

由 (2
.

9)
,

在 戈
h

, ,

= 士甲万处乙 边界条件为

口二 ~ T 二 ,

= O

由 (2
.

1 0)
,

在 二 = O 及 二一 l处
,

简支条件为

(3
,

4 )

a tD
U = 一 : : - 一

~ U
口之

(3
.

5 )

位移应变关系
,

由 (2
.

5) 得
口u

e ‘

一豆犷
日功

_ _

a u
.

口出
“·

“
~

不
一 ,

儿
,

= 硒百十万矛 (3
.

6 )

应力应变关系
,

由 (2
.

n )得

a
二

= 兄e + ZG 。二 , 口
二

二 几e 十 ZG ‘
, T 二二

= ‘? 。 (3
‘

7 )

l
、

了‘..夕

其中
, e 一

斋
+

器
·

用位移分量表示 的平衡方程
,

(入+ G )
-

由 (2
.

1 4 )得

日口

a戈

口Zu

a戈2

口2“ 口Zu+ 婆澳
,

、一 p ‘
嘿

~

O 之 ~ 了 0 2 .

(3
.

8 )

了J.、、Z了l、、
GG++

(久+ G )一

引入两个位移函数 甲 ,

与 甲2 ,

a
“ =

一

丽

a 日

a之 奥
十

奥、
一 。

奥
一。

口X
. 口之 . / 一 口2 .

使得
, _

,

_ 、 _ 二 _ 。 / G 一 P
_ _ , _ _

\
、W , , W Z j ,

脚一 一万二飞一7
, 一甲飞十 甲 2 ,

U ‘ \ 、J /

(3
.

9)

于是 (3
.

8) 化为已分离变量的方程组
.

由 (2
.

1幻 可得
。2 卯 ; .

G 一 P 0 2 甲一 _ 。 。2少 : .

几+ Z G 一 P
不

瓜 一 勺~

万
气 - ~

又尸写一一 一 V , 一- 二一万
~

一 门尸
~

- 一万一 二- 二
~

牙子一

O X
一

廿 O 之 一 O X
一

几十 2 行

口2中:

日之2 (3
.

10 )

将 (3
.

9) 代入 (3
.

7 )
,

注意到 (3
.

1 0 )
,

得
- 一 。

户 了G 一 p 日2 中 :

。召
~ 一 ‘u 飞一一几声厂 一 一不一飞丫一 十

\ 切
.

口Z -

Z G 一 P

2 G

一
』)望

2
一

、
d 之

乙

/

~ _
。
。了 ZG 一 P 。昌卯; .

0 2切: 、
‘ 吕 ,

一
‘ U ‘

一
一一二二书下 ~ 一

代二, 二-
.

门 . 一下刃, 万 一 !
\ 艺灯 O X O 之 O X O 之 /

} (3
.

1 1 )

将 (3
.

1 1 )代入边界条件 (3
.

4 )得
。 ‘ ~

翌望
冬 」

护切: _ 。 _ 护卯 , ,

护切: _
。

。
一

。 _ 2 了
, .

歹二互一
-

一 v , 吕飞丁云 二介 了
一

百二蕊
-

一一 u
U ‘ 口子 一 O 满 O 君 0 汤 O 之

(3
.

1 2 )

其中

华
一

誓碧
一 ZG 一 P

2 G
(3

.

1 3 )

设

r , 、 .

兀之

甲‘
“ J ’、劣少 s ’n 一万

甲: “ f
Z

(劣 ) 5 sn

竿 (3
.

1 4)
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:1等(:3 1魂) 代入 (3
.

9 )
,

可以看到简支条件 (3
.

5 ) 已满足
.

将 (。
.

1 4 ) 代入 (3 一0 )
,

f
:

(% )二 A ,。 阴 , ’ + B
; e 一 明i , ,

f
:

(x ) ~ A
: e ” , ‘ + B

Ze 一 ”‘2‘

可解得

(3
.

1 5 )

其中

(3
.

1 6 )

J

鑫‘、飞./
r

呱 ‘ 刃一
Z

,

P 、贵
_ _ _

_

/
,

‘ l 一 下弓
,

l
,

汀‘,

~ 奄 1 一
\ 廿 / 一

\

P
义十 ZG

由 (3
.

1 2 )、 (3
.

le)
,

边界条件 (s
,

4 ) 成为

s e ” : “ZA
, + s e 一 “ lh ’ZB

, + e . , 人‘, A : + e 一 价, 为‘: B : 二 o

s e
一

i 几‘ : A
l + s e 附 i h ‘ZB

, + e 一 用 Z h ‘ZA : + e 功, 石‘ZB
: 二 o

a阴 le 们 t h ‘: A
I一 口叨 , e 一 旧 , ‘· ZB , + 州 : e 价 , 几‘ ZA

: 一 m : e 一 m Z内‘ : B
:
= o

夕沉 . e 一 们 i内‘ , A
; 一 g 阴 、e 沉 : h ‘ zB ; + m : 口一 门 Z h‘ ZA

: 一 m : e 而 Zh ‘ ZB
: = 0

(3
.

1 7 )

、...J
‘产

!

(3 1 7) 也可由 (2
.

5 4) 直接得到
,

只要将贝塞尔函数作渐近展开
,

约去公因子就行了
.

附加位移不等干零
,

即积分常数 A 、 ,

B
: ,

A
: ,

B
Z ,

具有非零解的条件为

占口 仍 i六, 2

s e 一 m 主h , 2

g 切 le ”‘z为’2

g 优 一e 一 加 i h ‘:

s e 一 n欲盆内 , 2

s e 用 i人一,

一 g 阴 , e
一‘

阴一h ‘2

一 g m le 门皿h z :

口m Z人, 2

e 一 , Z h , 2

m Z e 用 2丙, 2

m 忽e 一 m , h , 2

君一 功 , h l Z

e m Z h , 2

一 功含e 一 们Z b , .

一 m Ze 附 Z h , ,

(3
.

1 8 )

由此可求解临界载荷
.

由 (3
.

18 ) 化简可得

一一

, l.J、
.
.

..J
‘

内
.

入【(登
+ ‘

)
·

!(瓷
十 1

)

仇2 一 m -

2
h 一(瓮

一 ‘

)

(瓷
一 ‘

)

动
- ,

塑里土丛
2

: h
.

塑经塑
L

夕

h 十
沉 一+ fn :

2
(3

.

1 9 )

在平板 中
,

反对称失稳时
,

。(“
, : ) ~ “(一 二 , 活)

,

由 (3 9 )
,

(3
.

14 )
,

(3
.

1 5 ) 及 (3
.

2 0 ) 得

A
:
~ 一 B

, ,

于是 (3 1了) 成为

出(二
, 二)二 一二(一戈

, 二) (3
.

20 )

A
:
。 一B

Z

(3
,

2 1

、
A

,

(e ’ , “‘2 一 e 一 , , 几 ‘, ) + A
,

(e
, Z h ‘, 一 e 一” , h ‘, ) = 0

g , n 、A
、

(e O I”·, + 苦一
: ‘·,

) + m Z
A

:

(e
”2 “/ 2 + e 一2 ”·2

)二
(3

.

2 2 )

、..、
产

l
八U

产生反对称失稳的条件为 A
, ,

A
:

的系数的行列式等于零
,

化简后得

f三望
支 + 1

、
: h

一

竺二塑二卜 f
.

卫、
一

一 ;
、

: 、
一

丛梦场司\、 g m 、 一 / 2 \ g m 一 / 乙
(3

.

2 3 )

与 (3
.

19 ) 中第一个因子等于零的条件相同
.

在平板中
,

对称失稳时
,

“(二
, 二 ) ~ 一 “(一 工 , 二)

,

功(戈
, 二) 二 山(一 劣 , 二

) (3
.

2 4 )

用相同的方法可得

A
, 二 B

t ,

A : 二B :

s A
、

(e , , 石’ 2 + e 一 用一h / , ) + A : (e
m , 人” + e 一份 , ‘, , )= 0

夕沉 ,
A

、

(“
’“

‘ 2一 e 一 , , ‘
’

2 ) + 。: A ;
(
e , 2“
卜

e 一 , , “, ) = O }

(3
.

2 5 )

(3
.

2 6 )
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产生对称失稳的条件为

(
‘

三望鱼 + 1
、

: 、
-

丛二塑 ! * + f三塑这一 1 、
: 八

~

些土塑红 , = 。

、 g m
, 一 / 2 \ g m - 一

/ 艺
(3

.

2 7 )

与 (3
.

19 ) 中第二个因子等于零的条件相同
.

由此可见
,

(3
.

1 9) 式中包含了反对称失稳与对称失稳两种可能性
.

*
, 。 。 。 、

二 , 谓二 、。‘ ..~ * 二, 兀h 、 ,
.
二

, P 、 _ ,
.
r

。
、 ,

_

, 二、, 二 ,

己 、二
付

、。
·

‘。 , 甲台圳胶双欲纸
,

比 恳到 - 了一刀一vjl .J 、

皿
,

百 / , 一阴 .J 、

里
,

汗异们行到久州 孙

失稳时的临界载荷为

些
G

汀 2
h

2

3 1
2

’

之+ G

一及不艺口
汀2 h

2

l
2 (3

.

2 8 )
、、尹片/

十八一
,l

/‘.、、

其中

刀
1 ~

1 7 一 7 v

60 (1 一 v )
(3

.

2 9 )

当 v 二 0
.

3 时
,

刀
: = 0

.

3 5 5 (3
.

3 0 )

(3
.

28 )中
,

取一级近似
,

得

p 二
,

一吞一‘ 一

汀Z
h

,

3 1
2

之十 ‘

又+ ZG
(3

.

3 1 )

这就是 E ul e r
公式

.

将(3
.

2 7) 展成级数
,

化简后得
万 Z

h
念

3 12+,上

z

!
、

才性

P
。 r

G 一 ‘ I 二 2二,
h
‘

一

不
一

下

—
于‘‘

一

、 i 十
~
-二 下矛一

~

犷一 l

尺牛行 \ 3 护 了

(3
.

3 2 )

当
汀

‘
作

Z
竺

2
h

2

为
.

任何正值 时
,

由(3
.

32 )算得之临界应力都超过弹性极限
,

因此不可能产生弹性的

对称失稳
.

当采用 仁1〕中 (V 16) 式时
,

平衡方程为

d a
二

a 戈

口T 二二

P / a
z 诬

门一 一不厂~ 一 一

一

—
龟一二户~

口之 Z \ 口Z

a Z “ 一
浮擎

响

、一 。
,

卑些 十

粤
一。

口X 口之 / d X 口 Z
(3

.

3 3 )

采用边界条件 (v 2 3) 式时
,

所得之边界条件与 (3
.

4 )式相同

用相同的方法
,

可得在反对称失稳时的临界应力

P
。 r

飞万~

汀2
h

2

3 1
2

之+ ‘

几十 ZG

一

(
‘一刀; 一

汀2
h

2

I
2 (3

.

3 4 )

、、、..了产

十

其 r户

B: ~ 一又二卫竺一
6 0 (1 一 v )
飞\

‘

(3
.

3 5 )

当 , 二 0
.

3 时
,

口{二 0
.

1 5 2

并
一

引司样不可能产生弹性的对称失稳形式
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由于在弹性阶段产生反对称失稳时
,

汀 2
h

2

l
2 与 1 相比为很小 的 值

.

以 钢 为 例
,

若 口T

= 4 2 0 0 k g /
e m Z ,

百二 2
.

l x 1 0 6
k g /

e m
Z ,

p
c r

= 4 2 o o k g / e m
Z ,

此时

兀2
h

2

I
2 = 0

.

0 2 2
兀2

h
2

l吕
: 1 = 0

.

7 8拓 (3
.

3 6 )

_ _
_

_

/
_

汀叭
2 、

_ _

_
. _ _

_

所以火几止
一

分
一 , ‘)一般小于 ‘终

,

是一个很小的量
·

因此由 〔’」中 (v ‘”)和(v ‘”)所算得

的系数 刀
,

和 凡
,

如(3
.

2 9) 和(3
.

3 5) 中所表示的那样
,

差别虽然很大
,

但算得的临界应力都

很接近
,

而且都与 E ul e r
公式接近

,

都比用 E ul e r
公式算得的应力要小一些

.

这说明E ul e r

公式是相当精确的
,

用数学弹性力学的方法算得的临界应力
,

要比用板壳理论算得的结果小

_ 廿匕

四
、

两端简支的圆杆在均匀轴压作用下的稳定问题

有一两端简支的细长圆杆
,

长为 l
,

半径为 、
,

在两端受均匀轴压时
,

求失稳时的临 界

应力 Pc
, .

圆杆可以看作是圆柱壳的内径等于零的特殊情况
,

因此第 2 节中的公式可以应用
、

由于

在中心轴上即
: 一。处

,

位移
、

应力和应变都应为有限值
,

而 K
。

(0) = oo
,

(n = o , 1 ,

2..
·

)
,

因此 (2
.

4 9 ) 中之 B
。,

瓦
,

B
:

应等于零
.

在圆杆失稳时
,

由物理 现 象 可 知
n = 1

.

于 是 由

(2
.

56 )
,

求临界载荷的方程为

{F
; :

F
1 3

F : 。 }

F
。.

F
。;

F
3 s

F
o a

F
3 5

F
。。
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.

1 )

其中
,
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.

5 5 ) 可得
‘

1
.

⋯
I
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,
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飞
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F 。:
2 ‘ 一P

= ZG
-

F
s:

= I ;(。
: r Z

)
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,
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)
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F
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‘
,
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音
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1
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·
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1
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。 了 1
.

G 一 P
J

’

5 5 - 一 飞- 甲甲犷 卞 一下牙不一、 r Z 乙吧J

m Z 兀￡

l
2

I
,

(沈
l r 2

)十
- 1

r 2

I ; (m
, r Z

) )
、‘,f/

对 (4
.

1) 作如下运算

尸�
( F

: : 一 F
。:
)

G

G 一 P

l
2

m Z汀2 (F
, : 一 F

, :
)

r z
F s :

心F
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G

百二 p m Z兀 2

(二
、。一 二

。。

)
一

。
一

里
, l2

m Z汀 2

r : F
s ,
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r :F 3。

r 呈F os

1
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一

⋯
一

’

2

奈
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”

⋯
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1

1
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、

石
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)

1
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万
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I 盆(m : r Z
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)

「 /
. ,

‘ 一夕
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.

矛布一
L \ 艺t

了
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l
2 )

‘
:

‘切
1
一,
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)」

记行列式 ( 4
.

3) 为

}H
, ,

IH
, 1

{ H
、

H
l ,

H
: :

H
一s

H
Za

二 O

H
: Z

H
: ,

然后作如下运算

H
: ;

H
: ; 一 H

: l

从
: 一 卫
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: ! +

坑

氏
一
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_

!
万
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H
, : 一 H
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一
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,叽
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于由

H
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, LI Z( G 一 P )
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-

不二歹
一

H
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.

5 ) 化为
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H
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H
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)
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_

_
~
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}
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H
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“
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从

人

〕
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当 。为整数时
,

1
.

(‘) = 乙
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一卫
.

一汪丫
·“

k , (称 + 掩) 里\2 / ( 4
.

8 )

于是
,
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。 、
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一 占a 、

十
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-

一
一

—
I 一

—
l二 V

” L - - 一

r . \
一 ’

价 一r l / r 一 J
( 5

.

1 1 )

在化简过程中
,

注意到
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当 v 二 0
.

3 时
,

口3 二 0
.

2 6 1

仍 以 钢 为 例
,

若 。: 二 4 2 0 0 k g /
e m Z ,

(5
.

2 1 )得

m Z汀2
h

2

l
2

E 二 2
.

1 x lo 6
k g /

e m
Z ,

设 P
。 r
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e rn Z ,

由

二 0
,

1 0 9

刀
,
勿 2兀2

h
2

l
2

: 1 = 0
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2 8 5拓

(5
.

2 5 )

(5
.

2 6 )

因此
,

仁5 〕中所引用的公式是相当精确的
.

在 (5
.

1 6) 中
,

当 a , co
,

就化为两边简支的无限宽的平板在两边均匀受压时的稳定问题
.

、

、、.产/2一
P

。 r m 匕兀Z
h

G

一

等篇
(
‘一”

1

,
: 一 。

箭尚

l
2

(5
,

2 7 )

其中

与(3
.

2 9) 式相一致
.

厂戈
、

讨 论

( 1 ) 用数学弹性力学的方法
,

研究弹性体的稳定问题
,

如文献「1 〕中所提出的那样
,

不但在原则上是可行的
,

而且本文的工作有力地表明
,

在事实上亦是可行的
.

( 2 ) 用细杆理论和板壳理论所得的临界载荷公式
,

与本文 中用数学弹性力学所得的结

果相比
,

误差相当小(小于 1 万)
,

相当精确
.

( 3 ) 用数学弹性力学方法算得的临界载荷应该比用细杆理论和 板 壳 理 论算得的结果

小
,

这才合理 因为在细杆理论和板壳理论中
,

对应力状态或变形的分布 作 了一些 简 化假

定
,

这相当于将原来是各向同性的 (或正交各向异性的 )物体
,

假定为一个弹性常数增大了的

各向异性体
.

如以圆柱壳为例
,

采用直法线假定
,

相当于将 E
r ,

G 。
,

C
, 从有限值提高到无

限大
,

因此临界载荷就提高了
.

( 4 ) 我们认为
,

H 。二H a e 孔二达〔2 , 和 B o 姚且e x o B e ‘a a 〔“, ‘ ’

所得的临界载荷比用细杆理论

或板壳理论算得的结果还要大些
,

在理论上是不合理的
.

探讨其原因
,

注意到〔2 、 4〕中所用

的直角坐标(二 : , 夕: ,

几 )是对于已变形物体而言的
,

而【1 〕中所用的直角坐标 (x
, 夕 ,

z) 是对于

变形前的物体而言的
.

所以 [2 、 4」中的平衡方程和边界条件
,

会和〔1 〕中的平衡方程和边界

条件在形式上不同
.

由于 x ‘= x + 城x ,
夕

,

刁
, 夕, 二y 十 v( 二 , , ,

习
, 二 : = 二 + 功(二

, 夕 ,

z)
,

所以已
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变形物体上的直角座标中
,

包含了未知的位移试
, ,

刀
,

z)
,

v( 二 ,

夕
,

z)
, : 。(、

,

刀
,

的
,

这 使 边界

、 二 *
、白 、 *

.

。。 * ,
。 。 :

二 。 二 、 ‘ , d g l _ d , 、、
, 。 * 、 r

、
。、 * *

。。
、

、、 。 * ,
‘。

条件变得复杂和困难了
.

〔2 〕中采用简单的弓岂
主 、弓是

-

这种近似方法来克服这个困难
,

取得
~ ”

’
一~

’

一
~

.

”
’

- - - 一

”
’

一
’

一 ‘ 一

a 劣 l a 叉 一 ” 一
’
一

”
’

一
’ 一 ‘ ~

’ -

一
’ 一

”

了一定的成果
,

即算得的临界载荷与板壳理论的结果相接近
.

但这种做法却带来了这样的后

果
,

即用数学弹性力学的方法算得的临界载荷比用板壳理论算得的临界载荷还要大些的不合

现象
.

本文是研究生论文中的一篇
,

是1 9 6 2年初在导师胡海昌指导下完成的
.

本文与文献〔9 〕都

是采用位移函数求解具体问题的
.

我采用的是胡海昌在1 9 5 3年发表的位移函数
‘“, ,

〔9 〕中采

用的是 K H ek i和 M
.

H a b ar a在 1 9 6 5年发表的位移函数 (引文见 红9 」中第 四 篇 )
,

「9 」中算

得的临界载荷亦比经典理论值要小(只做了杆的问题 )
.

这再次说明H 二 二。
Hc

二 。盆 和 B 。让几e x 。

”c , “”的结果不够合理
.
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