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摘 要

本文把弹性力学静力问题的解定义在集合论基础上
,

并推广到乏晰边界条件情形
.

给 出最小

位能
、

余能原理在乏晰边界条件下新的推广
,

以及最小元位能解的存在和唯一性定理
,

从而 证 明

弹性力学静力问题的拟解是存在的
.

概 述

虽然乏晰集的理论在复杂系统的许多问题
,

如作出决策
,

模型识别
,

形式语言
,

信息恢

复自动机等问题的领域得到大量应用或引人注目
‘“’, 但在弹性力学领域似乎还没有引起很多

的注意
.

然而
,

在力学中研究对象某些方面具有乏晰性的情形是不少的
.

边界条件或初始条

件的乏晰性就是其中之一 如梁
,

板
,

壳等支座 的实际位移往往是乏晰的
.

又如杆件扭转问

题
,

端部的外力分布也是乏晰的等等
.

因此有必要对乏晰性的影响加以较系统的研究
.

边界条件乏晰性的研究也将有助于解决某些理论上的问题
.

例如弹性力学问题的解的存

在性问题
,

其证明在数学上会遇到极大的困难
〔“’,

甚至对给定的边界条件会没有解
.

若用相

近的边界条件取代
,

并赋予解或拟解的函数空间以某些性质
,

在这种框架下探讨解或拟解的

存在性会容易些
.

集合论是近代数学的基础之一
,

乏晰集合的基本概念是 C a
nt

o r
集合基本概念的推广

.

如果我们把弹性力学问题的解用函数空间的集合来描述
,

不仅会赋予描绘解的组成以清晰的

图像
,

方便地把弹性力学问题的解的定义推广到乏晰边界情形
;
而且为沟通近代数学和弹性

力学
,

把前者的成果引进弹性力学提供方便
.

本文的 夸2采用这种描述
.

在 圣3中推广到乏晰

边界情形
,

给出乏晰边界条件下的最小位能
、

余能原理
.

务4 给 出在边界上和给定的位移函

数距离为
: ,

的元的最小位能的解的存在和唯一性的证明
.

务5 把上述这种解的序列的极限看

作是弹性力学静力问题的拟解
.

(Q u “ s左 毛班时io 幻 就能证明拟解是存在的
、

木文是〔7 」的深入
.

为方便
,

在此也将重述一下【7 〕的结果
.
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二
、

弹性力学问题的解与最小位能
、

余能原理的描述

在弹性力学中
,

有用位移函数作为解答
,

也有用应力函数作为解答
.

为方便沟通起见
,

把二者统一起来
.

也就是 引入应力
、

位移关系
.

假定存在一拓扑映射中
,

使

巾 : U
.

ee
.

) Y (2
.

1)

也就是从位移函数 的度量空间 U 到应力函数的度量空间 Y 存 在一一对应的
、

连续的满映射

中
,

而且逆对应少
一 1 : 犷

一
U 也是连续的

.

并且假定U
,
Y 空间中的元

,

即位移函数
“(x )

,

应力函数 二i , (x) 在 定义域日 (弹性体内

及边界上) 内是连续的
,

具有k阶 (掩) 1) 可微的光滑性质
.

同时还假定所讨论的空间U 是列紧的
.

记号 1
.

记满足位移已知的边界条件的位移函数
u 的所有集合为

B
。

= B
。

(u ) =
.

{“}
u = 丝, s (s

。

} (2
.

2 )

式中位 移
“ ~ (u

: 。2 “。)
,

字母下一横线代表该量是给定的巳知量
.

: 。

代表位移已知的 i立界

面
.

其中等号的含义为
:

{。 二 丝
, s (s

。

}片{lim u
(
x )二丝(s ) } (2 ,. 3 )

之 ;
·

) 劣 ,
s 〔s 。

x 二 (二
: 二:

丸)为卡氏坐标
,

仰为弹性体内的点
, :
为边界面

.

以下讨论在边界上的等式含义

同 (2
.

3 ) 类似
.

由于存在 (2
.

1) 式
,

我们当然也可以得出满足位移已知的边界条件的应力函

数 。
, ,

的所有集合
.

为简便
,

以下讨论位移函数
u 的集合

,

或简称集合
.

记号2
.

记满足外力已知的边界条件的位移函数
。的所有集合为

B
。
= B

。

(
u) 二 {。 !少

, j(。)n j二尸
: , : (s。 } (2

.

4 )

式中应力。。j= 必
‘, (的 ; nj 为表面的外法线单位矢量

; 尸
,

为外力分量
; ‘

,

j一 1
,

2 , 3
.

5 。

为外

力已知的边界面
.

下面
,

我们讨论的弹性体的表面
:
是由

s 。

和 : 。

组成 的
.

记号3
.

记在弹性体内满足平衡微分方程
,

应力位移关系的位移函数
“的所有集合为

E = E (u ) = 币u 】中
。j (u )

, , + F
‘二 0

,
戈(戈

。 } (2
.

5 )

式中F
i

为体积力分量
; ( ),

,
一 a( )/ a x

,
.

记号 4
.

记弹性休静力问题的解的所有位移函数
“的集合为

S = B
。

门B
口

门E (2
.

6 )

这个弹性体静力问题的解也可以用和它等价的最小位能
,

最小余能原理川来表述
:

S 二 {“}m in V , u = 丝
, s (s

。

} (2
.

7 )

S 二 {川m in 牙
, 小

, ,

(u )n s一丑
‘, s(s

。 ; 少
.
5(
“)

, , + F一 。
,
二(x 。 } (2

.

8 )

式中V
,

牙分别代表体系的位能和余能
.

三
、

边界条件乏晰时弹性力学静力问题的解与最小位能
、

余能原理

现在
,

将上述情形推广到乏晰边界情形
.

在此用的乏晰性模型系B乏晰性
〔弓〕,

即在 U
,
y 空间中存在满足自返性和对称性的二元



乏晰边界条件的弹性体静力l’M题的解和最小位能
、

余静原即

关系

f
,

垒 {(。
,

厂) }d (
。 ,

厂)( e ( oo } (3
.

1 )

j
二
垒 {(a

, , ,
。 ‘j

‘

) }d (。
,

, n , ,
。

J , ’。s)‘ a < oo } (3
.

2 )

式中d为U
,

Y空间中在支柱 (S
u p p or t) 上的距离

.

定义 1
.

记在边界
s (s

。

上位移 。是乏晰的为
: 。 ~ 卫

, s (s
。 ,

这是指位移的一集合 {妙
,

其元经在边界
: 。

上和给定的迎有不大于
。的距离d

,

月
.

其上外力刀
.

由 g
, , 。 , (g

:
I为与 红对应的应

力 ) 自然确定
.

即
:

{ u 二红
, : (s

。

}骨
1im 红(x )(C (丝

, e ) ; lim g . j(x )n , = 刀
。

(
s )

’

x ‘ ) x ‘
S〔s

。

公 犷) x 、
s ( s 。 (3

.

3 )

式中 C住
, : )垒诬!d住

,

约(
: < oo }二丝。j

,

下文讨论中还需作如下说明
:

1
.

在边界
: 。

上特定的乏晰位移 纵
,

指的是位移的一集合扭
:

}
,

定的丝的距离等于气<
。,

且其上外力刀
.

由 么 , n ,
自然确定

.

即上述

(3
.

4) 式中的距离 d 恤
二 ,

约 二‘< 。
是特定的

.

2
.

满足特定乏晰位移边界条件的鱿的变分占愁
,

是指
:

占愁二厂一 愁
, 绝,

厂 (王如 }

并设 龟
。

是完备的
,

即

(3
.

4 )

其元蛛在边界
: 二

上和给

(3
.

3 )
,

(3
.

4 ) 式
,

只是

(3
.

5 )

}
T 。:

。

d : 一 。。 T 一”

J y

(3
.

6 )

定义 2
.

记在边界
: ( : 。

上应力 a . j是乏晰的为
: g 。j

位
, ,

}
,

其元 g
: ,

·

。, 在 : 口

上和给定的 。
,
i 。, 二尸

。

有不大于

巨p
:

n , = 尸
. ,

a 的距离
,

: ( : 。
.

这是指应力的一集合

且其上位移 鱿‘ 自然确定
,

谧g
: , 。, 二刀

‘, : (s
。

}特
110 9

, ,

(戈 )。, (D (尸
. , a ) ,

x 犷 ) x 咋
s ( 5 0

lim u ‘(
x v ) x

劣 )
S〔

“赵
.

(习
s o (3

.

7 )

式中 D (尸
, , a )垒 {g

, , }d (g
: , 。, ,

丑
‘

)( a ( oo }二尸
. o
f
a

.

(3
.

8 )

同样
,

在 : 口 上特定的乏晰应力 g ‘了; 变分 乙g
. j 的含义亦与上述的位移的情形类似

.

记号 5
.

记满足位移乏晰边界条件 (3
.

3) 式的位移函数
“的所有集合为

B , = B ,
(
。)= {“}。二经

, s(s
。

} (3
.

9 )

显然
,

B , = B
。

U B
, ‘

(3
.

, 0 )

式中 B , , = {红!o < d 伪
,

丝)(
‘; g

, , n , 二尸
: , ‘(, :

卜 (3
.

2 1 )

为除去明确边界条件的集合B
。

后的集合
.

记号 6
.

记满足外力乏晰边界条件 (3
.

7 )的应力函数 二
: j的所有集合为

B g 二 B g (a ) = 谧g
: ,

{g
: 少 n s二 刃

: , s(;
。

卜

同样
,

B g = B
。

U B
a l

式中 B g : = 潇9
. ,

} o < d (9
. , 。 , ,

尸
:

)《 a
, u ‘~ 愁. , s(s

。
}

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

为除去明确边界条件的集合 B
。

后的集合

因为 (2
.

1) 式
,

位移函数空间的点和应力函数空间的点可以互相变换
.

以下
,

用简略记

号B 、
,

B , 等来表示B ; (口)或B班
“)和 B , (u) 或 B ,

(“)
.

总之
,

是指同一函数空间的集合
.

篇
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幅所限
,

不考虑平衡微分方程是乏晰的情形
.

记号了
.

乏晰边界的弹性力学静力问题的解的所有 (位移函数或应力函数 ) 集合记为

刃二 B , 门B g 门E (3
.

巧 )

或 刃= (B
。

U B , ,

)门(B
。

U B g ; )门E

二 (B
。

自B
。

门E ) U (B
。

门B 叮、门E ) U (B
, : 门B

。

门E )U (B
, ,

门B o l门E )

二 S U S
g ,

U S
, ,

U S
, , l

(3
.

1 6 )

式中 S , : 一 B
·

门B 。 , n E I

S

一
””1 门”

。

门E {
S 订 , , “ B , ,

门B 绝 ,

门E
’

(3
.

1 7

下面
,

研究两种简单的情形
.

只有位移边界条件是乏晰的情形
.

此时 B 叮 , 二功 (空集 )
,

于是 S如二 S 郊
;
= 功

.

为了研究 S , , ,

我们来定义位移边界条件

是乏晰时系统的位能
,

并称为
‘,

乏晰位能
” ,

记 为 V
.

定义 3
.

当只是位移边界条件乏晰时
,

弹性系统的位能 厂是指一集合切 }
,

其元u为相应

于特定的位移 红
。

时的
,

由下式定义的
“

元位能
” ,

即

: 一

{
。 〔“(、

‘, )一 F
。。谊〕“F 一

}
: 。

尸
。、* d ·十

{
: 。

:
,

(、
‘一 ,

任

)d ·
(3

.

18 )

式中月是应变能密度
,

是弓
。, 的函数

.

1
男“ = 面 、红‘

, ‘十 赵j
, ‘

,

现在
,

把最小位能原理推广到位移乏晰的情形
.

为方便
,

称之为
“

最小元位能原理
”

.

最小元位能原理
.

在满足特定乏晰位移边界条件的位移函数中
,

使相应于特定的边界位移 的 元 位 能最小

者
,

就是乏晰位移边界条件的弹性力学静力问题的解中的一个
.

即

经
。

({“】m in 刀; 。二 赵
一 ,

: (s
。

}特垂
一

(S 。
,
= B , L

门B
。

门E (3
.

1 9 )

证 明
:

令好
。

作满足特定乏晰边界条件的微小变动
,

则变分如
。

弓1起 的元位能的变分 饱为川
:

j: 一
\[ 一 ;

: , , , 一 二
,

〕占,
, .

J。 + \ (。
, , 。 , 一尸

,

)电
: ‘
J :

J y J s u

+

}
、。 : g

: ,

一 :
连

:‘。
!

d ·
(A )

由 (A )
,

(3
.

3 )
.

(3
.

6 ) 式可见
:

{J配= O ; u 二红
。 , : (s

:

}特 {9
. , , , + F

.

= o
,

x (二
F ; 么

, n , 二尸
‘, s(s

。 ;

。= 红
。, s (s

。

圣钾鱼
,

(B , ;

门B
‘,

门E
一 ‘ -

.

同样用〔1 」的方法可证这个万的极值是最小值 (相应于特定的军
,

的{纷中的)
.

于是(3
,

1时

式证毕
.
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以上使用了类似于明确问题的最小位能原理的证明方法
’‘’于乏晰问题

,
‘

因为在此使用的

乏晰位移边界条件的位移
,

其元素纵是明确
、

特定的 (即每个 红
,

和丝 的距离已知定值 )
.

不同

于古典的明确的最小位能原理的是变分d纵在边界‘上将不是零
.

因此
,

元位能 (3
.

1 8) 式增

加末项
,

才能使 (A ) 式的末项为零
.

2
.

只有外力边界条件是乏晰的情形
.

此时
,

B , , 一 S 。
, 二 S ; , 1 ~ 功

.

同样
,

有

最小元余能原理

在弹性体内满足平衡微分方程
,

在边界
; 。上满足特定乏晰外力边界条件的应力函数中

,

使相应于特定的边界外力的元余能最小者
,

就是乏晰外力边界条件的弹性力学静力问题的解

中的一个
.

即
:

空
. ,

(谧g
‘,

}m in 瞥 ; g 。, , i + F
:

= 0
,
戈(x ;

·

; 9
.
2 。 , = 刀

。, ; (;
口

}

(3
.

2 0)

式中

确定
,

特女
i ,

(S 二
: = B

。

门B ; 1

门E

“

元余能
”
叨为相应于特定的g , j的由

叨 一
} 。(

; 。,

)、: 一 l
_

; , , n , ; .
d : + l (;

、, 一。。, )
n , u

:

‘:

j犷 J
。 “ J 3 口

G 为余能密度
,

是应力 g , ,

的函数
.

此原理 的证明亦类似上述
.

四
、

元位能最小解的存在和唯一性定理

上述最小元位能原理只论述了对应于元位能最小者和乏晰边界问题的一个解是等价的
,

并没有证明这些解是否存在
,

现在
,

来证明解的存在和唯一性的一个定理二

元位能最小解的存在和唯一性定理

设 : 1
.

位移函数的度量空间 U 二 (U
,
d )是列紧的度量空间

.

2
.

位移函数
。(劝

,

应力函数 。 , j二 价
. , (u( x) )在定义域 口 (弹性体内及边界上 ) 有连续

的偏导数且均有界
.

3
.

R
,

= {u
,

!d (u
。 , 丝)二 。。< 。, s(s

二

}
,

则 日 或
。

( R
。 ,

使

龙“
。

) = in f 黔(u小 且 遗
,

是唯一的
.

u 。

( R
。

(4
.

1)

证 明
:

1
.

R
,

一 R
。

n U c U
,

U 一R
,

是开集
,

因为U 一 R
。

的每一点都有一球形邻域c U 一 R
。

中
,

故R
,

是闭集
,

即R
,

一 左
, ,

因而是U 的列紧子集
仁” ,

P.
‘, ’,

R
,

= (R
. ,

d )作为度量空间是 U 的子空

间
.

R
,

是列紧子集今 R
”

作为子空间是列紧的
t 6 ,

P
· ’‘’

.

2
.

观察对应 绍 : R
,

一EI
.

若对任一
。 ,

(R
。 ,

有一
u :

(N (u
, ,

占) = 谧u ld (u
, u ;

)< 占}
,

则



愁(。
2

) 一卫(u ‘) =

云 矢 桂

}
;

卜(瑟)
, , 一 F

。

」
八一 “犷

+

}
: 。

[(瑟)一
尸
、

〕
△一 “·

(B )

式中 △A ~ A (
e ‘, (u

Z

))一 A (e
. s(u

:

))

△e ‘i 二 e ‘, (u
:

)一 e .
1(u :

)二 (△
u : , , 十 △u , , :

)/ 2

△u
。
二 u Z

一
u l‘

若 m a x }u
Z

(劣 )一 u ;

(劣 ) }~ d , 0 ,

x (口

则
概 (贵篆)一 抵(瓮卜

伪 , ,

成
”设

,

在 口 中 。“ , a
: , , ,

有 界
.

当

然
,

F
. ,

乙也有界
.

于是

m a x l刀(u
:

)一 犯(u
;

) }
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乏晰边界条件的弹性体静力问题的解和最小位能
、

余能原理
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