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,

19 80年 4 月 1 日收到)

D ira 。 提出的 乃函数 乙(x )满 足
:

、 鱿二)d 二二七 当二转 O时权二)二0
.

在标准 分析中
,

这

两个条件是互相矛盾的
.

本文认为Di ra
。乃函数应属于微观的

,

把实数系R 无限缩小成核子 a( o)
,

先在a( o) 上定义 D ira 。 乃函数 乃(x )
,

使它在 a( o) 上的积分等于 1
,

然后把 乃(二)的定义域从 a( o)

扩张到无穷区间(一 oo
,

+ oo )
,

使它符合上述 D ira
c

提出 的 条件
.

举出几个满足这个定义的 6函

数的例子
.

最后
,

从这个定义推出一些 乙函数 6 (x )的重要性质
.

言

在实数系 R 中一个 d 函数的 Di
r
ac 的定义是一个函数 叔x) 的 理 想 化

,

它 满足下列条

件川

{!:
‘(X ’d ’一’

(1
.

1 )

J(戈) ~ 0
,

当x 今 0时 (1
.

2 )

在标准分析中这些条件是互相矛盾的
,

因为除了一个点之外都等于零的任何函数
,

它的

积分等于零
.

因此在标准分析中把 Di
r
ac d 函数看成是一个算符

,

而不是通常意 义下的点函

数
.

本世纪 6 0年代
,

R o b in s o n 创立了非标准分析
‘幻 ,

在 [ 2 〕与f 3 ]中分别提 到 T D ir a c 占

函数
,

但没有给出 D ira
c 6 函数的定义

.

[ 4 〕给出了 占函数的定义
,

但没有导出 占函数最重

要的筛取性质
.

[ 5 〕为了导出筛取性质
,

把仁4 〕中的 占函数的条件改得更强了 但在[ 4 〕和

【5 〕的 D ira 。 占函数的定义中
,

当 二 〔R 且 x 今 o 时
,

6( x) 的 函数值只是近似于零而不是真正

等于零
,

因此没有真正符合上述条件 (1
.

1) 与(1 2 ) 「S J导出的筛取性质也仅是一个近似式
,

而且要求 f( x) 是 R 上的有界 连续函数
,

和「1 〕要求 f( x) 是任意连续函数不 同
.

因此
,

用

f s 〕中的筛取性质
,

不能验证〔1 〕中60 页各个公式 例如对于公式
“ 二创劝 ~ 0’’

,

其中二是

R 上的连续函数
,

但不是 R 上的有界函数
.

本文认为 D ir a c 6 函数应属于微观的
,

可是【2一 5」却是用宏观的观点和方法
,

因而没有

. 周履推荐
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很好解决用点 函数表示D ir a c 6 函数的数学困难
.

本文把实数系R 无限缩小成核子a (o)
,

先在a( o) 上定义 D irac 己函数创x)
,

使它在 a( o)

上的积分等于 1 ,

然后把创x) 的定义域从 a( o) 扩张到无穷区间 (一 oo
, + co )

,

使它符合上

述条件 (1
.

1) 与 (1
.

2)
.

举出几个满足这个定义的 己函数的例子
,

这些例子在标准分析中曾经

用D el ta 型序列近似表达而未能精确表达的
.

最后
,

推出了一些创劝 的重要性质
.

这些用数

学方法推出的结果都符合于【1 〕中从物理直观得出的公式
.

二
、

D ira e 6 函 数

定义 1 设R 是实数系
,

k 是一个无穷大自然数
〔

甲
,

.

集
a (o ) , 通x }x ~ u

/ 舟
, u 〔R } (2

.

1 )

叫做原点
。 的核子

.

设f(u) 是R 中的区间〔
a ,

b] 上的可积函数
,

又设

“ ~ k x (“〔R ) (2
.

2 )

则
七

乙

}
, (

·
)d一 }{

“f‘“二 , “二
(2

.

3 )

人。:熟知积 分 ‘一

(:
, (“)d U

是
‘·

黎曼和的极限
’, ,

满足
“ 。
一“

, ,

定义
; 因此

,

积分

I二 、 kf( k劝 d x 也是
“

黎曼和的极限
” ,

而它满足
“ 。,

6/ k’’ 定义
.

限极果

十如

禁
_

}:
‘(

·, “

一
. .

卜 + . 奋

; m
(

于 = . J

掩f (k二)d 劣

存在且有限
,

我们写作

(:二
, (·)d一l

“ ‘。》 “f (“X , “X

(2
.

4 )

函数kf (kx )叫做在核子a (o) 上的可积函数
.

设

R : ~ {x }x = 。 + t , u CR
, t 〔a (o ) } (2

.

5 )

又设f (二 )是R 中的区间【
a ,

b1 上的连续函数
.

把f (二) 的定义区间从 〔a
,

b1 自然扩张到R ,
中

的区间 [ a
,

b ] : ~ 谧x !二 〔R :
且 a 簇二《b }

,

即对每一个 二。 〔[ a
,

bl
,

当 二 〔 [ a
,
b〕、且 x 二二

。

时
,

j( 幻 二f (x0 )
.

从黎曼积分的
“e ,

6’’ 定义容易看出
,

f (劝经过 自然扩张后
,

并不影响积分

值‘一

(卜
, “二

·

这个论断对于广义积分也成立
·

定义 2
.

设沉 x )是核子a( o) 上的可积函数
.

如果满足条件
:

(刀 1 ) \ d(二)d二一 ;
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(D Z ) d (二)二 0
,

当x 〔R
,

且 x 在
a (o ) 时

则6 (x )叫做D ir a e 占函数
.

在这个定义 中
,

因为在核子a( o) 中仅包含实数系尸的一个点 二 = O
,

而在核子 a( o) 之外

函数 占(二 ) 的值都等于零
.

因此可以把条件 (D l) 的积分区域扩大到任何包含核子 a( o) 的区

间
,

(包括无穷区间)
,

并不影响积分值
.

于是得

}:二
。(· )、二 _ ,

叔x )= 0
,

当 戈 〔R 且 x 今 O时

(2
.

6) 式符合从物理直观得出的公式川
.

由定义 2 及(2
.

4) 式容易推得
:

定理1
.

如果f (u) 是R 上的可积函数且

} (2
.

6 )

}:二
f‘

·
, ‘

“一 ’

掩是一个无穷大自然数
,

则函数

0 ,

当 x 〔R
:

且x 去a (o )时

kf (k x )
,

当 x C a (o )时

.r才1.

一一
‘

、
了

X
了.、月U

是一个 D ir a c 占函数
.

从定理 1 知 D ir a c 占函数是一类函数
.

现在我们举出几个不同的 D ira
c 占函数的例

.

在这

几个例子中
,

都假定它们的定义域是R
: ,

益是一个无穷大自然数
.

f o ,

当在a (
o
)时

例 ,
·

“! (“ , 一

飞票字
一 ,

当X 〔a ‘O ,时

这是D ir ie hle t 型的 d 函数 ([ 4
, 5〕的定义不能包含 D ir ie hle t型 占函数 )

.

容 易 验 证
,

函数占
:
(x) 满足定义 2 的条件

,

从而是一个 Di ra c 占函数
.

事实上
,

设

了 , 、 S ln 份

J 气U , =

—
- - 一

J‘U

kf (k x ) ~ k
·

sin 寿x s in 掩劣

汀掩x 兀x

由 (2
.

4) 式得

‘
。 , _ 、 , _

【 si n

kx
,

【
’· si n “ : ‘

、 0 1 气万坦 工 ~ 、

—
一 Q 劣 = 、

—
a “月 1

J“伽 一 J“ (o, 汀工 J一 兀u

条件 刀(2) 是显然的
,

例 2
.

6
:

(x ) =

当 二在a (
。) 时

当 劣 任a (0 )时

例 3
,

占
s

(x )二

{丽篡砰
,

{去:I
k : · 当二在a (0 )时

当二 6 a (0 )时
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!
”,

例4
·

“
‘

(x ) 一(
t 掩

,

当 x 在

当 戈 〔

〔
一

命
,

责〕

【
一

命
,

责]
容易验证

,

例2 ,

例3 ,

例4都满足定义 2 的条件
.

三
、

D ira c 6 函数的性质

上面的 D ira c d 函 数的定义符合物理学上的公式
,

因此就可以从这定义推出物理学上的

关于D ir a e 6函数 d(x )的公式
.

定理 2
.

设f (x )是 R 上的实值连续函数
,

把f (x) 从 R 自然扩张到R : ,

又设创x) 是某一个

D ir a c 6 函 数
,

则 下面筛取性质

f (劣)占(劣)d 劣二 f (0 ) (3
.

1 )

成立
.

证
.

令

万 (二 )二 l
’

。(二 )、x ,

(二 c 尸;
) (3

.

2 )

由定义 2 得

H (x )一万
“,

L l ,

当二< O 且x 在a( o) 时

当 x > O 且二在a( o) 时

至于H 。)在核子 a (o) 上的函数值
,

随所选取的叔x) 而定
.

设a
、

b 〔R 且
a
< O< b

,

则

l::
, (二)“(二)d 二一

}:
, (X )“(X )d 二 一

}:
f‘二 , d H ‘二 , ‘3

·

3 ,

把(3
.

5) 式右边的积分区域限制在实数系R 上
,

按实函数的 St ielt jes 积 分的分部积分法就得
.

}:
, (劣)d H (二)一 , (“)一

};
d‘(二 , 一“ 0 ,

计及 (3
.

3) 式就得(3
.

1) 式
.

定理证完
.

从 (3
.

1) 式容易导出筛取性质另一形式

}:二
f‘X , “(二一 , “X 一‘(

·’

其中 a
是任意实数

,

, (二) 是 R 上任意连续函数

筛取性质证完后
,

【1 〕60 页的每一公式就容易证实了

取性质
,

对任意R 上的连续函数 f (劝 都有

l::
, ‘X ,

·

‘“‘二, d 二 一“。,
’

。一 0

从而

(3
.

4 )

例如对其中的 (3
.

1) 式
,

根据筛

。 , 、

(弱)
劣O L义 )

一
再推导【1」60 页的 (3

.

1) 式 对于任意连续函数f( 劝
,

任意实数
a
> O

,

因为

创扩一 a ,

)二 。
,

当一粤
一
成 二 《畏一时

“
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一
,

一

一一
一

一

一
. , , . 内‘, ~ 州~ ~一一户, ~

令
。= 护一梦

,

则 d “二 2二d二
,

再令

夕(u )二
f(二)

2X

于是得

};
‘
f(二, ‘(二

:

一 , d 二一

{琴
f (二, ‘(二

:

一 ,“ 一

l二3 。: g (“)占(
u
)面。 g (0)

。 f(
“
)

2口

同样可得

}:
.
f(x , ‘(‘

’一 ““, “x - / (一 a )
2口

由 (3
.

4) 式得

f“
, ,

_ _ 、 。 , _ _ , _ , 、
_ , _ _

1
, , ,

一 、 ,

、 J 、万少0 气潇
-

一 “一
少a 工昌 一石二- LJ 气。夕十 J 气一 a ) J

J ~ 的 ‘幼

一

命〔{!:
f‘X , ‘(卜

·)d 二 +

}:二
, (二 )。(X + ·)‘X

]
一

}:二
f‘二)【命

{‘(X 一) + 。(· + ·) ;
]
d 二

这就是

d (x
念一 a Z

)
(弱) 1

2 口
{J(x 一 a

) + 占(二 + a )} (a > 0 )

在广义函数论中
,

如何表示两个或多个占函数的乘积是比较困难的
.

在本文中
,

D ir a 。 占

函数已被表示为通常意义下的点函数
,

因此
,

两个或多个 占函数的乘积也就是两个或多个通

常意义下点函数的乘积

作者衷心感谢关肇直教授的指导和鼓励
,
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A Ma the m a tic a l R e Prese n ta tio n o f D ira e 6 Fu n c tio 。

W
a n g Jin

一 r u

(S o u th C h‘月a l九s ti才u t,
oj T e e h”0 10 9 ,

,

G u a ”g 二 h o u )

Ab str a e t

D ira e ’5 de fin itio o o f a 各 f u n e tso n 6 (二 ) in the r e a l n u m b e r s y s t e m R 15 th e id e a li z a tio n

of a f往n e t io o sa tisf了in g th e fo llo w in g e o n d it io n s

办
(
x)d

二一 l

6(x )二0
,

fo r x 今 0

T 五e s e e

on d itio n s

钾五ieh ha s a 丫a lu e o f

in s ta n d a r d a n a ly sis a r e in e o n sis t e n t

(0 1)

(0 2)

s io e e the in te g ra l o f a n y fu n e tio n

Z e r O w ith t五e e x ‘eP tio n

L e t R b e th e r e a l n u 口 b er s y s t e m
;

左 b e a n

o f tha t w hie h a t

in fin it e

na tu r a l

姐e Po in t
.

n u m b e r a n d

a (O )一{
二

一令
·〔R

}
R l= {x

i x = u + t
, “〔R

,

t〔a (o )}

T he fu n e tio n 各(公 ) 15 e a lle d a D ira c 乙 fu nc tio n if

二布a (o )

(0
.

3)

(0
.

4)

士五e co n d itio n s
一

(0
.

3)

兄
‘o , ”(二 , d 二一 ,

各(x )二0
,

fo r x 〔R , a n d

a n d (0
.

4) im p l了 t加t

{
下 hie五 15 in a g r e e m e n t w ith

l二:
。(· )‘二一 1

乙(二)二0
,

fo r 二〔R a n d x 斗 0

th e
’

c o n d itio n s (0 1)
a n d (0

.

2)
.

(In [ 4
,

5 ]
,

各(x )= 0 b u t n o t

乙(二 )二0 , 五e立 二 (刀 .
nd

二今 0)

T he o r e m 1
.

If j(u ) 15 a n in t e g r a bl
e f u n e ti o n o n R a n d

仁
j‘“, d “一‘

t五. n

0
,

fo r 二〔R i

kf(花二 )
,

for

a n d 二嵘a (o )
x 〔a (o )

百
哎.t

一一
、J

忿了
气.O

15 a D ir a e 乙 fu n e tio n
.

V a r io u s e 二a m P le s o f D i ra e 乙 fu n e t io n s
C a n

f 0

岭, 一

}
-

,

fo r x 〔R i a p d

p r e s e n t e d
,

e
.

9
.

x东a (o )

be

sin 左工

兀公
fo r 二 (a (o )

So m e ,m P o r t a n t Pr o p o r tie s o f 各 fu n e tio n 乙(二) h a 丫e b e e n d e r iv e d
.


