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摘 要

本文用两种方法来分析桩受垂直载荷作用问题一种是
:

将由 M in dl in 集中力组成的轴对称载荷

沿弹性半空间
z
轴的〔O

,

L 〕内分布
,

并迭加 B o us s ine sq 的解
;
另一种是

:

除上述诸虚载 荷外
,

还

将 Min dl in 的垂直集中力沿
:
轴的〔0

,

L〕内分布 前者使边界条件为
:

1
.

2
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的桩受垂直载荷问题归结为一个Fre d hol , 第一种积分方程
;
后者使边界条件 (其中 1

,

3 式同 ) ( 0
.

0

式中的 2 为
:

0(
二

《L
,

U (
e , 二

) =
a 一 e ,

( e ‘ a
)

;
砰 ( a

, :
) ~ 常数 ( 0

.

2 )

的桩受垂直载荷问题归结为两个联立的 F r “d hol m 第一种方程式
.

对刚性桩而言
,

前者适于容许桩和

其侧面附着的土有相对滑动情况
;
后者适于无相对滑动情形

.

这两种方法较现有的虚载荷分布于桩表面的诸法具有下列优点
:

1
.

所得的积分方程不是二维
、

奇异的 ; 而是一维
、

非奇异的
.

2
.

能考虑初应力的影响
.

第一种方法还无须预先假定沉陷函数附
:

在可压缩桩中容易考虑三维应力的影响的好处
.

本文还给出 Fre d hol m 第一种积分方程近似解误差估计的一个定理
,

以及两种方法用 D JS一21

机计算单桩沉陷的结果
.

记 号

x, 从
z
直角坐标

.

r ,

e
, 二

柱坐标
.

A
,

A , ,

K
‘i (‘

,

j= 一
,

2 ) 核算子
.

A 铸 A 的伴随算子
.

〔月〕
,

〔月月 以A i ,
和 A “ j为元的矩阵

.

〔K K 日 以K 凡Ll j (K
,

L ~ 1
.

2) 为元的 2 ”x ”矩阵
.

a 桩的半径 (桩表面的土变形后的位置到
“
轴的距离 ).

王B } 以 B j为元的列矩阵
.

c 轴对称载荷或 M in dl in 垂直力分布深度
.

。 桩表面的土变形前的位置与
z
轴距离

.

E 半空间介质的杨氏模量
.

F 无限维 H ilb er t 空间一给出矢量
.
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{F }
,

{F
,

}
,

笼U
‘
} 分别为以F J ,

F l ,和 U
, ,

为元的列矩阵
.

G : G l

半空间介质的剪切模量
:

常数
.

H H ilb e r t 空间
.

K 比例系数
.

L
,

△ L 尸 桩长
,

桩受载后的伸长
.

尸
.

Q 作用于桩顶上的铅直力
,

或 B o us s ine sq 集中力
.

R l ,

R :
距离

.

S 。
二X 井一 X

。
.

万朴 ,

X
.

精确解和近似解
.

U : ,

U :
径向和铅直位移

.

(或U
,

不 )
.

X
,

X
: ,

X
:

未知的虚载荷 (轴对称载荷或 M扭dl in 垂直力) 分布的集度
.

{X }
,

{X
‘

} 以X j和X
‘

伪元的列矩阵
.

拌 P o iss o n 比
.

凡
.

特征值
.

少 ,

特征函数
.

还= E / ((一+ “)(x 一 2 拼)) L a。色系数
.

甲 摩擦角
,

e , 二

方向的单位伸长
.

夕
r
。。

,

口
二

正应力柱坐标分量
.

f r 二

剪应力
·

下标
: c

代表可压缩桩的量
.

h 代表桩顶的
.

记号<.
, ·

> 内积

}!X l】
2
= (X

,

尤> ;

( )
r ‘

= d ( )/ O
r

.

概 述

圆柱嵌入半空间的三维问题是弹性理论中的一个重要问题
.

因为迄今桩和桩群 的 分析仍

是土木工程中的一个主要课题
.

许多研究者企图用弹性理论作桩受力分析的基础 (如 P
.

K
.

B a n e r je e “ ’,

R
.

B u tte r fie ld ‘
2 ’,

Po u lo s‘“ , ,

N
.

5
.

M a t te s 【‘,
.

M ti k i 和 S te r n be r g “ , ,

L u k和 K ee r 〔“,
等)

.

近十年来
,

积分方程方法经常用于 (表面 /体积) 比例低的问题 (如弹性

半空间问题等)
,

因为对这类问题积分方程的方法常较有限元法给出计算省时而且结果更精

确“ ’
.

但是
,

许多作者利用虚的基本载荷 (K el vi n 或 M in dl in 的集中力) 沿真实 的 边
.

界

面分布的办法推导出积分方程是奇异的
,

二维的积分方程组
.

自然
,

这种积分方程组的数值

计算是很费劲的
,

不过
,

对于许多问题可以不用将虚载荷放在真实的弹性体的边界上
,

例如作 者 曾 用 由
’

K el vi n
集中力组成的

“

集中力偶
”

沿弹性体外的
二轴分布来解迥转体的扭转间题

‘7 ’等
.

因为

这些虚的基本载荷并不分布于物体的表面或内部
,

故所得的积分方程是非奇异的
,

而且是一

维的
.

显然
,

这种沿轴分布基本载荷所得的积分方程较之沿物体边界面分布的要简单得多
,

至于单桩受垂直载荷作用这个基本问题
,

已有一些作者从不同角度分析载荷
—

沉陷关

系而给出近似的算法
「2 一 “’

.

他们的分析方法是类似的
,

即虚载荷沿桩表面分布 不过
,

这些

分析方法也并不尽完美
.

例如 B ut te r fi el d 和 B a n er jee ‘“’综合发展一个适于不可压缩和可压
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缩桩嵌入各向同性
、

线性齐次的弹性介质中的方法
.

他们考虑的问 题
,

其 边 界 条件是
:

: ‘ o
,
口

:

‘ 丫 r ,

= 0 ; o《之
( L

,

才(
a , 二) = f

:

(
二)

,

U (
a , 二) = f

Z

(二)

其中 f
,

(习 和了
2

(习 是给定的函数
; 对不可压缩桩而言

,

给 出 f
t

(习 = 常数
,

f
Z

(约 二 O; 对

可压缩桩则稍加修正
.

他们将沿纵向和径向的虚载荷 少
:

和 少
.

(M in dl in 的垂直和水平集中

力) 作用于桩的表面
,

获得两个二维的奇异积分方程
.

为了简化计算
,

他们放松了径向的相

容条件
.

R
.

B ut te tf ie ld 等人的这个方法用来描述桩的工作
,

至少有两点不足之处
:

1
.

没有考虑到桩还未受到载荷时
,

桩和土之间的初应力的影响
;

2
.

桩表面的沉陷函数需要预先给出
.

但实际上除非作些补充的假定 (例如桩表面和土

粘在一起
,

无相对滑动)
,

否则沉陷函数是未知的
.

不过
,

粘在一起的假定又和他们放松了

径向的相容条件相矛盾
.

再者
,

在某些情况下
,

土和桩表面各点都粘在一起是靠不住的
,

例

如对于某些点 ,rr
二

(
a ,

习 ) 口
尸

(
a ,

习 tg p
,

所以
,

我们最好不把桩表面的沉陷函数 f
,

(习 假定为

已知函数
.

鉴于上述
,

本文的第一种方法用 Min dl in 的水平集中力组成的轴对称载荷在
z 轴 〔O

,

L〕

内分布的方法
,

同时考虑载荷作用之前桩嵌入的初应力
.

这种方法
,

无需预先给定桩表面的

沉陷函数f
;

(的
.

对于不可压缩桩而言
,

将桩表面完全与土粘在一起的假定放松为只 在 某些

点相互粘结
,

例如桩顶的沉陷等于桩底班 (a
,

L ) 介质的沉陷
.

对可压缩桩 而言
,

采用了粘

结假定 (即Tr
:

(
a ,

习 ~ 。
r

(a ,

习 tg 甲)
,

这里面包含着桩表面沉陷函数fl’(z) 是 已知的意思
.

这

是因为只有采用了粘结假定
,

桩表面的沉陷才能已知
.

因此
,

我们所论述的问题
,

其边界条

件用 (0
.

D 式描述
.

用此法分析是非常简单的
.

对于不可压缩和可压缩的桩
,

二者 均可得

到一维的 F re d hol m 第一种积分方程
.

而在文 「2 」中
,

对不可压缩桩
,

得到的是 两个二维

的第一种奇异的积分方程
; 对于可压缩桩

,

只考虑桩的一维应力状态还得出复杂的偏微分方

程组
,

且需用繁覆的迭代算法来逼近
.

用类似的方法
,

对于预先给定沉陷函数f
、

(习
,

本文的第二种方法将边界条件为 (0
.

2 )的

受垂直载荷的单桩问题归结为两个联立的一维
、

非奇异的 F r e d hol m 第一种积分方程
.

误差估计是数值分析的一个重要课题
.

可是在三维弹性体的积分方程方法的论文中均未

见论述
.

本文在某些假设的基础上给出了 Fre dh ol m 第一种积分方程近似解误差 估 计的一

个定理
.

最后
,

文中给出单桩受垂直载荷 问题用 D JS一21 机计算的结果
.

本文适用的假定是
:
半空间为均匀各向 同性的线性弹性介质

;
桩为中 长 桩 (1 o‘L / D

( 1 0 0 ) ;
小位移 (即 e、a)

.

不过对于
e
份 , 清形

,

可用本文公式作N 次连续扩孔 (e
‘+ : 二 。. ,

e ‘
, 久

,

i二 l , 2
,

⋯ N ) 来逼近
.

二
、

积 分 方 程 的 推 导

嵌入半空间的圆柱在轴向载荷尸作用下的应力场可用此法描述
: 1 ) 载荷

间原点 (o
,

0
,

。)
,

2 )介质从圆柱占据的位置中被赶出
.

基于这个观点
,

分方程
.

P 作用在半空

我们来推 导积
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M in dl in 给出半无限体内受集中力作用这一问题的解
.

当平行于表面二轴的集中力作用

于 ( 0
,

0 , c ) 处时
,

任意点N (劣
,

, , 二 ) 的位移分量是
〔, , :

d U
。 = 谧〔(3 一 4拼)/ R

t + z / R
: + 劣2

/ R 予+ (3 一 4拼)二, / R 全+ Zc 二(i 一 3二 2
/R 孟) / R 全

+ ; (; 一 。)(, 一 : ; )(1 一二
:

/ (*
:

(*
: + 二 + 。)))z(*

: + 二 + 。)〕。。 s。一 二。5 in ol
·

[ 1 / R 荃+ (3 一 4拌)/ R 母一 6 e z / R 金一 4(1 一 拼)(1 一 2拼)/ (R
,

(R
, + : + c )

“)」} (
, , , 。 _ 。

, , , , 、 、 / (2
.

1 )
/ (1 6汀G (1 一 拼) ) l

、曰
‘
鑫 ,

d 砰
。
= ‘ [ (z 一 c )/ R 于+ (3 一 4召)(“ 一 c )/ R 盒一 6 C “(‘ + c ) / R 孟+ 4 (i 一“) )

·

(1 一 2拼)/ (R
:
(凡 + z + c ))〕/ (1 6二 G (i 一 “))

式中 R
:
= [劣 2 + vZ + (二一 c )

2

] ‘
, 2

R
Z 二〔x

Z + 夕2 + (z + c )
2

〕“
名

劣 = 犷 c o so 夕“ 一 r s in o

同样
,

我们可以得到等值反向的集中力作用于 (一 △气

位移
.

由这样一对力共同作用下
,

当△x 、 0时
,

任意点N (为

0 , c ) 处
,

点N (x
, 夕

, 二) 的

夕
, 二) 的位移为

:

d U
,
= a (d U

。

)/ ax ~ { [ 一 (3 一 4拌)/ R 爹一 1 / R 营+ (ZR : 一 3 x 么

)/ R 穿

+ (Z R 至一 3 x 么

)(3 一 4拜)/ R 量一 6 c 二
/ R 全一 6 c z (ZR 孟一 sx 么

) / R 夏+ 4 (i 一拼)
·
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Z 一 3 R 孟) 一 ZR : x Z

)/ (R 登(R
: + 二 + c )

“

)〕r e o s 2
0

+ r s in 2
6 ((R I一 3二 2 )/ R 罕+ (3 一 4拼)(R 孟一 3 x 2
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)/ R 委
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)一 2 x 2
R

2
)/ (R ‘(R
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3
)〕}
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d 牙
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= 口(d附

。

)/ ax = [ (
: 一 c
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)/ R 全

一 6 c 二(二 + c )(R 孟一 sx 么

)/ R 委+ 4 (1 一 拼)(1 一 2“) [ (R
: + 二 + c )(R ; 一 二2

)

一 x 名
R : 」/ (R 爹(R

: + 二 + c )
2

)〕
‘

/ (2 6二G (z 一 拼))

(2
.

2 )

当上述的一对力沿
之 ~ c

处的 x 夕平面内均匀地与
二 轴对称地分布时

,

任意点 N (戈
,

, ,

习

的位移可 由(2
.

2 )式积分得出
:

d U 一

l:
d U

l
d “一 X (·)·(2。/ R : + (4 一 6。)/ R : 一 3一 / ZR : + 。1

·

5一(3 一 4。)

一 12 c 二〕/ R 全+ 1 5c 二 r Z

/ R 雀+ 4 (1 一 拼)(i 一 2拼)((R
: + 二 + c )(0

.

5 r 2 一 ZR 委)

一 0
.

SR
: r Z

)/ (R 言(R
: + z + c )

“

) )/ (1 6 G (z 一 “))

d 砰 一

};
d班

! d “一 X (·)((

一
)(R : 一 l

·

5一 )/ R : + (3 一 ; 。)(

一
)(* ;

一 z
.

sr Z

)/ R 金一 6 e z (: + c
)(R ; 一 2

.

5 r 2

)/ R 工+ 4(1 一 拜)(l 一 2拜) [ (R
: + 二

+ e )(R 全一 0
.

sr z

)一 0
.

5R
: r Z

〕/ (R 登(R
: + 二 + c )

“

))/ (16 G (1 一料) )

式中X (c) 表示轴对称载荷在
之 = c

处分布的集度
.

(2
.

习

令带有集度函数X (c) 的轴对称载荷沿
: 轴的 (O

,

L ) 内分布
,

再加上作用于原点 ( O
,

o
,

。)垂直 x , 平面的集中力
「‘“’,

我们便得到任意点N (, ,

口
,

习的位移如下
:

。(⋯)一

(:
A (

一
, X ‘

。, d · + U
·

(一 ,
(2

.

4 )

才(
r , ‘)一 (

。
B (r , “ , “)X (

“
)“

c + 研
p (r

, ‘)

式中 A (
r , : , c ) = r {2“/ R 全+ (4 一 6拜)/咫 一 1

.

5r “/ R 贾+ 〔1
.

5 r 2

(3 一 4户) 一 1 2 e 二〕/ R 孟

+ 1 5 c二 r 名

/ R 飞+ 4 (l 一 娜)(i 一 2拼) 红(R
: + 二 + c )(0

.

5 r 2 一 ZR 至)

一 0
.

SR : , 2

」/ [R 梦(R
: + 二 + c )

3

〕} /(i 6 G (z 一“))

(2
.

5 )

(2
.

6 )
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B (r
, z , c )= 〔(二 一 c )(R I一 1

.

5r 2

)/ R 奋+ (3 一 4户)(二一 c
)(R 妻一 z

.

s r Z

)/ R 霆一 6 c 二(:

+ c )(R 孟一 2
.

5r 2

)/ R 委+ 4(1 一拼)(1 一 2拼)((R
: + 二 + c )(R 孟一 0

.

5 , “

)

一 0
.

5 R
2 r 2

)/ (R 量(R
Z + z + c

)
“

)] / (1 6 G (1 一 拼)) (2
.

7 )

U p (r
, 二) = P (1 一 2拼)(z + 拼)[ z (r

“ + 2 2

)
一“2 一 l+ r Zz (r

Z + 二 2

)
一 3 , ,

/ (1 一 2拼)〕/ (2 二E
r )

(2
.

8 )

才
尸(r , 二) = P〔(i + 拼)2 2

(r Z + : 2

)
一 a ‘2 + 2 (i 一拼2

)(
r Z + : 2

)
一 “2

〕/ (2二E ) (2
.

9 )

令(0
.

1) 成立
,

可得
:

}:
A ‘

一
, X ‘

·
, “一 “‘

之 ,

或 A X = F (2
.

1 0)

式中 F 二 F (二)=
a 一 e 一 U p (a

, 二 ) (2
.

1 1 )

至此
,

受垂直载荷的圆柱嵌入半空间的三维问题归结为 Fre dh ol m 第一 种 积 分 方 程

(2
.

1 0) 式
,

可用已知诸法求解
.

一旦解出(2
.

10 )
,

位移可由(2
.

4)
,

(2
.

5) 式算出
.

三
、

不 可 压 缩 桩 的 解

通常积分方程 (2
.

1 0) 式最简单的数值处理是用下列离散型式来代替

艺 刁 ‘, X , = F
. , , 二 z , 2 ,

⋯ n

萝. 1

(3
.

1 )

[过 ] {X } = {F } (3
.

2 )

式中〔A 〕=
n x n矩阵

,

A
. ,

礴X }
,

灌F 卜是 n列向量
,

夕△L

e, 一 l) 八L

才(e , 二 , ,

c) d c ,

△L ~ L /
”

(3
.

3 )

X , 一X (e
,

)
,

F
。
= F (z

‘

) = a 一 e 一 U
;

(e , 二 . )

(3
.

幻式的解

{X }= 〔A 〕
一 ’
{F 卜

一旦 {X 卜算出
,

则受轴向载荷尸时
,

不可压缩桩顶的位移

由(2
.

5 )式算得为
:

(3
.

4 )

(等于桩底部的位移 ) 很 容 易

附‘一L , 一

}:
B ‘一 L

, ·, X ‘· ,“· + 附
·(一 L , *

鑫
B

,

X j + 研
·
(一 L ,

(3
.

5)

或

式中

代 (3
.

4 )

砰(
a ,

L )= {B } r {X } + 不
。(a

,

L )

俨�得{B } = {B , }
,

B , =

式入 (3
.

匀 式
,

. 1 , △乙
B (

a , L , c ) d c ( 3
.

6 )

附 ( a
,

L ) = {B }, [姓〕
一 ’

{F } + 牙
。

( a
,

L )

注意上述位移包括由于桩嵌入的初沉陷的桩顶位移甲
。.

沉陷珍
, 。
为

:

牙‘ = 牙
。一才

。二砂 ( a ,

L ) 一砰
。

( a
,

L )

( 3
.

7 )

如果除去初沉陷班
。,

则桩的净

( 3
.

8 )
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式中
不

。

(一 L , 一

{:
B (一 L

, ·, X
。

‘· ,“一鑫
B (一乙

,

一 , X
。

(一 ,
(3

.

9 )

X
。

(c) 为相应于尸“ O 时积分方程 (2
.

10 ) 的解
.

四
、

可 压 缩 桩 的 解

本节所考虑的边界条件与上节不同的是假定桩的表面各点都被介质粘结
.

于是和 (2
.

1 0)

式稍有不 同
,

此时的积分方程是
:

r 去

U (e
, ‘)一 {

。
A (

“ , “ , “)X (“)“C + U
尸

(“
, z )一 a 〔‘+ (J一

“
·
a

一
“

·
“二 )/万

·

j一 e (‘
·

‘)

⋯
了了..l..les...z

其中 a

一
: p + 2二·

};⋯
(一)d 二〕/ (汀一)

: r :

(
a , 二

) ~ 。
r 。

(a
, z ) t g 切

口 fo

一
’
一

‘“十 2‘,

等}
r 一 。

+ “(
一

冬
+

臀)1
,
_ 。

票{
r . 。

一

}:
, ; (·

, · , 。)、(。)J 。 + 。 ;
,

。。
, 二 )

誉}
, 一 。

一

}:
。; (·

, · , 。)x (
。)d 。 + 、 ;

:

(。
, 二
)

(4
一

2 )

A 二(a , : , e ) = 口月(r , 二 , c )/ 口
r !

, 一 。

U 户
,

(a
, z ) ~ 日U

;

(r
, 二)/ 口

r }
, . 。

B 二(a
, 二 , c

) ~ 口B (r
, 二 , c )/ 口二 1

, 一。

班户
:

(a
, : ) = 口班

;

(r
, 二)/ 口z }

, 一 。

将 (4
.

2) 式代入 (4
.

1) 式得

}:
A

!

‘

一
, X ‘

· , “一“
!

‘·’

、、产产O
.

月任
了叮、

、.....、
矛.‘......,

或写成简明的形式
一

A
I

X = F
,

式中 A
;
(e

, z ,

c) ~ 笼月 一a( 1 一代)〔(兄十 ZG )A 李+ 之月 /a 十 兄B 二」/ E
:

(4
.

3 )

(4
.

4 )

一(2 ;
·

, g , / E
C

,

};
〔(“十 ZG )“ ; + *A /

· + *”; 〕d ·

F : (之)二 a 一 U
;

(e
, z ) 一 e + a (z 一 娜

。

)[ (久+ Z G )U 二
,

(
a , 二) + 义U

。

(a
, 二 )/ a

+ , 才,
二

(。
, 二
)〕/ E

。

+ (。
·

p / 汀
· + 2。

·

, g *

};
〔‘; + 2‘,U 升,(⋯

, + 、U
·(

一
)/ ·

+ 只附乡
,

(a , 二)〕d 二)/ E
。

可压缩桩所得的积分方程 (4
.

3)

桩一样 的方法求解

式仍是 Fre dhol m 第一种积分方程
,

可用同不可压缩 }

可用同上法处理
,

桩底的位移才
。

(a
,

L) 是
:

不
。

(
a ,

L ) ~ 谧B } , 〔A
:

]
一 ‘

{F
,

} + 不
。

(a ,

L )

其中 ,
、。,

一 俨
L

‘

,
,

(。
, 二 . , c

)、
e ,

二
, ,

一 二
,

(: ,

)

J 〔夕一 l》Q Z

(4
.

6 )

(4
.

7 )

桩顶位移牙
‘。 (包括初嵌入沉陷) 是

:
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附
。* = 研

c

(
a ,

L )一 △L ;

f L r
Z r L

式中 “L 尸

一
[p L /“

a , + (“‘g 甲/
a
) }

。

}
。a 一d “ d z 一 ““

·

}
。口二 d z 〕/ E

·

(4
.

8 )

(4
.

9 )

桩顶的净沉陷 (除去初嵌入沉陷) 为
:

附
。c 。~ 研

c 。一平
c 。。

「L
_ _

式中初沉陷研ch
。

一 l
。

B(
“ ,

岛
“

)X
‘

(c) “c, 兀(c) 表示尸一 ”时
,

积分方程(4
·

”) 的解
·

五
、

Fr ed h o
lm 第一种积分方程近似解的

误差估计的一个定理

本节我们研究一个给定的近似解 X
“

(c) 的误差估计问题
,

假定 A X
”

存在于定义域 现

在
,

我们要求求出
。,

使得l}X
关 一 X

“

“簇
。

.

定理

假设

1
.

2
.

积分方程A X ~ F 有唯一解X 份
.

存在一正整数m < co
,

使得
、少
r、.j、.1、.产弓.一0自nJ月,

.‘

:
自合比J�bl匕

了.、了.、‘、了、了气

K ~ m a x
K

:

) K
,

(了二 1 , 2 ,

⋯ m
.

j~ 优 + 1 , , 十 2 ,

一 )

式中 K
,

= 1IF 一 A X
, 十 ,

11/ }IF 一A X
‘

!}< 1

X
. 十 ;
二 X

.

+ G :月权F 一 A X
:

)

o< G
: = e o n s t < 2 /艺 ( i / 久{)

声一 l

i = 0
, 1 ,

2
,

⋯

则 l!X 俗 一 X
“

{{嘴G ,

}}A 斧
l卜}}F 一 F o

}1/ ( i 一尤) ( 5
.

5 )

证明

依假设
,

A X = F 有唯一解X 釜
.

此解 X . 可由序列 魂X
,

}牲
。

〔其中火
。

由 ( 5
.

3) 式从任一

X
。
〔H 迭代算出 ]逼近〔’‘, ‘名’

.

首先
,

我们证明K
‘
< 1 , (i ~ 1 , 2

,

: )

今S
。

二 X 朴一 X
。,

由 (5
.

3) 式得

A S
。

~ A S
, 一 : 一 G

,
月月朴A S

, _ ,

}}A S
,

}1
2
= }}A S

, 一 :

}1
: 一 ZG , }}A 带A S

。一 :

1}
2 + G ; 2 !IA A 补A S

, 一 :

!!
2
~ l}A S

。 一 :

}!
2 一 Q ( 5

.

6 )

式中 Q ~ ZG
:

,{A 朴A S 卜 1

}1
2 一 G 产}}月A 书A S卜

:

l护 ( 5
.

7 )

由H ilb e r t公式和 S e h w a r z
不等式

,

我们得

n月A 井A s 一 ‘11忿。 <月补刁A 份 A又
一 : ,

A 铃A S
。 一 : > ~ 乙 } <刀

釜刀S 一 : ,

少小 !
之
/对

子一 l

《E t}刀 井A S
, 一 ;

}l
忍

·

}}少
,

!!
’

/ 之户
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故
Q > G

!

,,A
·“S一 ,,

2

(
2 一 G

l

县
: / “,) (5

.

8 )

将 (5
.

4 ) 式代入 (5
.

8 ) 式
,

得 Q> 0

因此 }}刃S
, 一 ;

}}
“ = }}A (X 劳 一 X

, 一 ;

)1{
2
一 }}F 一 A X

, 一 :

}}
“

> }}月 S
,

}}
2 = 11F 一 A X

,

1}
2

即 K
‘
~ !!F 一 A X

。十 ;

}}/ {IF 一A X
:

{}< 1 (i = o , 1 , 2
,

⋯)

然后
,

我们再来证完此定理
,

X
, 十 , 一 X

。

~ G
;
A

关

(F 一A X
,

)

X
。

一 X
, _ , = G

;
A 关 (F 一 A X

, 一 1

)
,

⋯ ⋯

X
, , : 一 X

。 ~ E G
,
A气F 一A X

,
)

少. 0

}}X
, 十 , 一 X

。

{}( G
,

}}A
矢 {卜[ l}F 一 A X

。

}{+ K
。

{{F 一 A X
。

}!+ K
。

K
:

{}F 一 A X 。
l}

+ ⋯ + K
o

K
,
⋯K

,

1}尸 一 A X
。

!}」

从 (5
.

1 ) 式
,

得

!}X
, + : 一X

。

1}( G
、

l}刀
苦
}卜}IF 一 刀X

。

1}(z + K + K
Z +

,

二 + K
”

)

L im }}X
。十 ; 一 X

。

}1一 }}X
关 一 X

。

}}簇 G
:

}}A
劳

{卜!!F 一 A X
。

}}/ (1 一 K )
”一争 (》O

令 X
。
= X

。,

月X产 月X
“
二 F

。,

即得
:

}IX
补 一 X

O

ll( G :
!}月

劳
卜1}F 一F

。

}}/ (l 一 K ) (证完)

如所周知
,

从近似解的有限信息来判断精确解和离散化求出的近似解之间的误差常常是

很难的
,

一定要附加某些假设
.

本定理的假设 (5 1) 式就是利用 有 限步收缩比率的信息来

估计无限步迭代计算收缩的情形
,

这一假设随着。取充分大时
,

定理的误差估计就 愈可靠
.

从近似解X
“

所得的位移附的近似值
,

其误差估计是
:

11研
苦 一砰 }l簇G

;

}}B }卜}}A
关
{{

·

{{F 一 F
。

{l/ (i 一K ) (5
.

9 )

六
、

边界条件为 (0
.

2) 式示的桩的积分方程分析法 (第二法)

当我们遇到不可压缩桩的表面完全与介质粘结
,

无相对滑动情形
,

即边界条件为 (0
‘

2 )

式
,

我们需要在
二
轴的 [ 0

.

L 〕内
,

除上述方法所加的虚载荷外
,

加上集度为未知函数 X
Z

(c )

的M in dl in 垂直集中力
,

才能满足 (0
.

2) 式的两个给定的边界条件
.

在这些虚 载荷作用下
,

半空间任一点N (r
,

劝 的位移分量为
:

L L

U
l

(·
, ·) 一

I
K

! 1

(·
, · , ·)X

l

(·) d · +

}
K ! : (

一
)X

:

(·)d · + U ·(一) (。
.

, )

O 0

L L

U
:

(r
, · )一

}
K

2 1

(

一
)X

l

(·)d · +

}
K

Z:
(

一
)X

:

(
·)d · + 附

·(一)

0 0

(6
.

2 )

式中核算子K
: : ,

K
: :
分别与 (2 6 )

,

(2
.

7 ) 式同
; U ; 和不

; 与 (2
.

8 )
,

(2
.

9 ) 式 l司;
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l
、了

!
K

; :

(r
, z , c ) = , 〔(二 一 c )/ R

; ”+ (3 一 4“)(二 一 c )/ R
: s 一 4 (r 一 “)(1 一 2召)/ (R

,

·

(R
: + : + c )) + 6 c 二 (z + c )/ R

, “

] / (] 6二 G (z一 拼))

K : : (r , 二 , c ) ~ [ (3 一 4召)/ R
; + (s (1一 拼)

“ 一 (3 一 4群))/ R
: + (z 一 c )

2

/ R
: “

+ ((3 一 4召)(二 + c )
2 一 Zc 二 )/ R

: 8 + 6 c z (z + c )
“

/ R
: 6

〕/ (1 6二G (1 ‘ 召))

令满足边界条件 (0
.

2)
,

得

K
; : X

: + K
: : X

Z + U ; (a , 二) ~ a 一 e ~ U
l

K
: ;

X
: + K

: :

X
: + 牙

尸(a
, 二) = 研

* 二 U
:

式中牙
R
为常数

,

等于桩的沉陷值
.

由平衡方程
,

决定作用于桩顶的载荷O与 B ou
s s in e s q 的虚力尸

,

以及X
:

(c)

间的关系
,

即:

L L o

(6
.

3 )

(6
,

4 )

(6
.

5 )

和X
Z

(c )之

Q 一 p +

}
X

:

(
·

, d

一
2二

[a}一
‘一 , d

· +

l一
(一 L ) d ·

〕 (6
.

6 )

式中
:

、I||eewesese||wewe|sewel
,

, ,

(a , 二 )二。
r

(a
, z
)t夕切

。
r

(
a , 二 )二 {(之+ ZG )口U

;

/ a
r + 几(aU

Z
/ a

二 + U
:

/
r
)}

, 。。

。
:

(r ,

L )二 {(几+ ZG )口U
Z

/ 日
二 + 义(日U

;

/ a
r + U

l

/ r ) }
二一 L

争}
, . 。

一

{{
、

旦丛争丝
X

!

‘·, “
· +

十四佘过}
r

-o

.

些立黔全丝 X : (c )“
c

口了

黔 }
, . 。

夸}
: . :

口U : (a
, 二)

a2
~ O (即 , = a 的桩表面沉陷同)

(6
.

7 )

一 l困鱼丝立丛业 x
,

(c )d 。 +
l鱼K

丝

立兰通尤
,

(。)d c

】 口r
-

一 ) 口r

,

日U 尸(r
,

L )
宁

—
口r

口U
:

I f‘日兀
2 :

(r
, 之 , c ) v , _ 、 J _ .

t竺岑鱼 I = 之、竺二生红 立竺二竺生上匕乙X
.

(c、d c + 、
山 I

: ·‘ 日 az 一
’、 一 ’

一
’

】
O O

些
丝

釜燮IX
Z

‘
“ , ‘“

L.召

飞I
J.

口平
,
(
r , 二

)
, ,

一
一 , 二~

一
口之

将 (6
.

7) 代入 (6
.

6)
.

再将尸的项集中
,

得出尸与 X l ,

X
:

的关系式
,

再代入 (6
.

4 )
.

(6
.

5) 式
,

便得到不含尸的两个联立的积分方程
:

K
, :

X
, + K 招 X : ~ F

K
: :

X
: + K : :

X
Z = F

(6
.

8 )

(6
.

9 )

这两个联立的F r e d h ol m 第一种积分方程的迭代解法可以参照〔8 」
, 其数值解仍同上述

,

即用离散的型式来代替
,

即



310 云 天 锉

(6 1 0 )

式中
:

{X 卜= 仁K 〕
一 ’

{F }

「K 」为以K K : . ,

为元素的 Z x n x n 矩阵 ;

X
.

1

{X } ~ {
, , 一

}
人 2 1

, F
: )

坦卜左万
:

全
,

{X
,

}和 通F
:

}均为
n 维列矢量

,

分别以 X
, ,

和F
‘,
为元素

,

(6
.

1 1 )

、、.口....L!lrweeees/

K 代乙。, “ K K :
(
e , 二 ‘ ,

c) d c ,

(K
,

L = 1 , 2 ; ‘,

j ~ 1 , 2 ,

⋯
,

的
(户一 1少△L

X
‘,
= X

.

(c
,

)
, i= i , 2 ; j = 1

,

2
,

⋯ ”

F
. , = F

:

(z
,

)
,

i = i
,

2 ; j~ i
,

2 ,

⋯ 。

而积分方程 (6
:

8)
、

(6
.

9) 中的核和 函数为
:

K
; :

(r
, 二 , c ) = K

l : + T
; 。

/
s

K
: : (r , 二 , c

) = K
; 2 + T

: u
/
:

K
Z ,

(r
, 二 , c ) = K

: : + T
, 却 /

s

K
a: (r , 二 , c )二 K

: : + T
: 功 /

;

F
:

(z ) = a 一 e + 。 T s
/
s

F
:

(二 ) = 牙
* + 。 T

,

/ s

△乙/ ~ L /
n

(6
.

12 )

式中
:
K

: : ,

K
: : ,

K
: : ,

K
: :
见 (6 4 )

,

(6
.

5 ) 式
.

:
:

一
2二

{
。 tg ,

.

(, + 2。)l旦丝
卫
冬

兰
立吐

t 」 口r

d 二 + (只+ ZG )

0

J
.

{
r
鱼叭这红些立吐 { 、; +

J 口2 1
: 一L

0

乙

鱼K丛犷丛三达d
, + ,

口r
K

; :

(, ,

L
,

c) d

r... .,�o

T :

一
2 !

{
· t‘*

·

‘, + ZG , 旦笙丝立些返丝
a r

d : + (之+ ZG )

口尤
: :
( r , 二 , c )
口2

d r 十 几
aK : :

(
r , L , c ) J _ .

—
“ , , 尸 几

口 r
K

; :
( r

,

L , c ) d r
r

�护、吸、、JO

r

。r性、吸. ,即

O

1 飞
,

. 一: 丁一, 2
艺汀 J

T : = 2二 t g 甲
·

元L ( a 一 e
)

山几
.

;
..
.引月一一Z

口一口
r

ort、吸、JOL
, . ,

_ 。
、

【口 u } , .
_ _ ,

二
_
。

、

~ 土 十 乙兀。 t g 甲
.

L人十 乙廿夕 、
~

二泛宁 1 a z 十 乙兀 L凡一 艺Lz 少
J 口F 芍r 一 。

.

‘ 舀

十 2二 ; f(
,

嘿 ! 、; 十
(
。 ( , , L ) d自

\ J 口r } z 一 乙 J—
I

幻 0

。 ~ 。 ( ; ,

z) 二 U
、

( ; ,

习 / P

I
·

f
‘

一沙 (
r , z ) 一 汗

‘ 。

( r
, z ) / P

U p见 ( 2 8 ) 式

砰
;
见 ( 2

.

9 ) 式
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核K K : 和函数F
:

均为已知 (给定平
R , a ,

e)
,

就能求出 (6
.

10 ) 的解
.

一旦 求 得 解 X I,

X : 后
,

由 (6
.

6) 式
,

可求出对应沉陷值附
R 时作用于桩顶的载荷Q

,

以及桩底的反力尸
。

.

口

尸

一
2二

l
r 口

·

(一L , d
·

O

(6
.

1 4)

七
、

数 值 算 例

用D JS一 21 计算机计算了单根不可压缩桩和可压缩桩的数值算例
.

对于边界条件为(0
.

1)

式的问题
,

用第一种方法
; 对于边界条件为 (0

.

2) 式的问题
,

用第二种 方 法 (只算不可压

缩桩 )
.

桩都分成十等分
,

积分运算用梯形公式
,

亦有用 R o m b e r g 公式进行近似计算
.

两种

方法的部份计算结果用下图表示
,

第一种方法的结果示于图 1 至图 3
.

图 1 表示不同的初应力 (即不同的 e/
a
值) 对不可

压缩桩顶净沉陷的影响
.

由图表明
:

不 同的初应力仅对短桩 (L / D < 1 0) 的净沉陷影响较大
;

净沉陷沿L / D 变化规律与 P o u lo s 〔“’
等人算的沉陷沿 L /刀 变化规律相似

,

但净沉陷的数值较

P o ul o s的沉陷数值小
.

所谓净沉陷牙
: *就是沉陷值附

。

不计初沉陷不
。

.

初沉陷值为桩 嵌 入而载荷未加上时的沉

陷
,

系由初应力导至的
; 若无初应力 (即 e ~ a)

,

则初沉陷不
。二 O

,

此 时 净沉陷就是通常

的沉陷值
.

净沉陷的计算在工程上是感兴趣的
.

图 2 表示不同的L /刀在e/
a 定值时

,

弹性模量E
。

对初沉陷研
。

的影响
.

通常E
。

增加
,

牙
。

也

增
.

但L / D 较大时其影响不大
.

图 3 表示若 载荷尸不大
,

沉陷研
c 。
会是负值

,

图 4 为用第二种方法计算桩一土之间无相对滑动时
,

不 同的L / D 产生相同的沉陷值时所

需的作用于桩顶的力0
.

不 同的初应力 (即e/ a) 亦有类似曲线
.

最后
,

我们还指出一些计算结果
: 用第一种方法计算可压缩桩

,

采用较精确的三维应力

状态 印
。

~ 0
.

3) 与一维应力状态 伊
‘

~ O ) 所得的结果 (沉陷或净沉陷) 差别是很小的 (当

L / D 一 10 、 1 0 0时
,

约为0
.

5、 1
.

8 终 ) ; 用第二种方法求得的桩底的反力尸
。与载荷 Q 之比值

很小 (当L / D 一 10 时
,

不到 1 拓 ; L / D 愈大时此值愈小
; 初应力愈大 (e/

a 越少 ) 时
,

此值

愈小)
.

可以认为中长桩 (L / D ) 1 0) 的载荷差不多全靠桩侧面的剪应力承担
,

初应力越大

越是如此
.

限于篇幅不详述
.

八
、

结 论

1 ) 对于边界条件为 (0
.

D 式的不可压缩或可压缩桩受垂直载荷 问 题
,

本文的第一种

方法用轴对称载荷沿
z 轴分布并和 B o us s in e sq 的解迭加就能使问题归结为一个一维的非奇异

的F r e dh ol m 型第一种积分 方程
; 对于边界条件为 (0

.

2) 式的不可压缩桩受垂直载荷问题
,

本文的第二种方法用上述第一法的载荷再加上 Min dl in 的垂直力沿二轴分布就能使问题归结为

两个一维的
,

联立非奇异F r
ed hol m 第一种积分方程式

.

这些方法较虚载荷分布于边界面的诸

法均为简便
,

因为后者所得到的是奇异的多维的第一种积分方程组

2 ) F r
ed h ol m 第一种积分方程近似解的误差估计定理是

:
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e
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a 二 0

.
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e / a = 0
.

9 9 }净沉陷曲线
3

.

P o u lo s 〔。’用 的沉陷曲线 W
o h o

(10
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0
.
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+

图 2 可压缩桩初沉陷曲线

Q (10 , K N )

G 二 2 7 6 0 0K N / m
里 它二 80 0 0 0K N / m

,

L / D = Io e / a = o
.

9 9 a 二 0
.

xm

、 拼二 0
.

4 5 拜。二 0
.

3 必二 0
.

8

W 二0
.

0 0 1.

e
/
a 二 0

.
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图 3 沉陷的负值情形 图 4 桩一土无相对滑动时的沉陷一载荷曲线

}}X
长 一 X
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}l簇G
,

}}A
关
}}

·

}}F 一 F
“

竹/ (i 一 K )

由近似解X “
所得的位移的误差估计是

:

}{班
苦 一才 }}簇G :

}{B }卜}}A
朴
}卜}}F 一 F

。

}}/ (i 一 K )

3 ) 用本文方法分析桩
,

较之由 B ut t e rf ie ld
.

R
.

( 1 ) 积分方程是一维
、

非奇异的
,

计算简便
.

等人所发展的方法有如下优点
:

( 2 ) 能考虑初应力的影响
.

( 3 ) 本文的第一法可以不必预先假定沉陷函数
; 对压缩桩考虑三维应力状态且其计算

简单
,

即仍归结为一个一维非奇异F r e d h ol m 第一种积分方程
,

4 ) 此法可用于桩群或半空间的应力分析
.
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