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摘 要

O rr
一

so 功m er fe ld 方程的特征值问题及展开定理
,

对于研究流体层流稳定问题具有重要 意
义

,

因此
,

有不少作者研究过
.

但据文献〔6]
,

这一问题还不能认为已完全解决
.

因此在本文中
,

我们进一步研究了这一问题
,

得到的具体结果是
:

展式的系数 满 足 一个 Pal e y一W ie ne r 型不等

式
,

它是通常完备正交系展式系数所满足的 B es so l等式的一个推广
,

而且证明了展式是绝对一

致收敛的
.

O r r 一
S o m m e rfe ld 方程特征值的渐近分布

O r r 一

S o m m e r fe ld 方程形如下式
〔上, :

(D
Z 一 a Z)2甲= ‘a R { (a 一 c

)(D
Z 一 a 名

)甲一 (D Z。)甲} (1
.

1)

其中切 = 切(妇
,
。 ,

R 是正的已给参数
, “= 试 g) 是已知函数

, c
是待定的特征值

, ‘= 斌
一

几
~ ,

D 二

华
县微分算子

.

未知特征函数“y) 满足边界条件
:

~ 一 d , 爬陈 jJ 一
J ’

‘卜
护训 ’“

一 ~ ~
「 、口 产 ’

f’J
’

~ 一
沪 ’

⋯ ”
’

d 甲
g = 士1 时

, 甲 = 弓于 = O (1
.

2)
~

一
- 一

a 夕

在条件 (2
.

2 ) 下解 (1
.

1 ) 并确定对应的
c 及 甲(, )

,

这就是 O r r 一
S o m m e r fe ld 方 程的特征

值问题

为了研究方便
,

将 (1
.

1) 改写为

职(W ) + (ia R c 一 2 a 2

)中
,’ + (a ‘ 一 ‘a s

R c )甲 = ia R [‘切
I, 一 (a Za + ‘I,

)中] (2
.

3 )

先令 口三 O,

这时 (1
.

3) 的通解为

必~ 式尹
,

+ 凡
e 一
口 + As 扩

’

+ A.
e 一 。 ,

(1
.

4)

其中 。 ~ 斌
-

而左
c 一 a : ‘

利用边界条件 (l
.

2)
,

可得其特征方程为

价

钱伟长推荐
,
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e 一 。

e

一 。e 一 口

一。口 。

山即

犷e-犷e-

Q)口

尹产尹-ea

aa

△(。) =

仑 一“

尹

一 a e 一“

一 a e “

= 一 (a + 。)
2

(护‘仔
‘ 。 , + e 一2 ‘“ + “ ,

)

+ (a + 。)
2

(
e Z之“ 一 。 ,

·

+ e 一忍‘“一 口, )一 sa 口

对于 凡。 > 一h (h> o 是任一给定正数)
, e 一 “口 伪 为任意正数) 将有界

,

式可化为

(1
.

5 )

故 当 !。 1、 co 时上

△(。)一。
2 e 2 “

[
(e一

“一 1 ) (e Z“ 一 。

一 ) + O

对于 R 汹< 一 h
, e砂 将有界

,

故此时 (l
.

5) 又可化为

。 _ , 。「
, J o . 、 , _ , 。 , 。 、 .

八 / 1 \1
凸 、田 j = 田

一 e 一

LLe ’

一 上少Le

一
召一 ) 十口又石 )」= ”

总之
,

不论何种情况
,

只要 a 钾 0 且有界
,

我们均可得到如下估式
:

。 1 二 。 / 1 、
。咨· =

一

玄
”兀 , 十 口 戈丽万/ (1

.

6 )

此处我们把 。
。

改写为 口。

还知
,
口

,

是纯虚数
.

下面研究 。等 0 的情形
.

对于 R户< 一h

是为了与 a 年 O 的情形加以区别
.

此外
,

由 [ 3 〕或【4 〕中 的结果

利用常数变易法
,

容易求得 (1
,

3) 之通解为
:

q7 = A le “ 下

+ A 尹峭
少

十 A
3

犷
少

+ A
4 e 一~ +

+

l〔
: e 。 ‘’一‘) Q(舀)

下(。 )

d“+

l
召 一 公 ‘y 一古)

(·“ (’一 ‘) -

一
‘) )

箫
d :

箫
“

(1
.

7 )

其中 刀(。) = 4 a (。
2 一 a Z

)

下(。 ) ~ 4。(。
2 一 a Z

)

Q(舀) = ia R [。(雪)甲
,,

(占)一 (a Z叮(雪) + ‘“ (占))沪(雪)」

对 于 R
,

。 > 一h
,

可得相应的方程
.

} (1
.

8 )

以下我们将研究 。等O 且 澎
,

a,, 均为有界时 (l
.

3) 的特征值问题与 ‘二O 时 (l
.

3 ) 的

特征值问题间的关系
.

我们先研究 Re Q, < 一 h 的情形
.

首 先
,

令 A
;

= 1 ,

A
: = A

: 二月
‘

= 仇

则得

, 1 一俨
’

+

!!(尹
‘
一 ‘) - e

一
‘)

) Q (雪)

口(。 )
d舀

+

{几
1 ·“

’一‘’ Q (雪)
护(。)

d “+

{:
一“一黯

“

中 ; ‘ a e “ 夕

+ (a 尹
‘夕 一 省 + 卯

一
叭

一 匀 Q (占)

口(。 )
d 占

十

l:
: 。“

。 (y 一 :
)

夕(占)
下(。)

一
( , 一‘)
夕(;)--
下(。)

(1
.

9 )
“占一

l:‘ d占
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f
‘ , _ , _ 二 r , _ ; 、 _ , _ _ , , , _ ; 、、 Q (占)

甲 :
~ “ 一匕 , 、 叹“

一g
’ ‘

一『g
’

‘

夕诬万于灭凡
一 “ g

J 夕 尸 、山 /

+

{:
: 。2。“

’一‘) 口(占)
y (。)

d ; +

l:
。2

一
“ (一‘) Q(雪)

下(。)
d占

将上式看作关于 叭
, 甲 , 产, 甲, 扩

中, “

的系数有界以及 R 抑< 一h
,

可得估式

的积分方程组
,

并注意到 (1
.

8) 中关于 口(豹 表达式内叭
,

则不难看出它们满足文献汇2 」中第44 页上 引理的条件
,

因此

、.....傲
、/......产* :

一 [
1 + O

(去)〕
* ; 一。ea

·

l
, + O

(告)〕
, : 一 。2 。二

[
1 + o

(去)]
再令 A : = 1

,

A : 二 A
: 二 A

、二 O
,

同理可得

, : 一 。

一 1
1 + O

(去)]
* ; -

一 {
‘+ 0

(告)〕
, : - a Z

一 !
1 + o

(去)}

(1
.

1 0)

(1
.

1 1)

这样我们已得到了 (1
.

3 )的两组特解
.

为了得到另两组特解
,

可令 A
3
= 1 ,

刁: 二 A
: = A

‘
” O

,

这时有

甲。二 e “ ’

+ \
一

(e “ ‘’ 一 ‘, 一 e 一“ ‘一‘, )
Q(省)

刀(。 )
d舀

+

!;
,

户一幻

斋豁
“: +

分一
~

黯
一
““

至于 帆
, 甲瞥的表达式

,

除第一项分别为 。犷
’

与 。 2

犷
’

之外
,

其余的有关积分各项分 别 与

(1
.

9) 中的 甲;
,

甲梦相同
.

注意到 }叫 可以无限的增大
,

故已不能直接引用上述引理 但我

们可以先对 甲:

的形式加以适当变换
.

为此
,

注意到

:
(·· ‘

· - 舀) -

一
)

箫
d‘一 2

1:
·”a (; 一‘,

箫
d“

然后将 (1
.

8) 中 Q(豹 的表 达式代入并利用分部积分法
,

即可将上述 切。

的表达式化为

, 昌

一
“ ’

一 2‘a R

I{
: S h a ‘。一占)。(‘):

·

甲乡(占)

刀(。)
d省

一 Zia R

; 、 。 _ , _ , ; 、 . _ 。 , ; 、 : 甲s

(占) 。 ,

, “u “、g 一 “夕L 以 u 又g 少 ,
“ 、g 少J

.

爪万
““

+

}:
: ·’ ‘’一 “’ Q(占)

护(口)

、; +

\
‘。

一
‘

,

Q(占)
夕(。)

d 重
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至于 姚
.

尹竺
,

也可用同样的方法对其形式作相应的变换
.

下面再作变换

甲: = e 。 夕二。, 切二= 。e 。 , 之二
, 甲竺= 。Z e 。 ’之梦

将它们代入 仇
,

叫
,

叫 的表达式并分别除以
e o y , 。犷

, , 。2尹
, ,

则得

Z 。一 ; 一 2‘a R

I;
〔s h a

(。一‘, ““ , “
‘

刀(口 )

e 一。 ‘汾一 ‘, 二二(省)d 舀

一 Zia R ;
S h a ‘。一‘, 〔a

Z““, + “·‘“, 」

命
一

’ (’一 ‘) 2 3
(“, d“

+

{:
; ·

二 ; 一 , +

}:

。 (, 一 ; 》旦理狂
夕(。)

a e ‘“ 一。 ) 〔, 一省)

e 一。 (y 一舀) Q
:

(占)
护(。)

d占

.几
夕

r几、t、J

+云�d

Q
:

(占)

刀(。)
a 口 一 ( 以 + O, 》‘y 一舀) Q: (雪)

刀(。)
d占 ( 1

.

1 2 )

,‘李
rl龟. ,,‘

十
‘
心d

十

(:
: 。

勺

旱是豁
“卜{{哪

一 : 。 ( , 一 : 》Q
:
(君)

丫(。 )
d 舀

· , 一 ‘+

l:一
“ ) (一 ‘,

嗜瑟争
d “一

{
‘· 2· - ‘·

一
工

箫
-
d :

+

l:
: 。 2

鲁豁dg+ }!
。、

一
‘

俘是豁二

其中 Q一= fa R [。 s一 ,。(省)
二梦“) 一 。卜 , (a

Za“) + 幻I,
“) )

二 :
(舀) ] ( j二 l , 2 , 3 )

注意到凡。< 一 h 以及 a 产(豹
, 。“ (雪) 有界

,

故如将 ( 1
.

12 ) 看作
二 : ,

妈
,

月 的积分方程组
,

则它们满足前述引理条件
,

由此可得

‘ ,

n / 1 、
, _ .

。 / 1 、
。 _ .

八 / 1 、
之, ’ 上十 L, 气石声

, 二‘= l 卞 口 戈石 /
, 之 ‘= 上十 口 又石)

( 1
.

1 3 )

、...!圣
r

l

从而得

甲3

一
“ ’

【
, + o

(去)]
* ; 一。一〔

1 + O

(告)]
, : 一。:

一「
1 + o

(去)〕
最后

,
一

令 A
‘
= 1

,

刁 : = A
Z
二 A 3 = O

,

同理可得

, ‘

一[
, + O

(告)〕
, : - - 。

一[
1 + O

(去)]
, : 一。:

一[
1 + O

(去)]

( 1
.

1 4 )

对于 R. 。> 一 h
,

可得到同样结果
.

总之
,

在 叮斗 0
,

犷
, n l,

有界条件下
,

方程 (l
.

3) 具有下述形式的特解
:
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甲 : ” e“ y

(1〕

中:
” e 一“ ,

〔1〕

中:
二 e o y

(1〕

甲‘二 e 一。 夕

〔1〕

甲 ; = a e “夕

(1〕

甲二= 一 a e 一“ 夕

(1〕

中二, 。e 口 ,

〔1〕

中二二 一 。e 一。 y

(1 )

甲犷= a Z e“ 少

〔1〕

甲竺二 a 忍e 一“ 夕

〔1〕

切了= 。Ze 口 夕

〔1〕

中 g~ 。 Ze 一 口 夕

〔1〕 { (1
.

1 5 )

其中
_

。 / 1 、
LI J= J + 口l二 !

、 《月 /

利用这些估式并根据 切 的边界条件
,

l e “〔1〕

就可得知如下的特征方程

△补(。 )二

e 一“ (1〕

a e “(1〕

a e 一 “(1〕

e 一“〔1〕
e “〔1〕

一 a e 一“〔1〕

一 a尹(1〕

e。 (1〕

e一〔1 )

。e .

(1〕

。e一 (1〕

e 一 。

〔1〕

犷(1〕

一。e 一。〔1〕

一。 e .

〔1〕

一 △(。卜 o

(去)
“(。,

(1
.

16 )

其中 △(。 )由 (1
.

的 定义
,

而 创。 )中关于 。 的最高次项其形式为 。2

砂妙
.

因此在 尸
,

。> 一 h

时
,

有 占(。 )/ 。
Ze 名“ = O (1 )

,

而 R
,

。< 一h 时
,

有 6 (。)/ 。
Z e 一 2“

= O (i )
.

据此
,

并参照 (2
.

5 )

式下面的两式
,

即可得到
:

在 R抑) 一h 时

。·(。) - 。2

一[(

一
; ) (·

2·

一
) + O

(去)]
在 R

. 。< 一h 时

△·(。卜
。:

一 [(一
1 ) (·

- 2

一
, + O

(去)〕

(1
.

1 7 )

(]
.

18 )

由此可见
,

在 10 1, co 时
,

可得

1
。

,

~ 丁
”汀 ,

.

八 / 1 \
十 口 {

—
j

\ 田
一 /

(]
.

1 9 )

注 意 到 。
.

二斌 记R c ,

一梦 i
,

因此 (1
.

3) 式在边界条件 (l
.

2) 下的特征 值 c ,

的渐近表达

式为

1 / 1
, , . 。 、

二 八
, . 、

c ,

= 一石面
-

又万
”“兀 一

十 a
一

/
’十 口、上夕 (1

.

2 0 )

二
、

o rr 一

S o m m er fe ld 方程的展开定理

为了便于对

以研究
.

当 ‘三 O 时
,

口等 O 时方程 (l
.

3) 的特征函数进行某些估计
,

我们首先对 冲二 O 的 情 况加

设 口
。

为其特征值
,

e “ ,

e 一“

则对应的未正规化的特征函数是
e 一“ 夕

日“

巾
。。

a e“

a e 一 a

一 a e 一。

一 a e a

e 一‘2
。

夕

e Q
-

一口
. e 一Q

,

一 口
. e o

.

。月: e “ ,

+ A
: e 一 浇 + A

a口。
·
夕 + 刁

‘e一。
·

y
(2

.

1 )
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其中 月
; ,

月
:

等分别为 尹
, , e 一酬 等的代数余子式

.

令 月
;

= B
, + B

Z ,

月
:
= B

; 一 B
Z ,

A
。

~ B
3 + B

4 ,

A
;

~ B
, 一B

4 ,

则 (2
.

2 ) 变为

中
。。
一B

; e h a 夕+ B
: s h a , + B

。 e h 口
.

, + B
‘ s h 口

。

,

又当 反二 O 时 特征方程 (1
.

5) 可化为

8 (a th a 一 口 th 口)(a e th a 一口 e th 口) ~ 0

它相当于两个方程

口
。

th 口
二

= a th a (2
.

2
, a )

口
, e th 口

,

= a e 士h a (2
.

2
,

b )

将满足 (2
.

2 ,

a) 的 口
,

代入川
,

月忿,

A
3 ,

A
4

的表达式中并利 用 B
; ,

B
Z ,

B
。,

B
;

的定义
,

可得

B : = 4 (a Z 一口若)s h a sh 口
。 c h 口

, ,

B
3
二 4 (目三一 a Z

)e h a s h 0 s h 口
。,

B : 二 0

B
‘

= 0

将它们均除以 4( 梦 一口二)sh a ch a s h 口
,

之后
,

可得与 (2
.

2 ,

a) 的根相对应的特征函数 (仍

未正规化) 为
~

, , 、 e h 口
. , .

~

甲舒
‘

~
~

万不戈万- c n a 夕一 c n 占J
二

夕
与 且二 峨浦

(2
.

3 , a )

同样
,

和 (2
.

2 ,

b) 的根相对应的特征函数为

巾尸 =

现转入研究 。寺 0 的情况
.

1 e a y

〔l〕

sh 口
。

s h 口
s h a 夕一 sh 口

,

夕

注意到 (1
.

15 )
,

则得和特征值

(2
.

3 ,

b )

。
。

相对应的特征函数是

e 一a 〔1〕

口 e “〔1〕

a e 一“〔1〕

e 一 “ 少

〔1〕

e“〔1〕

一 口 e 一 “〔1 〕

一 a e“〔l〕

e 。
·

y 〔l〕

e 一。 。

〔1〕

口
。 e 。 ·

〔1〕

。
。 e 一。 ·

〔1〕

e 一。
。

夕 〔1〕

e o
。

〔1〕

一 。
。 e 一‘。

·

〔1 〕

一 。
。 e o .

〔1〕

(2
卜

4 )

由 (l
.

6) 和 (1
.

9 )
,

可知有关系式

。
.

八 / 1 \
口

。

二 舀才。

+ 口l
一下气 ~

一 l
\ 舀J 。

/

因而 护
。

·

夕 = e 士Q
,

(1卜二 e 士Q
·

夕〔1〕

从而有
e 士。 ·

夕〔z〕二 e 士。
·

, 〔i〕

士。
二e 士。

·

夕〔1〕= 士口
。 e 士Q

。

夕〔1〕

据此
,

(2
.

4 ) 可化为

甲
。
。
二中

n 。
+ O (口

,

)

由此
,

可得到与 (2
.

3
,

a)
,

(2
.

3 ,

b) 相应的特征函数分别为

(2 5 )

甲孟
。,

= 中二
a ’

(2
.

6
, a )

切孟
b ,

总之
.

不论对那一种情况
,

~ 小言“
’

+ O

(澎)
+ 。

(贵) (2
.

6
,

b )

我们都可得到
,

、 .

。 / 1 、 ~
.

八 厂1 、
切

。

一甲
. :

寸 ( 少l 一下可一 1二甲
。

十 t 尹{ 二
一

!

\ 。J . , 了 、 n /
(2

.

7)
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用类似的方法可以证明

切竺= 中竺十 O (1 )

现定义两函数的内积为
:

(2
.

8 )

(, ,

, )一

}〔
工一 , (
一

, · + , 二 ) d 。一

{:
, 一 ,

· (
一

, + , ·

, d 。
(2

.

9 )

其中 甲和 沪都满足 (1
.

2) 型的边界条件
, “ 二 ”

表示共扼复数
.

据此
,

可定义函数的范数为

.}, .卜 (*
,

* ,
1

一〔}:
, 一 * (
一

。· + , 二 )d。

」
“’

一

[}:
;

(一 }* }
2 + }* ,

,
2

, “。

〕
““

(2
.

1 0 )

将 少
。

代入上式经过简单运算
,

可得

}}少
”

}1= O (n )

设正规化之后的特征函数用小
,

表示
,

则

刃 中
。

。了1 \
q 夕。

二
一下产王 下 「- ~ 口 1— l

}l甲
,

}} \ n /
(2

.

11 )

至于 沪
。

的范数
,

注意到 (2
.

7)
,

(2 8)
,

易得

(切
, , 切

,

) = (小
, ,

少
,

) + O (n ) = (中
。 ,

叻
,

)〔1〕

所以 }!切
。

}卜 {}少
,

}}〔z〕

据此
.

设正规化之后的特征函数用 势
,

表示
,

则

,
。

一

喘丁一

裔黯
利用 (2

.

7)
,

(2
.

8) 还可得到

叭 一砚一 。
(带)

(

(2
.

1 2 )
一画

官

〔‘卜 O

(专)

户一砚’
“ 一。

(乏
一

) (2
.

1 3
, a )

所以

的第

[l币
,

一少
,

}}
「 。 / 1 \飞1 2 2 。 / 1 \

= I L 夕【一一一言- ~ 1 1 = LZ { 一二二共产 1

L \ 刀。 / J \ 儿。 产 ‘
/

(2
.

1 3
.

b )

顺便指出
,

如设 杯
,

为与 O r r 一

S o m m er fe ld 特征值问题相伴随 (a d joi nt ) 的 特征值问题

n
个特征函数 (已正规化)

,

则同样有

, 。 / 1 \
沪

。

= 口 【兀二
~

I
\ “ /

(2
.

] 4 )

借助于上面这些估式
,

我们可以得到下述 O r r 一
S o m m er fel d 方程的展开定理

定理 飞 设 {币
。

卜为 O r r 一

S o m m er fe ld 方程的特征函数族
,

{杯
,

} 为 与其相伴随的特征函

数族
,

则任一满足边界条件 (1
.

2) 且 4 次可微函数 F (刃
,

均可展为关于 伸
。

} 的 绝对一致

收敛级数
:

F (妇 = E
a 。

叭

二
1

并且这些系数满足不等式

(2
.

1 5 )

其中
a 。

= (F
,

杯
。

)

命
,,F ,“(鑫

、一)
“’

( 于 }IF !} (2
.

1 6)
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式中 , ,

M 为某些常数
,

且 m < M
.

证
:

首先
,

由文献 〔幻 可知
,

特征函数 族 {少
,

}是完备而正交的
,

故任一满足相同边界

条件 (1
.

2) 且 4 次可微函数 中 (妇
,

都可展为关 于 {少
,

} 的绝对一致收敛级数
:

甲(妇 ~ 乙 (甲
,

中
。

) 中
。

= 乙 乳虱 (2
,

17 )

且其系数满足关系

乙 19
。

l
“~ }!甲l}

2

(2
.

1 8 )

现定义一算子

T 切 一 艺 9
.

叭 g
,

= (甲
,

必
:

) (2 19

由于 乞 g
。

叭 ~ 乙 夕
,

[ (炯
。

一 必
。

) + 必
.

]

所以 11T 甲11=
。

·

币
·

{{《⋯{卖
。

·

(币一‘
·

,⋯{
+

{{卖
。

·

,
·

洲8乙洲

由‘2
·

‘3
,

b , ”
,

级”

黝
叭 一

蜘 绝“收敛
,

故存在常数 m 。 使 得
(

据此
,

并利用 S c h w a r :
不等式

,

即得

乙 11币
。

一 必
,

}1)
”’< 阴 ‘’

llT 甲}{(
。

.

(,
。

一‘
。

)
{卜}一卖

。
·

‘
·

,

一 ,
.

、、
2

)
““+ 1

〕一甲�习
�r‘.L

8乙洲8乙洲

/

l
、

板

、、.产产

爪

2/. .二
、、..产产

《 (切
·+ ‘, (买 ,g

·

,
“ M (客

其中 M = 。
: + 1

数 中 ,

使

= M }}沪}{ ( 2
.

2 0 )

这表 明 {{T 切 l!具有上界 现证明 {{T 中 1{也具有下界
.

如其不然
,

则存在函

T 中 = 云 g
,

乒
,

~ 。

设 杯
。

为与 切
,

相伴随的特征函数
,

由微分方程理论
〔”可知

: ,

劝
,

) ~ 6
, ,
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所以

。一

(E 仇币
, , *

·

)
一。

!

一
,

,

2 , ”
‘

这与 乙 19 。

}
’~ }}刻}

2年 o 相矛盾
一

故必存在一 。 > 。
,

使得

,、T , }卜 {{卖
。
·

币
·

})
m ,, , ,,

(2
.

2 1 )

总之
,

对于 T 中
,

我们有下面的不等式

。 }!切}1簇 }}T 中}}‘M }}甲1} (2
.

2 2 )

由此可知
,

对于算子 T 而言
.

它的逆变换 T
一 ‘,

共扼变换 T 份 及逆变换的共扼变换 (T
一 ’

)份等

均存在
: 。〕

.

现令

杯
,

~ (T
一‘)份少

。

(2
.

2 5 )

注意到 (2
.

19 )
,

有

T 少
:

= 币
,

(2
.

2 4 )

因而 (虱
,

杯刁一 (T矛
: ,

(T
一 1) ,
历启= (T ”T必

二 ,

毋刀一 (负
。 ,

历刁 = 氏
,

(2
.

2 5)

故 {认 } 与 {币
。

} 互为双正交
,

因此
,

由 (2
.

2 3) 所定义的 {抓
.

} 就是与 {币
,

} 相伴随的特征函

数族
.

在推导上述关系时
,

曾利用了 a 三 0 时方程 (l
.

3) 及边界条件 (1
.

2 ) 的自伴随 (S el f
-

a d jo in t)性

设 F (y )为任一满足边界条件 (l
.

2) 且 4 次可微函数
,

则

‘一犷(犷一“卜犷
〔身

犷一“
,

,
·

,‘
·

」
-

乙 (T
一 ’

F
,

少
。

)T 必
。

二 乙 (F
,

(T
一 ‘

)釜必
.

)T少
,

注意到 (2
.

2 3 ) 与 (2
.

2 4 )
,

于是得

F = 乙 (F
,

杯
,

)币
。

= 乙
a .

叭 (2
.

2 6 )

这表明
,

F 的确可展为关于 {切
,

务的级数
,

且其系数 a

一 (F
,

入 ) 由上式可得

a ·

*
。

;( 艺 la ·

中
·

} ( 艺 }a ·

i
“ + 乙 !炯

·

I
’8乙洲}F , 一

}

由 (2
.

1 2 ) 可知
.

级数 乞 !币
,

}
“

是 绝对一致收敛的
.

现证级数 }a 。

}
2

也是 收 敛 的
.

为
冈乙洲

此
,

在 (2
.

2 2) 中如令 甲二 T
一 ’

F
,

则得
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。 }}T
一 ‘

F }1( }}F }}( M }}T
一 ’

F }}

IIT 一“ u一 }彝
丁一F

,

,
·

, ,
·

{
“

-

云
(:

,

(: 一) ,
必

。

)币
,

⋯}
‘

{{云
(F

·

‘
·

,‘
·

}‘
“
一、{雾

二‘
·

~ 乙 Ia .

{
,

故得
。

(霎
、二 }

2

)
‘”、 ,,F 、,簇M

(氢
,二 , :

)
“’

据此得

名I
‘二、、.产

命、、
F 、}、

(乙 la ,

}
2 一 1

二

。
. :

:

飞— 11厂 11
一

m
’

这样
.

我们不仅证明了展式 (2
.

2 6) 的系数满足不等式 (2
.

1 6)
,

而且表明级数乙 }
a ,

}
2

是

收敛的
.

从而也就证明了展式 (2
.

2 6) 的绝对一致收敛性
.

定理 2 任一满足边界条件且 4 次可微函数 F (妇
,

可展为关于 砰
.

全的绝对一致收敛级

数

F (梦) = E b
,

杯
。

(2
.

2 7 )

其中 吞
。

二 (F
,

氛)
,

并且这些系数满足不等式

叫 ,F }。‘(卖
,‘

·

,
:

)
‘’‘

、M ,,F‘,
(2

.

2 8 )

证
:

F = (T
, )

一 ‘
T , F 二 (T , )

一 ,

乙 (T
, F

,

氛)必一乙 (T
, F

,

虱)(T 勺
一‘

氛

= 乙 (F
,

T少刁 (T 书 )
一 ‘必

。

= 乙 (F
,

叭)俩一 乙 久八 (2
.

2 9 )

这表明
.

F 的确可展为关于 {沪
。

} 的级数
.

此外
,

由 (2
.

2 2 ) 还可推得

m }{F {}( }}T
并F {1( M }}F }!

吕j月比比比汗汁比”

仁加口

,,犷
’F ‘,

“一 !{买(产F
,

虱) 虱 艺 (F
,

T虱 ) 虱

又 。
.

币
。

}b
二

}
2

叻E浏
一一乙 (F

,

叭)瓦
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( M l{F !1 (2
.

3 0 )

12
、、,./

,

C幻
m ,,F ,,、

(石
,“

·

,
:

这就证明了展式 (2
.

2 9) 的系数满足 不 等 式 (2
.

2 8)
.

然 后
,

利 用 Sc h w a
rz 不 等 式 以 及

(2
.

14 )
,

(2
.

30 )
,

不难证明展式 (2
.

29 ) 是绝对一致收敛的
.

参 考 文 献

1 I
J

i n ,

C
,

C
. ,

T he o r夕

H a 玫 M a p K ,

M
,

A
. ,

o f H , d r o d 夕n a 附‘c s 才a s‘l‘t夕
,

C a二b r id g e
.

(19 55)
,

2 刀欲且e 益双二e 及从中中
e p e 二双二。二 、二、 e o 汀e pa : o p 。

,

r H T T 月
,

M o e 政”a

(19 54 )
.

3
.

K a m k e ,

E
. ,

U b e r d ie de f in it e n se lb s ta d j
u n g ie r t e n E i g e n

, e r ta u fg a b e n b e i g e w 6 h n li
·

e he o lio e a r e 刀 D if fe r e 刀t ia lg le ie h u n g e n l
,

I
,

l
,

M
a th

.

Z e it s e h r
.

45 (19 39)
,

759一

7 87 ; 46 (l匀40 )
,

231一 250
,

251一 286
.

4
.

G r o h n e ,

D
. ,

U b e r da s : pe k t r u m b e i e i g e n s e hw i n g u n g e n e b e n e r ta m in巨r s tr 6 m u n g e n
,

Z A M M
,

(195 4)
,

B d 34
,

N r s/ 9
.

5
.

R ie s z ,

F
.

歌n d 5 2 一 N a g y
,

B
. ,

Fu n e t io n a l A n a l了5 15
.

(1 956 )
,

T r a n s la t e d fr o m t h e Z Od Fr e n e h

e d it io n b y L e o F
.

B o r o n
.

6
.

M o n in ,

A
.

5 a n d Y a g lo n ,

A
.

M
. ,

M
e e h a n i es o f t u r b u le n e e ,

S ta 才‘s t‘c a l F l u id M e e h。
-

. ie ‘ ,

I
,

T五e M IT Pr e s s ,

(1 97 1)
.

The E ig e n va lu e Pro b !e m a n d E x Pa n sio n T he o re m s

A sso e ia te d w ith o rr 一

So m m e rfe ld E qu a tio n

Z h o u H e n g L 1 L i

(T 云a” ji” U ”‘。 e r : it夕
,

r ia n 了蓄”)

Ab s tr a e t

T 五e e i g e立v a lu e p r o ble m a n d e x p a n s io n t h e o r e m s a s so e ia te d w i t h O r r一 S o m m e r fe ld e q u a ·

tio n ,

w hi e h i $ fu n da m e n ta l fo r th e in v e st i g a t i o n o f t h e p r o b le m o f s ta b ilit y o f la m in a r

flu id 山o t io 刀 ,

h a v e b e e n in v e st i g a te d b y se v e r a l a u th o r s ,

b u t th e r e s u lts a r e s t ill im e o m p
-

le te
〔6 ]

.

In th is p a p e r ,

t li is p r o b le m 15 r e in v e s t ig a 亡e d
, a 二d so m e n e 二 r e s u lts a r e o b ta in -

e d
,

w hi e h a r e :

(1 ) T h e e x p a 习s i o n se r ie s e o n v e r g e s n o t o n ly u n ifo r m ly b u t a lso a b s o lu ·

te ly ; (2 ) T h e e o e f fie ie n ts o f th e e x p a n s io n se r ie s s a t is fy a n in e q u a lit y o f Pa le y一W ie n e r

t y p e ,

w h ie h 童5 t h e n a tu r a l e x te n s元o n o f th e w e li k 刀 o w 月 B e ss e l e q u a li t y o f a e o m Ple te

o r th o g o n a l s e t
.


