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摘 要

本文图示复变数s( = 二+ 1 9 )的实系数多项式

K = f(s)二
a os ” + a i s 月一 1 + ⋯⋯ + a 。一 1 5 + a ”

K 是实参数
,

因此上式的图示表为 (劣
,

勿
,

K ) 中的一集空间曲线
.

这曲线在三个坐标平 面 上 的

投影就是本文图示的内容
.

在 (x
,

‘刃上的投影就是根轨迹
.

不论。二Zm + 1 或。= 2 。+ 2
,

根轨迹

方程都是沪的m 次方程
.

(K
,

幻 图线除了包含实曲线K
r

一j( x) 以外
,

尚包含复根的实数部随K 变化
的曲线

,

这是新增的曲线
.

(K
,

x) 曲线对判别系统的绝对和相对稳定性是很有用的
.

(K
,

‘刃 曲线

对控制系统来说
,

表示放大K 和自然频率 。(二刃 的关系曲线
.

这三幅图线可应用于方程式论和工

程控制论
.

一
、

多项式增广图示的理论

在目前数学书中的实变数 x 的多项式

K
,

= f (二)三
a o x

.

+ a , x
月 一 ‘+ ⋯⋯ + a卜声+ a 。

(1
.

1 )

的图示
,

不能对于每一根直线 K
,

二 C (常数 ) 都有
n
个交点

.

这是 由 于 复 数根不能在实平

面中显示的缘故
.

不能显示
“n
次方程恒有

n
个根

”

的特性
,

是现有图示法的缺点
.

为了也显

示复数根
,

本文把x 改为复数
s (= x + ‘妇 而研究对应于(1

.

1) 的

尤 ~ f (
: )三 a 。“”

+ a , : ” 一 ‘+ ⋯ ⋯ + a卜
: 。 + a :

(1
.

2 )

的图示
,

对于每一实数K
,

上式恒有
n个根

,

因此 (1
.

2 ) 在 (二
,

勿
,

K ) 空间中由
。 支空间曲线

所表示
.

将
8 = x 十勿代入 (1

.

2 )得

K ~ 功(x
,

夕2

) + 19必(戈
, 夕2

) (1
.

3 )

式中

, (二
, , 2

)二 , (X ) 一

手
,

‘2 )

(二卜子丫
了4 )

(X )
一 (1

,

4 )

必(二
, , :

) 二 ,
( : ) (二) 一

李
,

‘。夕

(二 ) +

答
了

‘。,

(二)⋯

J 孟 0 :

(1
.

5 )

其中f
“ ,

(x )表示 f (x )的t阶导数
.
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(1
.

3 )可分解为

y必(x
, 夕2

) = 0 (1
.

6
, a )

K 二叻(x , 夕2 ) (1
.

6 ,

b )

(1
.

6) 就是 (1
.

2 )在(二
,

勿
,

K )的空间曲线方程
.

这曲线由两个曲面的交线给出
,

其中(1
‘

6 ,

a)

是个柱面
.

由于柱面与(二
, i妇平面的交线也由(1

.

6a) 表示
,

所以 (1
.

6a) 就是 (1
.

2) 的根轨迹

方程川
.

由此可见
,

限于是实数值的任何复变函数
,

令它的虚数部为零
,

就可得到它的根轨

迹方程
.

(1
.

6 ,

a) 可以分解为
夕= 0 ,

及 必(戈
, g ,

) = 0 (1
,

7 )

前者是实根的根迹
,

后者是复根的根迹
.

功中出现的是梦
,

所以根轨迹对称于x 轴
.

为简省起

见
,

画根轨迹可以只画夕> O 的半平面
.

因架汁了
(。 (二 )是二的, 一 ,次多项式

,

用。 。 一

叹劣)表示
,

并简写加
‘
一。 ,

则 (1 6
阿写为

. 盖

a (一 1 ) 一 g Z a (
一

s) + 夕(4 , a (
一

6
’

一⋯
(一 1 )

’

(夕
2

)
’a

‘“, ~

(一 1 )‘(夕
么

) , a “’ ~

当 n ~ Zm + 1

当 n 一 Zm + 2
(1 8 )

二 - a 。 ) 一 。: a 《

一
+ 。( 4 》 a (· - 4 )

一{
(一 1 )

,

(夕
2

)
份 a “ ’

(一 1 )
, + ‘(9 2 )

’ + ‘a ‘0

当n = Zm + 1

当n = Zm + 2
(1

.

9 )

(1
.

8 )
,

(1
.

9) 是多项式 增广图示的基本算式
.

从 (1
.

8) 看出
,

不论 (1
.

2) 的次数
n
为 Zm + 1 或 Zm 十 2

,

它的根轨迹方程都是少的m 次方

程
,

各项系数 a “)
是 x 的多项式

.

因。( 4 的代数方程可用公式求解
,

所以
n
( 10 的多项式根

轨迹都可用公式计算
.

因夕是实数
,

只有 少 的正根才适用
.

将对设定 x ‘和它对应的
,
个正根

解功
2

(t = 1
,

2 ,

⋯r
.

r
《m ) 一起代入 (1

.

9) 可算出
r
个K

,
.

变动 二就可得到作三幅图的数

据资料
.

要写出各a ‘。 ,

可自

。(·,
一 , (二 )

,
。 。一 , ) 一 ,

(‘) (二)
, 。 (一 “) 二冬,

‘“,
(二 )

‘

开始
,

应用关系式

a “一 1 ) =
1 d a (‘,

n 一 (i 一 1 ) d x
(1

.

1 0 )

一直写到
a (1 ) = n a o劣 + a l , a ‘o ) = a o

对于 (1
.

7) 中 g 二 。 ,

(1
.

6) 简化为(1
.

1)
、

这是以往图示内容
.

在(K
,

x) 图中用实线表

示
.

自(1
,

9) 算得的曲线用虚线表示
,

称为复根曲线K c
.

对于
, ~ Zm + 2 , a ‘, ,

又是 a ‘, , , a ‘“, ,

⋯ a ‘
一

‘, 的因式时
,

从 (1
.

8 ) 的第二式看出

a “ ,
~ 。。。% 十 。 , ~ 0 是根轨迹的一部分

.

此时 (1
.

9) 的第二式成为

K = E (一 1)
:

_ _ 。 : 、

/ a ,

、
L刀

“
)

’

仅
“ ,. . ’ z

爪一

—
,

-
-

一

、 ”a 。 /
(1

.

1 1)

这是在 x 二 一 a l

/二
。

平面上的 (K
,

玄妇 曲线方程
,

在图中画成点线
,

并用K c 餐表示
.
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(K
,

x) 图线除了 a ‘l) 二 0 是根轨迹的情况以外
,

都能显示
“ n
次方程恒有

”
个根

”

的特

性
.

因任作 K = C 直线与实曲线 K
。

的交点数为nr
,

与K
c的交点数为nc

,

则有

n ,

+ Z n 。 ~ n (1
.

1 2 )

式中系数 2 由于 浑 ‘
+ ‘从

, x , 一勿
。

在 (K
,

x) 上合成一点
.

t 重根的一点作 t 点计算
.

二
、

特征方程的常数项 a 二

作为K 的图示

为了本文图示应用于方程式论
,

我们研究
“。S ”

+ a , S ” 一 ‘+ ⋯ + a一
: s + a 。

二 o (2
.

1)

中的
a 。

作为K 的图示
,

即研究

K ~ 一 (
a 。: ” + a , : ”一 , + ⋯ + a卜 : s

) (2
.

2 )

的图示
.

上式实曲线K
f

通过原点
.

又为了应用于研究控制系统的稳定性
,

规定 各
a .

> 0
.

因

若有一个系数山书 0
,

系统便不稳
.

于是当 x 自 o 增至十 co 时
,

K
r

自O减至一 00
.

所以系统

的稳定区在 K > 0 这边
.

例
.

三次方释以
a :

为K 的图示

K = 一 (a 。‘吕 + a ; 5 2 + a : s
)

应用 (1
.

8) 和(1
.

9) 的第一式得

3 a o 二2 + Za 一x + a : 一 a og Z
= 0

K 二 一 (
a o x 3 + a : 浑名+ a : 戈) + 9 2 (3a 。义 + a :

)

(2
.

3 )

(2
.

4)

(2
.

3) 可改写为

r
,

一 /
.

a ,
\1 2 , a 圣一 3 a o a ,

LV 3 、劣 十万瓦
.

月 一 ,
一

= 一万砰一 (2
.

5 )

当a 全一 3ao a : 今 。
,

根轨迹是双曲线
,

它的渐近线为

斌钊
二 +

一

兴卜
。一 。 及 斌创

二 +
孚乡、

一。一 。

\ O“ 0 / \ 。 “ o /

当a : 一 3‘a : = o ,

根轨迹退化成上列两直线
‘

参看图表一 应用对称性
,

(劣
, ‘妇 和 (K

, ‘g)

只画夕> O 的半平面
.

因 + y和 一夕只合成一个频率
,

所以 (K
,

i妇 半平面图可显示对于K 的频

率个数
.

最有应用价值的是 (K
, 二)

.

K 。
与 K 轴的交点 A 的坐标 由 (2

.

3)
,

(2
.

4) 令 戈二 0 得

K
力 ~ 。 :叭 /a

。
.

所以K 的稳定区为 ( o
,

al 几 /a0 )
.

K 。
与 K

,

的交点M称为相对稳定极限点
.

劣< 二M 就不存在
“

相对稳定区
”

.

要求 二M ,

可令 K 。= K
r ,

自 (2
.

4) 得

梦2
(3

a 。二 + a :
)二 0

当。斗 ”
,

则 x ,

一会
,

即M在中心线上 ,

当3a 声 + a : 今 o
,

则夕~ o
,

再由(2
.

3 )得

却 二 〔一“ : + 斌石下亏石不
一

〕/ 3a
。,

M为K
,

的极大点
.

图表一中的影线区称为稳定域 (s ta ble re g io n)
,

用S R 表示
.

M 点是 S R 中一 二方向的最

深点
,

根轨迹线上的箭头表示K 自一 co 增大至 0
,

再增至 + co
.
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三飞 多项式的渐近曲线
—

二项式图线

当 }: }、oo 时
,

多项式 (1
.

2 )趋近于二项式

二 /
.

a : 、
J、 ~ “ 。

、 5 十

—
.

一
\ ”a o /

(3
.

1 )

所以(1
.

2 )的 (x , i妇
,

(K
, x )

,

(K
,

勿)分别以 (3
.

1) 的三幅图线为渐近线
.

因此掌握二项式

的图线对于作多项式的图线有指导作用
.

当 }
: }充分大时

,

两者图线巳很靠近
,

可以用前者

代替后者
.

但离原点不远处两者图线不同
.

当K /
a 。> 0 时

,

将K /
a 。

改写为 K /
a 。 (e o s Z二h + ‘s in Z二人)

,

然后用 D e M o iv r e 公式将

(3
.

1)两边开
n次方

,

得
a :

呵
一

灭
一 2二h

劣十

—
~ 人l

—
C O S

—
。

扮
n a 。 , a 。

‘

”

当K /a
。

< 0 时
,

K /
a 。二 {K /

a 。{ 〔e o s (2‘h + “ ) + i

a ,

呵一了万下 2二h + 二

X 十

—
= 人j }— } C O S

—
-

”a o , 一a o , ”

呵
一

不犷
.

2“h

~ 人I

—
5 In

—
, 口。 ”

s in (2 , h + 二) ]

呵下牙
一

_

炊人+ 汀

U ~ 人I

—
S ln

—
, a . n

(3
.

2 )

(3
.

3 )

其中h二 o , l , 2 ,

⋯” 一 1
·

将上两式的后一式除以前一式得

/
.

a ,
、

.

切 f甲
U ~ l 沐 十

—
, t a n

—
气

\ ”a o / n t中

~ Zh汀

二(Zh + 1 )二

当K / a0 > 0

当K /a0 < 0
(3

.

4 )

上式就是(3
.

1) 的根轨迹
,

也就是多项式 (1
.

2) 的根轨迹的渐近线
.

(3
.

4) 共有
。根直线

,

它们

汇交于 C (一 a ,

/。
。,

0)
,

称为中心点
.

这 。 根直线
n
等分 男 轴为边的平角

.

作多项式根轨迹

时
,

应先作这
n 根渐近线

.

。 ~ 5 及 6 时二项式图线如图表二
.

值得注意
,

(K
,

幻 图中K 。的斜

率越靠近中心线的K
c 它的斜率越陡

.

四
、

n = 5 及 6 的特征方程以 a 。

二K 的图示

” ~ 5 或 6 时
,

, = 2
.

求解 根 轨 迹 方程只要解 犷 的二次方程
.

因此作图数据甚易算得
.

例 1
.

‘” ‘a 、

K = 一 (s ; B + 6 5 4 + 2 5 3 + 5 2 + 3 : )

(1
.

8) 和 (]
.

9) 分别成为

4 0x ‘ + 2 4 x 8 + 6x 2 + Z x + 3 一 梦2

(8 0 x 2 + 2 4劣 + 2 ) + 8 ,
4

= 0 (4
.

1 )

K e ~ K
,

+ 夕2

[ 8 0 x 3 + 3 6 x 念+ 6戈 + l 一 (4 o x + 6 )9 2 ]

自(4
.

1 )解出 ,
至

得

3
.

1

犷 ~ 减
一

十 了 x 十了 土
/

_ _ . _ _ 。
.

1 1
。 .

1 2 3

飞l 艺UX
,

十 1 艺劣
“

十飞
一

X
‘

十
~

不 X 一 一万丁
-

, 4 6 0 4

由此作出三幅图如图表三 ( 1 )
.

从 (K
,

x) 图看出
,

在 x > O 半平面中
,

有K
c
自一 co 至十二整

支曲线
,

因此它所表示的控制系统不稳
.

例 2
.

‘ 2 ’‘b ,

K ~ 一 (s e
+ 6 5 6 + 2 1 5 ‘ + 4 45 5 + 6 2 : 2 + 5 2 ‘)

先行变数变换
, 十 1 一 Z (即 二 十 l o X )得
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亢二 一 (Z 。+ 6 2
4 + 2 2 2

2 一 18 )

于是 K
,

~ 一 (X
, 一 1 )(X

4

+ 7X
之 + 1 8 )

夕
2 ~ f5X

, + 6 士斌 z 6X
4 + 2 4 X

2 + 3 〕/ 3

K
〔

一 K
,

+ y a

[ 1 5X
‘+ 3 6X

2 + 2 2 一 3 (5X
2 + 2 )夕

2 + 夕4

〕 (4
.

2 )

,

显然
,

(K
,

X )
,

(X
,

i妇图线都以 X ~ o 为对称轴
,

从图表三(I )
,

(K
,

x) 看出 尤 的稳定区

是(O
,

48
.

4 8 )
.

又K 在(23
.

61
,

24
.

3 8) 区间中与K ~ C只有一个交点
.

因此 (1
.

1 2 )在这区间失
,

效
,

即单独 (K
,
x ) 图不能表示

“ n 次方程恒有
n
个根

” ,

需要 (K
,

i妇 图加以补充才行
.

令X 二 0
,

(4
.

2 )成为

K 。二 2 8 + 2 1夕, 一 6夕4 + , .

(4
.

5 )

上式表示在 X ~ 二 + 1 二 O 平面中的曲线方程
.

C 在 (2 3
.

6 1 ,

24
.

3 8) 中时
,

K 二 C 与 (4
.

3) 曲

线交于六点
,

各点 g 可不相同
,

而 二 ~ 一 1
『

即相应的控制系统出现三种振荡频率 。 而只有

一种衰减系数 x ~ 一 1 由图 x < 一 l 不存在
“

相对稳定
” ,

因此区间 (23
.

61
,

24
.

3 8) 是相对

稳定极限区 在这区间衰减系数不随放大 (K ) 而变
,

而 且这区间是 S R 域中的最深底线
.

系统在此衰减非常迅速 这种重要特性只有偶次方程才有可能实现
,

在(八)中将进一步作普

遍性研究
.

五
、

标准多项式及其应用

为了减少多项式的系数符号
,

我们先将‘,
·

2 ,除以 a0
,

然后令 一‘一

会
以 化去其第

二项
,

最后将常数项并入 K 于是得到减少三个系数符号的多项式

K = Z
,

+ b
:
Z

” 一 2 + b
。
Z

” 一 3 + ⋯ + b卜
:
Z (5

.

1 )

上式称为标准多项式
,

现在用它研究下列问题
.

(A ) 五次多项式的根轨迹成左右对称条件

标准五次多项式的根轨迹方程为

夕
4 一 (z 0X

之 + b
:

)9
2 + (5X

4 + 3 b
Z

X
, + Zb

:

X + b
‘

)二 o

自二
一

式看出当 b
3
~ O时

,

根轨迹对 g 轴对称 但(1
.

2 )当 n ~ 5 时变换成标准式的系数关系为

b
,

一

五
一
李

一 { 3

生
一粤葬 、

a 。 匕a 。 \ a o 匕 a 石 /

所以一般五次多项式的根轨迹成左右对称 (注一 )的条件为

。 , , _ 4 a 矛 \
a 。
一

丽
一

戈
‘a , 一了

月

万厂/

(B ) 偶次多项式的根轨迹成左右对称的条件

凡(1
.

2) 是偶次的
,

丫幼 二 n a 。 x + a : = O 就属于渐近线之一 由于 (1
.

2) 的每一支根轨迹

只趋近于一支渐近线
,

因此当根轨迹成左右对称时
,

二 ~ 一 a :
/

n a 。必须是根轨迹之一
,

而且

这直线就是对称轴
.

将 (1
.

2) 化成 (5
.

1 )
,

则 X = O 为根轨迹之一 设此时 a( 幻化成 刀(X )
,

则户s) ,

产
酌 ,

⋯刀
(r

‘,都以 X 为因式
.

但产
: ’

(X )的常数项为 b
。,

因此 b。二b 。二

一
b一 ; 一。

(注一)
“

左右对称
”

指曲线对 “ 轴的某一垂线成对称
.
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于是(5
.

1) 成为

K = Z
,

+ b
:
Z

”一 2 + b
;
Z

, 一 4 + ⋯ + b卜
:
Z
么

(5
.

2 )

所以偶次多项式的图线成左右对称时
,

它化成的标准多项式只含包 Z 的偶次幂

六
、

多项式的图线特性

(A ) 中心线的特性

在 (K
, x )图中

,

多项式 (1
.

2) 对于 K 二 C 的 ,
个根

二 1 , 二 , ,

⋯二 。

的平均值在中心线上
.

即

牙= 艺 z 。

/
n 二 一 a ,

/
n a 。

~ 二

若
。
个根中

,

有 。 个实根 几
: ,

人
: ,

⋯心
,

及 ZT
个共扼复根

,
二,

士 : , 。(P ~ i , 2
,

⋯动
,

那么

乙 几
。 + 2 艺

二 , 二 一 a :

/ a 。

叨一 I P一 1

(6
.

1 )

(6
.

1) 对任何 K 都成立
,

所以可以用来计算最后一支复根曲线K c
‘

标准多项式的各阶导数都缺第二项
,

所以 二 ~ 一 al /加
。

也是 (1
,

2 ) 的各阶导函数的中心

线
.

若 已知
。 一 2 个极值点的 x 坐标

,

那么剩下一个也易算得
,

(B ) 根轨迹与 x 轴的交点定理

当 f
‘1 )

(二)注 a ‘“一‘,
~ O 时

,

由(1
.

8) 可知必有一根少。 0
.

所以根轨迹与 二 轴的交点的横

坐标即实曲线的极值点的横坐标
.

设 f
‘” (二) ~ o 有

。一 1个相异实根
c , , c : ,

⋯ ‘
一 ,

(已按大小

顺序排列 )
.

设 (1
.

2) 中
a 。
> O

,

则
c ; , c :

⋯是K 的极小值点
, c : , c ‘

⋯是极大值点
,

在(K
,

x) 图

中自实曲线 K
,

的极小值点出发
,

各有一条K
c
线趋于 一 oo ,

自极大值点出发各有一条K 。
趋

于 + co
.

在 (二
, ‘妇图中

,

分别自 x 轴上的各
c 点有一条复根轨迹趋近于渐近线

.

若 c 。~ c : ,

则有二条根轨迹相交于 x 轴上同一点
,

在 (K
,

x) 图中有一整支 K
。
自一 co 至 + 二

.

且通过拐

点
,

若 f
“ ,

(x )有一不能在实域内分解的二次式
,

在(K
,

劝中就有一支 K
。
自一 co 至 十 oo

J

七
、

(K
, x )和 (K

,

iy )图线的配合应用

(A ) 方程式论中的应用

有了(K
,
x )

,

(K
, ,
妇图线

,

就可以从图上求任何
a 。

(三K )值的特征方程的
。
个根

、

对

例 2
,

设 K 二 20
,

则在 (K
,
x )图得

x :
~ 一 0

.

6 5
,

凡 = 一 1
,

劣 ,
~ 一 1

,

3 5

在 (K
,

19 )图得 y:
二 1

.

7 3
,

v : 。 0
.

4 9

, :

是在点线上的
,

是与 x ~ 一 1 配合的
,

故六根为

0
.

6 5士 1
.

7 3‘
,

一 1士0
.

4 9犷
,

一 1
.

8 5 士1
.

7 3 f

又如 K ~ 1 0
,

在(K
,
x )图中得四个交点

兄: ~ 一 0
.

2 6 5
,

元: 二 一 1
.

7 3 5 , 男一~ 一 0
.

5
.

二2 ~ 一 1
.

5

在(K
, ,
妇中得一个交点 夕二 1

.

86
.

故六根为

一 0
.

2 6 5
,

一 2
.

7 3 5 , 一 又
.

5 士1
.

8 6 : , 一 0
.

5 士1
.

8 6 ;

(B ) 常系数线性微分方程中的应用
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特征方程的根既然可从图中求得
,

它所对应的微分方程解案就可立刻写出
.

如上例

g ~ 20
,

则解案可写为

B
, e 一 。

·
““ sin (1

.

7 3 t + 甲 ;

) + B : e 一 , s in (o
.

4 9 t + 卯2

) + B
3 e 一‘

·
8 匕, s in (z

.

7 3 t + 中:

)

对于 K ~ 10
,

解案为

A
, e 一 “

·
忍6 6 ‘+ A : e 一 ‘

·
7 3 5 , + B

: e 一 “
·
6 , sin (1

.

8 6t + 卯
:

) + B : e 一‘· 5 , sin (l
.

8 6 t + 卯a
)

式中 B
,

过
,

切 是积分常数
,

由初始条件决定
.

(C ) 绝对和相对稳定区的确定
.

从 (K
, x ) 图中 K

,

与各 K 。
在 K 轴上的交点就可直观地看出 K 的稳定性区间

,

参看图

表一和三 (I )就可明白
.

以后将发表求 K (二氏)的稳定区的方法
.

用 (K
, x ) 图线求 K 对于指定衰减系数 拼的相对稳定区是很方便的

,

只要作 x , 一“直

线
,

它和 K
, ,

K c 的交点就可看出相对稳定区
.

这方法比
“

将特征方程用变换 X = 劣 + 践

然后用 R o u th
一
H u rw it z 法判别

”

要简便得多
,

例如对例 2
,

“= 0
.

5 的相对稳定区由直线

x - 一 0
.

5 的交点看出为(15
.

3 , 2 8
.

3 )
.

又若 拜 = 0
.

7
,

由 x ~ 一 0
.

7 得 (2 1
.

2 ,

25
.

4)
.

八
、

衰减系数不随放大而变的重要情况

从例 2
,

我们发现线性控制系统的衰减系数 拜可以不随放大 K 在其某区间变化而变化
.

而且在这 K 区中
,

稳度是很大的
,

成为相对稳定的极限区
.

现在来探求这种系统存在的必

要条件
.

要 拜不随 K 而变
,

必须在 (x
, iy) 和 (K

,

x) 图线中都有一条 x + 拌= O的直线
.

从 (1
.

8) 看

出
, 。 ~ 2二 + 1 时

,

(夕
恶)

,

的系数
a .
年 0

,

(2
.

5 ) 只有 m 个 夕2

的根
.

不具备 二 + “~ 0 有无 穷

个少 的条件
,

所以奇次多项式不可能有这特性 对 于
” = Zm + 2

,

(’u
“

)
”

的系 数 a tl) = “0x

+ a : ,

当 a ‘幻 是 创
3

’ ,

a ‘6) ⋯ a ‘, 一 ‘,

的因式时
,

‘ ~ 一 a ;

/ na
。

是根轨迹之一 此时 拼~ al / na
。

正

合条件
,

再按 (五 ) (B )得结论
:

要衰减系数 拼不随 K 而变
,

只有偶次多项式能化成只含 X 的偶次幂的标准多项式时才

有可能
.

此时三幅图线都是左右对称型的
.

这仅是必要条件 要 K 确实存在一个
“ m 个不同频率 。(“妇 但只有一个 丫

,

的区间
,

尚需另加条件
.

现在对
n 二 2 , 4

,

6 加以说明
.

(A ) n = 2
。

K ~ a 。 : 2 + a ; ; + a Z

(1
.

8) 成为 2 a0 二 + 4 ; 二 0 故 x ~ 一 al / 2a
。

是根轨迹 由图表四 ( I ) 可知
. ” = 2 恒有相对稳

区(一 oo
, a : 一 a {/ 4

a 。
)

为简便起见
,

以下只讨论标准多项式
.

应用时应该用变换 X 一 x 十 a :
/n

a 。化成所需之式
.

(B ) n ~ 4 K = 一 (2
4 + b Z

Z

)

条件 b> 0
一

如图表四 (I )
,

相对稳区 (O
,

b
名

/ 4 )

(C ) n 一 6 K 二 一 (Z
e + b

:
2

4 + b
‘
Z

名

)

条件
: 川> 3b

、

相对稳定极限区为 (K
, ,

K
:

)
,

其中

。 2 「
,

/ 9
, ,

八
, , , _ 。 、 , , ,

1
八

, 一厄下
一

L
O ,

、了
“‘一 “玉

尸一 、o 玉一 ”口‘少
一 ’ 一

J
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图表二
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图表四
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现在声明
.

对任何大偶数
n ~ 2 , 十 2 都存在适合这样要求的多项式

,

我们只要造出一个
n
次标准多项式 (5

.

2)
,

使它在 X ~ 。上存在一个区间
,

当这 (5
.

2) 经 X 二 二 + 户变换后
,

成

为只有一个衰减系数 拼 而有 m 个不同频率的系统

(5
.

2) 的(1 9) 当 X ~ 0 时成为

K e (o) ~ 一 夕2

「b卜
2 一 夕

‘

b
。 一 ; + ⋯ + (一 i )

”

(夕
2

)
,

] (5
.

1 )

任取 m 个相异正数 P
,

(i 。 1
,

2
,

⋯。)
,

作

K 。 (o) ~ 一夕“ 11 (夕
,

一夕‘)

应用根和系数的关系式

艺 户
‘
~ b

: ,

⋯⋯ 11 户
,
~ b一

:

以此各 b
,

能够使 (5
.

2 )合乎要求 现说明如下
.

将各 P
:

按大小排列
,

K e (q
,

)斗 0 ,

于是

。
, ,

二 。
, _ 、 ~ 峨

_ _
,

二
。二 d K 。 (0) ~ 一 ~

: 1 二 ‘

只U田 爪o u le 正理
,

位 P 卜
1

又P 乙l刊 -
- 一〕下

,

一一正们一恨 q
, ·

亚练U y

0< 仇< 力
,

< q ,

< P
,

< ⋯ < 如< P
。

⋯ d K汀 0)
_ , 、

.

, 。
.

, _ 、 _ _ _ , , _
.

_ 、 , 。、

四 一一石丈于一 留 一 艺氏
一 : 召十 4口卜

;

犷 一 ⋯ 十 t 一月~
‘

叉艺m 十 艺八犷尹
“甘

所以 y ~ O 是
d K c (0 )

d 夕
~ 0 之根 又

d
名

K
e
(0 )

d夕
2

{夕
一 。

二 一 Zb卜
:

< 0

所以 y二 0 时
.

K c (0) 是极大值
。

于是可知 仇
,

q :

⋯时 K 。 (的 是极小值
, q Z ,

q ‘⋯时 K c (0)

是极大值 设 M 是 K c (0) 各极小值的最大者
,

l是各极大值的最 小者 则 (M
,

l) 就 是

劣 ~ 一 a :

/
n a 。

上的相对稳定极限区间

施行坐标轴的平移
: X 二 二 十 户

,

K
产
~ K + C 可以将这区间放置寸 (左

,

x) 平面中任何听

需要的地方
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