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摘 要

本文介绍有关的一些泛系分析概念(诸如泛系
、

泛系空间
、

泛系逻辑空间
、

半序度量泛系等)
,

把凸集理论
、

B a n a e h 完全性定理
、

L a x 等价理 论
、

K u h n 一T u e k e r 型 定理
、

口y6 o : 二双二。盆一M二 ·

二。T 二 二 型定理等推广于半序度量泛系
,

发展了不同于传统结果的一些形式
,

并研 究 了一般的算子

方程的稳定性及逼近的 M SP 转化原则
.

另外
,

对古典极值定理
、

变分学
、

互易原理
、

二次泛函变

分定理及单边变分原理给出一种统一的泛函框架并作了一些推广

一
、

泛系分析
、

逻辑空间与半序度量

!

泛系 分析是泛系统 (p a n sy s te m )
、

泛转化 (p a n m o r p h is m )
、

泛对称 (p
a n s y m m e t ry )

等概念的跨学科的研究与应用
,

是关于控制
、

识别
、

对策
、

推理
、

模拟与运筹等的基础研究

的某些推广
、

补充或新的概括
〔2 , 3 ’

.

力学与应用数学理论的探讨涉及一般的系 统
、

转化与对

称概念
,

涉及识别与模拟问题
.

变分与驻值研究往往是一种特化了的泛对称分析
.

这一些使

得泛系分析的观点或概念与力学和应用数学的研究
、

与变分的转化分析有某种联系
.

下面引

入一些有关的概念作为讨论的工具
.

1) 关系空间
、

结构空间与泛系

设 江为某一给定的包括选择公理在内的 Z e r m e lo
一
F r ae n k e l公理 系 统 的任一传递模型

所有序数构成的类
.

设对任何 元〔刀
, a *

为一给定集族
.

设 L 为某一给定集 (或代数系统
,

一般为一半序集或格)
,

叫初始原型逻辑或初始 原 逻辑
.

记 a ; + :

垒 (a * , a , , :
)

,

矶垒a0
,

a
,

垒 a ;
.

设 E 为某给定集合
,

叫基集
,

定义关系空间如下
: G

,

〔E
,

丸)会E
,

G ‘【E
,

a
:

)垒〔U
co

.

F ( a i

(L个(E x F )) ] U 〔U L个E
n

3
,

G 孟+ ‘〔E
,

在; 十 . )么G
‘

[K
. a * , :

)
,

这里 K 会G
孟

[E
,
a :
)

.

若 几为

极限型序数
,

G 孟【E
,

在* )全 U G
“

〔E
,

a刀
.

有时省掉标志 在,
.

R 任G 孟【E ) 称为 E 的 几级关系
.

对于基集 E
,

参量集 M 的结构空间 J诫E ) 或 J[ E ) 是通过其 子集 或 乏 晰子集来定义

的
.

H c 了[E )指存在序数 几及 在; ,

使得 H C G 久仁E UM
,

在* ) 或者 仃 任动 G 孟〔五U M
,
在‘)

.

H 的元叫做 E 的泛结构
.
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组合 (E
.

H )
,

或记为 E / H
,

就叫做泛系
.

有时也简称 E 为一泛系
.

若其隐定义了某

泛结构 H
,

有时称 H 本身为泛系
.

E 与 H 往往进一步表述成更详细的 多 元 体或直积的形

式
.

大部分当代数学概念都可描述为泛系
.

在泛系分析框架下
,

对数学研究 已经给出了一种新

的统一描述
,

对 Z ad
e h 和 Poi n c a r 己两类乏晰概念给予了推广

,

并且把 K al m an 的观控性发展

为泛系观控性
,

把黑箱原理发展为泛箱原理
、

泛系观控律
、

会诊原理与泛系抽样律
,

把 B oo le

差分推广为泛系差分
.

另外
,

把传统逻辑 (二值逻辑
、

多值逻辑
、

乏晰逻辑
、

陈廷槐四值逻

辑
、

积空间拓扑学等) 的某些基础研究发展为泛系逻辑
,

特别是展开了动态阴阳逻辑
、

乏晰

逻辑
、

转移逻辑的新研究
.

同时
,

泛系分析总结了模式识别与人工智能的某些原理
,

给可靠

性的研究提出一种统一的概念性框架
,

研究了泛结构的守恒性以及力学
、

物理
、

生物学
、

通

信等的一些原理与概念
.

2) 泛系逻辑
、

泛系空间与泛系逻辑空间

广义的泛系逻辑即作为推理分析或方法学 的泛系分析本身
.

泛系分析的概念
、

原理与模

式在方法论及推理运筹中的运用即组成了泛系逻辑的内容
.

相对 狭 义 的 泛 系 逻 辑 指关系

fc= E x E
产

或 f 〔L个(E x E
尸

) 引伸的某些转化 H , H
产

(H c J[ E )
,

H
,

c J[ E
z

)) 在推理分

析或方法论中的研究与应用
.

特别当 E
产
二 E 个尸 的形式的时候

,

E / H 叫 原 逻辑
,
E ,/ H

‘

叫

次逻辑
,

原次之间的泛结构的相对守恒性叫泛系逻辑守恒性
,

这是一种特殊的商积关系形式

的泛对称
.

泛系逻辑的数学研究有许多内容是涉及这种泛对称性的
,

而次逻辑往往表现为一

种泛系逻辑空间 (见下 )
.

在泛系 E / H (H c= J , 〔E )) 中
,

若 M 本身为某泛系 (即有某种泛结 构 H
o

c J。厂M )设

置 )
,

则 E / H 叫泛系空间
.

从某种意义讲
,

泛系空间与泛系是一样广泛 的 概 念
,

而且往往

等价
,

只不过泛系概念只把 M 作为参量集
,

而泛系空间概念强调 M 的结构以及它与基集的

复合结构
.

这时 M 或 M / H
。

叫系数泛系
.

次逻辑 由于各种各样的泛系逻辑守恒性而具有原逻辑的某些类似数学性质
,

这方面巳有

许多具体的研究 (见【2
, 3 」)

.

而且次逻辑是以原逻辑为系数泛系的泛系 空 间
,

这就是泛

系逻辑空间
.

泛系逻辑空间是当代最活跃的一批数学概念在泛系分析框架下的概括与推广
,

它包括
:
线性空间

、

凸集
、

线性半群
、

模
、

乏晰集
、

乏晰关系
、

积拓扑空间
、

超积
、

半序度

量空间
、

流形
,

等等
.

当系数泛系分别为域
、

环
、

〔O
,

1 〕(或凸集)
、

〔O
,

oo ) (或 线 性 半 群)
、

B o ol e
代

数
、

软代数
、

半序集
、

(Po
set ) 或格时

,

泛系逻辑空间相应为线 性 空 间
、

模
、

凸集 (或乏晰

集 )
、

线性半群
、

B o ol e 代数
、

软代数 (或乏晰代数
、

乏晰集)
、

半序度量空 间 (或格
,

或 L

乏晰集)
.

泛系逻辑空间除本身的运算或泛结构外
,

还有与系数泛系的复合运算或复合泛结构
.

并

且其中许多运算与泛结构是由泛系逻辑守恒性而仿自系数泛系
.

3 ) 半序度量泛系

设 L 为一半序集
,

H C 甘[L个(E 个了
‘

)」
,
了,
为参量集或正整数

,

{“}是任 给 定的
,

则泛
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代数系统 (E
,

H ) 或 E / H 叫半序度量 泛 系 或 半 序 度 量 空 间 (p
o m e tr i。 Pa o ys te m )

.

j 〔L 个 (E 个I , ) 表示 E 的一种 I , 元半序度量
.

现代数学中的距离空间
、

赋范空间
、

赋半序

范空间等都是半序度量泛系
.

泛系有了半序度量就可对元素或关系进行比较
,

这是极值
、

驻

值
、

变分与运筹等进行分析的基础
.

若仅限于有比较关系
,

L 可以推广为拟半序集 (即半序关系不限于有反对称性的推广
,

x ) 夕, 夕) 二 不一定要求 x = 妇 或一般的传递关系集
,

相应的泛系为拟半序度量泛系和传递

度量泛系
.

更复杂的半序度量泛系及其推广是 H = L个H
产 ,

H
,

c J 〔E )
,

形成的(E
,

H )
.

在力学及有关的应用数学中
,

最常用的是当 E 是模或线性空间的子 集
,

而 L 是备的或

有限备的半序模
、

传递模或半序线性空间的时候
.

为了论述方便
,

我们大都 限 于 E 是线性

空间或其子集
,

而 L 是备的半序线性空间
,

但一些结论往往可推广 于模
.

二
、

半序度量泛系中的凸集
、

极值逼近与方程稳定性

1) 算子连续性与有界性的转化

设 L 为有限备的半序线性空间
,

( 0 ) 收敛及有关概念按传统方 式 定 义 (见〔1 〕)
.

设

( 。 ) 为 L 中某一正元素族
,

I 为某定向序集
,

(为)c L 为 ( 。 ) 收敛于 二 。
〔L 是 指 对 任何

给定的
。〔(

。)
,

存在 t。= t。(
。 ) 任I

,

当 t) t。时
,

有 !二
, 一 二。l(

。
.

这 时 记 (。) 一 lim 劣 ,
= 二。

或 二 ,一

马
x 。

.

设 L, c L
,

若对任何
。 6 (e)

,

存在 a 〔R
,

a > 。
, 。 = 。(习

,

使得对二 〔L,
,

有 }川 ‘a 。
,

a 与 x 无关
,

R 为系数域实域
,

则称 L
尹

为 ( 。 ) 有界
.

L中的( 0 )收敛
,

(的收敛及有界性概念可以引伸到半序距离空间(E
,

川上
, p 任L个E

“ ,

p (x
,

妇 = 风 , ,

劝
, p > 0 并满足三角不等式 (简称G

+

空间
,

若p 恤
,

妇 ~ 0 与 x = , 等价
,

则称G
十 +

空间)
.

若 (的是L 的某些正元的集合
,

以之 引伸出收敛与有界的概念
,

泛系 (E
,

P,

(e ))或 (E
,
L

, p ,

(
。))相应叫 (

: )G
+

和 (。)G
+ 斗

空 间
.

若 E 为 线性空间或模
, p (劣

,

, )

二 p (x 一 g
,

O)
,

以p (x
,

0) 为范数 }{x ll
,

则叫(习口
十

范和 (
。)G

十 +

范空间
.

若范数是绝对齐次

的
,

U几xl l= }川 }}川}
,

则分别叫 (的G 吉范和(。)口护 范 空间
‘

可 以 证 明一般线性拓扑空间为

(。)‘护范空间
.

按通常方式可定义(
。
)G 右范空间之间的映射算子的线性

、

连续性与有界性
.

对 (的引入两个条件
:

B C ( 1 )
:
对任何

e 〔(
e )

,

存在
r ,

0< r< 1 ,

使得。 〔(
e )

.

BC ( 2 )
:

对任何
“ , e ‘

任(
“)

,

存在鹿> 0 ,

使得
“< 存e

‘ ,

掩与‘, “ 有关
.

仿传统泛函分析的证法 (见【1 〕第二章 务2 )
,

可得

定理 1 设 (E
. ,

L
. ,

1[
‘
!!

, ,

(
。
)
。
) 为二 (

。)吞护 范空间
,
A : E

I

, E
:

为线性
.

若(
e )

:

C

B C ( 2 )
,

则由A 之连续性导致A之有界性
.

若(
s)

,
〔BC ( 1 )

,

(
。): 〔B C( 2 )

,

则由刁之有界性

导致 A之连续性
.

注 1 对有界线性算子 A
,

由}}xll
;

‘
。 ;

导致 }}A刘
:

( 刀勺
,

这样的刀的下确界记为}}川1
,

它可以看成A的广义范数
,

(L (E
, ,

E 口
,

R
,

}卜}})就是一‘言范空间
,

若 E 均为(习G 言
干

范

空间
,

则它是G 百
十

范空间
,

这里L (百
: ,

E 口是 E : 到 E
:

的有界线性算子族
.
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2 ) 线性半群
、

凸集与极值通近

设 L 为备的半序线性空间
,

L
、

为其正部分
,

(E
,

L
,

}卜U
,

L
*

)为(习G 言
干

范空间
,

厅为

E 之线性半群
.

记E 釜
是 f

: E , L 的线性连续映射的总体
,

B 的共辘半群B 补
是满足f (劝乒 o

(x 〔B ) 的 f 任E 朴 的总体
.

这时由 B 份 引 伸出 E 苦 的半序结构
,

f) g 等价于 f( x) > 抓x)

(x 〔B )
.

若E 为拓扑空间
,

B 具有内点
,

则称 B 为实心的
.

B 的 内域记为B
.

对任何 空间

F 的零元记为0F (在不产生混淆时不记下标 )
.

线性半群 (或凸锥 )
、

凸集的性质是极值与驻

值研究的基础
,

也是变分转化分析与最优逼近分析的工具
.

定理 2 若 B 为实心
,
L

,
〔B C ( 2 )

,

f : E , L
,

f (二 )) 0 (男 〔B )
,

当f为线性时
,

则必

f 〔B
朴

.

证明 设二 〔B
,
犷为 。E 的一邻域

,

使得 x + 厂c B
,

这时有 }f (妇 }( f (x )(夕〔厂 )
.

由条件

B C ( 2 )
,

对任何
e 〔L

+ ,

可选几) 。
,

之f(劝 < 。
.

这时对 ,
’

〔义厂有 {f勿
‘

) I<
e ,

故 f 在 0E 处连

续
,

由线性可导致f e E 份
、

证毕
.

注 2 定理 2 描述了序结构与连续性的一种转化关系
.

定理 3 若 B 为实心
,

f 〔B气 x 〔B
,

{x
‘

In二 一 xl l《Pe }c B
, 。 ,

a 〔L
十 ,

则 必 f( 劝

) p 己l}f }}
,

}}j}}为算子范数
.

证明 因对 l}
u
}}(

。,

有二 士p u 〔B
,

故 f (x )士p f (
“)> 0 ,

即f (二 )》p {f (
“)卜由算子范

数定义即证明了定理
.

类似古典凸锥理论有

定理 4 若 f 〔B 气 f祷O沙
,

则对 男 〔B 有 f (x) > O

像古典凸锥理论一样
,

仿 H a h n 一

B a n
ac h 定理证法可得

.

定理 5 设 L
,
〔B C (2 )

,
B 铸E 为实心

,

E
l

是线性子空间
,

存在某 x 口 任E , 门B
.

设 f
、 :

E : , L 为线性连续
,

f
:

(劝》 0( 二 任B n E
: )

,

则存在 f
:

E , L
,

它在 E
,

上与 f
,

相重并属于

B 补
,

由定理 5 可得到

定理 6 若 B 笋E 为实心
,

必 B 朴
非空并有非零元素

.

定理 7 设 L
,

〔B C ( 2 )
,

几
,
B :
为线性半群

,

B :
为实心

,
B

:

与B :
不相 交

,

则 存在

f 〔E 气 f特 0 二.
,

使得 f (二)> o : (二 〔B
:
)

,

f伪)( o : (夕 任B
:

)

注 3 证法同凸锥理论
,

主要是对 B 二 {x 一川 x 〔B
卫, y CB

Z

}应用定理5
,
B 釜
为非空并包

含非零元
一

定理 7 是有名的分离定理对赋半序范空间的推广
.

由分离定理即可把凸集的 A sc ol i一M a z
ur 定理与 E id el hei t 定 理 推广于半序度量泛系

.

定理 8 设E
,

为E 之线性子空间
,
尸 = E

’

+ a , a 〔E K 是一有内点的凸集
,

K n F 非空
,

则必存在f 〔E 气 f(二) 一
c
对某

c 〔L
,

及劣 〔K 不变号
,

定理 9 设K
: ,

K :
为E 之凸集

,

K :
有内点

,

K :
n K

:

非空
,

则必有超平面{川j( x) 二时

分离K
; ,

K :
,

古典的情况证明见〔1 〕第五章
.

定理10 设 L
,

〔刀C (2 )
,

B *
为 E 中实心线性半群

,

n B
, 非 空

,

I 二 {朴 为有限 参量

集
,

则 (门B 泥)赞 = 艺B气
.

证明 若 f 〔乙竺
、 ,

则存在f
* 〔B气使得f = 乙了

* ,

因而对“ n B , ,

f
、

(x) 》仇
,

故有
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/ (x) > O:
‘

这就证明了习B 怜 * c (n B , )补
.

对 E 个I 建立 (。)G 言
十

范空间(E 个I
,

L 个I
,

{卜!}
。 ,

L
,

个I)
,

B = 门B , 是其中之实心线性半

笋久而 E 个I 的对角线子空间 D 与 B 之交非空
.

若 f 任(n B
,
)气则在 刀 上定义f 任D

带 于下
:

f(劝 ~ f( x)
,
x 〔刀

, x 任E
,

f 在 D n B 上非负
,

由定理 5 ,

f可延拓于 E 个I 并 在 B 上 非负
,

f(二) ~ 名f
* (x ) = f(x )(x 〔E )

,

f
, 任E 气 这时容易证明 f

, 任B户
.

因此 (门B * )资c= 名B ; 气

证毕
.

注 4 若 f 〔E 气 B = {x }f (x ) = 0 : }
,

则B 各 = {几f !几〔R }
.

若 B 一 { x }f(x )) 0 : }
,

f笋 0 : , ,

则 B 关一 {几f】O( 久< co }
.

按 L = R 时的方式定义伴算子
.

若 E I ,

E
Z

为 G 言
十

型空间
,

E = E : x E : ,

T
:

E : , E :
为

连续线性
,

B = { x lx 〔E
, x ~ (二 : , 二2

)
,

T x ,
= x :

}
,

则 B 铃 = {f {f 〔E 气 f二 (f
l ,

f
: )

,

f
: 二

一 T 关
f

:

}
,

这 里 T 苦
为 T 之 伴 算 子

,

T 斧 :
E 尹* E

:

气 T 补
f

: ‘

~ f
: ’ ,

f
: ’

(T 二 :
) = T 份

j
: ‘

(二
:
)

~ f
:

‘

(二 :
)

.

注 5 对线性空间 E 的子集 E
‘ ,

若 x 〔E
‘

对任何方向自x 发射的直线与 E
‘

之交必含某

线段于 E 之中
,

则 x 叫E
‘

的辐射点
,

E
’

之辐射点之总体叫辐射核
.

在上面所述的半群与凸

集的命题中往往要求是实心的
,

这涉及 内点的概念
,

因而必须引入拓扑结构
.

但是许多结果

即使在一般线性空间也有相应形式
,

而辐射核可看成集合内域的一种推广
,

这时延拓与分离

定理也有相应的发展
.

B an ac h 关于完全性与封闭性的等价定理是泛函分析与逼近论的基本定理
,

在上 面预备

的基础上
,

我们把它发展为半序度量空间线性半群非封闭的定量形式
.

对 二。任E
,

对 B 定义 x 。

的逼近度 B (二
。,

B )= in f llx
。一二 !}(x 〔B ) 和 残缺度 C (x

。,

B )

二 s u p If (二
。

) }(f 任B气 llf .l~ 1 )
.

定理1 1 设L 为备
,
L

,

任B C ( 2 )
,

(E
,

L
,

}卜 1}
,
L

+

)为(
。
)G 言

+

范空间
,

B 为E 之线性

半群
,

则B (x
。,

B )二C (二
。,

B )
.

证明 由定义易证C (x
o ,

B )《B (x
。,

B )
.

故若B (x
o ,

B ) = 0 :
.

定理即已证
.

若 B (二0 ,

B )护OL
,

令 B : = {久(x
。+ e

) .几) o ,

!}
e
l}< B (x

。,
B )}

,

则 B
;

为 实心半群
,

并

且B
,

与 B 不相交
,

因此由分离定理
,

存 在 f
,
〔B 劳使f

,

(妇( O: (y 任B
:

)
,

f
; 笋 O尹

,

定义 f为

f
,

/ 11f
:
}卜 则 f 〔B气 }}f l卜 i ,

f(, ) ( o :
(, 〔B

,

)
.

这 时 可 证 }f(二
。

) }》B (x
。 ,
B )

,

因 此

C (二
。,

B )> B (丸
,

B )
.

结合已证的相反不等式
,

定理得证
.

注 6 若 B 为线性子空间
,

L 为 R
,

B (x0
,

B ) = C (朴
,

B ) = O
,

则定理 n 即 为传统定

理
.

注 了 在定理 11 的条件下
, x 〔B (B 的闭包)的充要条件是 f

的充要条件是f 〔B 气f笋。尹
,

包含f(x) > 0 :
.

若 x 〔B
, 一 x 〔B,

〔B 釜包含 f(x )》O:
,

而 x 任B

则对 j 任B
朴
有 f(劝 > 。L

.

3 ) 方程族的稳定性

对于模
,

条件B C ( 1 )
,
B C (2 )推广为

B C ( 1 户
:

存在 8
。
〔M (环系数泛系)

,

而 0百
‘

分大的
n 有8

。。 〔(
。)

.

B C( 2 户 :
存 在 0

。

〔M
,

8万
‘

存在并属于 M
,

刀 = N (夕
, 。 , 。‘)

,

使得
n > N 时

,

0消
。
簇

。‘
.

存在并属于M
,

并且对任何
! 〔(日

,

对充

并且 对 任 何 刀〔M
, 。,

川 任(e)
,

存 在
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设(三
,

几
,

卜}}
: ,

(习
.

)
, ‘二 1

,

2 ,

为二半序度量泛系
,

三
,

L
‘

均为模
,

系数环M也是

半序性的并且是可换环
,
L

、

为半序集
,

并要求几〔M
,

之) 。M时
,

对x
,

, 〔L
。 ,
‘> 夕 ,

几戈) 切
·

对范数卜1}
:

三角不等式成立
,

非负
,

并且 {l
e .

!}
,
= 0 :

、

与
e 。
= 0 :

‘

等价
,

{}几
e ‘

{1
,
= 1几}}}

e :

l{
‘

.

这

时E
,

叫 (e) M言
‘

范空间
,

(习G 言
+

范空间是其特例
.

设f
。 :

E
;

, E :
为线性

,

按 1) 方式定义连续性与有界性
, a 为参量

.

这时定理 1 可推广为

定理 1 关
若fa 为线性 (可加齐次)

,

(习 : 〔B C ( 2 )气 则由几之。一致连续性 导致f
,

的

a 一致有界性
.

若 (的
、

〔B C ( 1 )气 (e)
: 任B C (2 )气则 由f

。

之a 一致有界性导致 f
。

的a 一致连

续性
.

定理 1 杆 若几为线性
,

(的
:
〔B C (2 )气则 由 f石

’

之 a 一致连续性导致 几 的 。一致反有

界性
.

若 (习
: 〔B C ( 1 )气 (习

: 〔B C ( 2 )气 则由 f
。

之 。 一致反有界性导致 f万
’

存在并一致

连续
.

方程或空间转化的扰动误差叫原误差
,

它以截断误差和舍入误差概念为特例
.

方程解的

误差叫次误差
.

方程族或空间转化族之逆转化对族参数的一致连续性叫稳定性
,

这一概念概

括了差分方程与微分方程的许多稳定性概念
.

在新概念下
,

定理1 签 和 1杆转化为

定理 12 当f
,
一致有界时 (若 (习

, 〔B C (2 )气 f
口

一致连续时即如此)
,

则次收敛性导 致

原收敛性
.

当次误差《省
。(。〔(。)

:
)时

,

原误差( 刀占
。,

(。
,

〔(。)
: )

,

这里 l}二}1
;
《

。、 1}f
。x {}

2
( 脚

,
.

定理 13 设(e)
。
〔B C (1 )

肠
n B C (2 )气

1

则稳定性与一致反有界性等价
.

设原误差镇如 ,,

则次误差 ( a 加
,

这里 }lf
o

xl !
2
《了今 1】川}

:
《。

.

线性拓扑空间是特殊的(
。
)口护范空间

,

因此用共鸣定理可证

定理 1 3朴 若 E
。

为线性拓扑空间
,
E

:

为第二纲
,

f
。

为原收敛
,

则稳定性
、

次收敛性和

f万
‘

的一致有界性等价
,

而且次收敛性导致稳定性与f万
’

的一致有界性
.

对差分方程及泛函方程的稳定性
,

这些结果是L a 二 等价理论的发展
,

以【4
, 5」中所提诸家

的研究为特例
,

而论述相对统一概括
.

三
、

半序度量泛系中的驻值问题

1) K u hn
一
T u c k e r 型定理的推广

设E
二 ,

E
, ,

E
z ,

为线性半序空间
,

零点分别为 0
二 ,

妈
,

仇
,

对任何半序集 口
,

其极大集

G 么王川 二 〔G
,

若x, 〔G
,

丫里二 ,

则 丫芝x }
,

类似定义极小集 G 及极值集 G
.

设B
:

c= E
: ,

定义B
:

(f
, g )= { (g

, z
) }夕〔E

, , 夕簇了(二)
, 二 〔凡

, 二
( 夕(x )对某 x CB

:

}
,

这

里f
: B

:

, E
, , g : B

:

、E
二 .

定理 1礴
.

若B
:

(f
, g )在E

, x E
:

中为凸并有内点
,

f(x
。

)》f(劣)(x
,
x 。
〔B

二

)
,

g (x
。

)> 0
: ,

L为备
,

则存在不 同时为零的时 任E 尝
,

对 任E 曹
,

协井
> 0 , .

(E 梦的零点
,

其余类似)
,

对羹O产
,

使得L恤
, 二气 沪) ~ , 釜〔f (二 )〕+

: 朴 [口(x )〕于(x
. , 二言)有时 鞍点 : L恤

, 二曹; 夕曹)《L恤
0 ,

二言; , 言)簇L (劣
。, 之补 ; 夕言)

.

证明 因 (f(二0)
,

0z ) 是 B
二

(f
, g ) 的界点

,

故存在不全为 零 的 (时
,

君 )
, g 言〔E 氛

二合〔E 曹
,

使得对勿
,

z) 任B
二

(f
,

g )有

g 吉(夕) +
z 言(

二)荟, 誉[f (x
。

)〕+ 二言(0
:

) (
. )

因此有
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, 言[f (劣)〕+ : 言〔夕(戈)」基夕尝[f (戈
。

) ]

z 言[二〕基0 , (二墓0
:

)

y言[ g 〕墓0 , (夕墓f (x
。

))

后二式导致对里。
:
补,

时鑫。
, , ,

而第一式导致对〔g (戈
。

)] 二。
L ,

结合起来即证 (x
。 ,

对 )是时鞍

点
.

证完
.

定理 1 5 在上定理条件下
,

若存在(, , , z , ) 〔B
、

(f
,

夕)
, 二 , > o

: ,

则必岭笋 0
, ,

,

证明 因若时 = 0 , 二 ,

代入定理14 证 明中之 (劝式
,

得到君【
二钊( 仇

,

因 而 君【
二刹 ~ O:

.

但是君里仇
, , 二誉特 。产

,

只能二忿〔二刹 笋仇
,

产生矛盾
.

证毕

由上述定理得到K u h n ,

T u e k e r ,
Sla te r ,

U z a w a ,

H u rw ie z 的定理的一种推广形式
:

定理16 设B
‘

为凸集
,

f与g 为凹
,

存在戈 , 任B
二 ,

抓 x 劝 > o
, ,

则二。 为f在B
二

中之极大并使

夕(二
。

)皇。
:

之充要条件是存在 y言任E 尝
, 二言〔E 曹

, y言鑫0
, . , : 言里 o

a , , y言祷 0
, . ,

使 恤
0 , 二0 份

) 是

L (x
, 君, ; 夕,

)的‘鞍点
.

2 ) 几V 6 o e “认k “两
一

M。。价了。“型定理的推广

月y 6 oB
H

职时和M 。二。 T o H 的工作是把极值性与约束性这些泛对称用一些凸锥或线性半

群B ;
来刻划

,

于是约束极值的一个必要条件是 n B
*
为空集

,

因而导致存在不都恒等于 0 的

连续线性泛函 b贯〔B贯
,

使得 云树 ~ 0
.

在特殊情况下就可转化为极值控制的n o H : p 二 r , H
原

理
、

多变量分析的条件极值定理
、

变分法的 E ul e r 一

Lag
r a n ge 方 程 和数学规划中的 K u h n -

T u e k e r
定理

.

这一工作可以这样来推广
,

一方面 目标泛函可以改为一般取值半序线性空间的算子
,

另

一方面
,

对偶锥 B贯不 是泛函集
,

而是类似的取值半序线性空间的算子集
.

由二
、

的论述
,

对值空间是序备的情况
,

只要正部满足B C (2 )
,

传统泛函分析 (包括凸锥理论) 的大部分结

果都可推广
,

这也包括八y 6 oB 。 双 R H 益和M。 二。 T , H
定理

.

下面 引入的概念与分析与传统的有

些不 同
.

设约 束 集 为 B c E
x , 二。〔B

,

R : ‘(O
,

l) , B
,

R (0) ~ x0
,

并于 之二 。处 可 变 分
,

则

jR (0
,
1)”叼做于 x “ ‘ 。

处B 的可孪分方向
,

其总体记为B (x
。

)
·

h 任B (x
。

)表示可在B 中引一曲线

R 以)(几〔〔0
, 。
))通于R (0) = x 。,

并在 x 。

处有切方向h
,

或者说 x 。 + 几h 邻近有 R (几)任B
,

邻近

程度比 几的阶要高
,

这里G (x0
,

h) 垒玉二
。+ 劝 }O( 久< 叶

.

可变分方向是传统切方向与容许方

向 (能行方向) 概念的统一
设 B c E

二 ,

f
: B , E

, , 二。 任B
,

占R (o
,

z ) 〔B (x
。

)
,

若 存 在 。。= e 。(占R (o
,

1) ) > o,

占二占(6R (0
, 1 ))> 0 ,

使得 几创 0
, 。。)有 f (R 以 ))) f (x

。

) + 久占
,

则dR (0
,

1 )叫做 f 于 戈 。
〔B 的

升向
,

并记为占R (0
, 1 ) 〔B (二

。,

f 个)
.

显然B (x
。 ,

f 个)C B (二
。

)

定理价 若约束 B = 门D ; ,

则 f
: D ; 。E

,

于二 ~ 二 。
e B 为极大的必要条件是 门D

, (x
。 ,

f个)

为空
,

或(门D
, (二

0

))门B (二
0 ,

f 个)为空
.

证明 由定义即可推得
.

定理 18 若不为序备
,

L
*

〔B C (2 )
,

D ; (丸
,

f 个)为 凸
,

并至多除一个
“

厂 外为实心
.

则f于二。为极大的必要条件是存在不全为零的 d 贯〔D 贯(x0
,

f 个)
,

使得名 d 贯~ 仅
二

.

证明 因对以 L 为值的半序度量线性空间
,

分离定 理 7一9 成立
,

故 对 例 外 的 之
。 ,

若

D ~ 门D , (心
,

f 个)(几笋瓜) 非 空
,

则 存 在 不 为 零 的 d 关 〔E 贵
,

使 得 d
关

(对异O‘(劣 〔D )
,
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尹 (劝‘ 0 : (x 任D 入。(二
。 ,

f 个))
,

再由定理 10
,

知存在d 竺任D 贯。
。,

f 个)
,

使得d 铃 ~ 公 d 贯以铸 几
。

)
.

令 d 贯
。= 一 d气 即证

·

对于D 为空
,

可用归纳法证明
·

定理 19 在上定理条件下
,

若 D ;
(x0 )

,

B (x0
,

f 个) 均为凸锥
,

并且至多除一个外为实

心
.

则 f 于 x 。

为极大的必要条件是存在不全为零的 d 贯〔D 奴x0 )
,

尹 〔B 权气
,

f 个)
,

使得

b解 十 艺 d 贯= O
二 ,

注 8 对偶空间的元素可看成微商或变分的一种推广
,

因而定 理 18
,

19 的 条件可看成

E o le卜La gr a
雌

e 方程的一种广义形式
r

四
、

逼 近 转 化 定 理

最优逼近可看成与变分联系的一种特殊驻值问题
,

它的研究与一般逼近的转化有关
.

条件M
:

l) 设 E 土
为二线性空间

,

集 E .
c E

+

n E
一 ,

M (f
一

) 为按 E
一

之范卜U
一

是 E ,
对

f
一
〔E

一

的某一最优逼近元
; 2 ) 对

e 〔E ,
有 {lell

’

《g (“叫
一

)
, 夕为非降

,

}卜11
十

为E
+

中的范数
,

3 ) 对 f 上 〔E 士
有 P 〔E ,

使得 }}f
土 一 P }}

士
(

e士

定理2D 在条件M之下有估计

1If
+ 一M (f

一

)}l
‘

《
。‘ + 夕(Ze

一

)
·

证明 实 际 上
,

}}f
+ 一M (j

一

)1}
+

《 }}j
+ 一 夕l卜+ }IM (f

一

)一 P }!
今

《
e + + 夕(}!M (f

一

)一 Pl犷)

‘。+ + g (2 。
一

)
.

条件 S
:

l) 设E 为线性赋范空间
.

有两种范 “钊气 S : E , E ; 2 ) 对任何
e : , e :

〔E
,

有

l!S (
e , ) 一 S (e

:

) }l
十

( 护(}l
e : 一 e :

}l
一

)
.

沪非降
; 3 ) 对f

士 〔E 存在 夕 〔E
,

l!f
士 一 夕l{

士
( e 士

,

}15 (夕)一

户}}
+

( 叮

定理21 若条件S成立
,

则有 11f+ 一 S (f
一

)U
十

《
e 十 十 勺十袱f )

.

证明 实际上
,

}}f
十 一S (f

一

)}}
十

《11f
+ 一 S (P) }}

十 + l}S (P ) 一S (f
一

)}!
专

《】}f
十 一 Pl}

+ + }15 (P)

一 夕}1
十 + 功(1}力一 f

一

}1
一

)(
。十 + 刀+ 沪(e

一

)
.

条件 P
:

1) E 士 为 二 线 性空间
,

分别定义范数 卜妊
; 2) 人任加

,

b)
, a
》0

,

E *
C 艺

一 ,

E 入
:

c= E 入:

(几,
( 几

:

)
; 3 ) 由

e , , e :
任E ; 导致士(

e , 一 e :
) 〔E

, ‘: , , a 以)为几之某函数
; 4 )H

:
U E

‘

, E
,

为线性
、

并对
e 〔E ‘

有 }}H ell
*

《甲以
,

U列
一

)
, 甲(二

,

刃对 x ,

, 为非降
; 5) 对某f

一
〔E

一

有

p ‘ 〔E : ,

I!f一 户,
}卜《

。
(几)

, 。
(几)非升

, 6) “
> i为任给常数

.

四 < b
‘

定理22 在条件尸之下有估计

,,H p一H p
·

,,
·

《
储

矿
}了

,

[
a “)

,

2·

(告)]半
证明 不妨设叮> 之

,

令
u = c Z ,

选整数m : , m : 使得 c “i 一 ’

‘泥< c ‘ i , c , : 一 ’
《”< 产

:
< 口一盈b

.

记

。.

为 H 夕
c · ,

则 {l。。
, 一。。 :

I[
+

《 }l。。
, 一。二: + 2 11

+
+ ⋯ + l}。。

: 一 1 一。二
:

11
+

《甲(a (m
: + i)

,

2‘(m :

+ 1 )) + ⋯ + , (。(m : )
,

2·(m
:
))、
}二:二:

, (口(c. )
, 2·(c, 一))d ,

,

利用 三角不等式并化简即

证定理
.

注 9 本节定理叫 M SP 转 化原则
,

是逼近转化分析中较普适的工具
,

可推广于半序范

等情况
.

结合 〔9
~

1 1」的工作
,

我们可发展复变函数逼近的一种转化理论
.



变分转化分析 (I )

五
、

单 边 变 分 原 理

设 E
, ,

E
,

为 二 线 性 空间
,

E
,

有极限概念
,

G (x0
,

h
, 。)二 {戈

。+ 免h 1o ( 久< 歼c E ”

g: ‘”E
, ,

砂△o
, ,

h 〔{h }C G
,

△ 〔{>
,
~

,

《}导致 g △。。(为 E
,

个E
:

的线性子空间的零元

素 )
,

则称 {杆为△完全 若E
,

有序结构
,

按传统方式定义算子对h 〔M的极值
.

若占f恤
。 ,

h)
,

△o
, ,

h 〔M
,

则称气是f相对于M的 △型变分驻值
,

若f, (x
。

)△。。
,

则称x0 是 f的△型导算子驻
,值

,

这时显然有

定理2 3 设户G (x0
,

h
, 。), E

,

于 二二丸处有一阶变分
,
h 〔M

,

为了 f 在二 ~ x0 处具有相

对于M的极小 (极大)
,

必须对 h 〔M有 己f (二
。,

h)> 0
,
(相应地 占f (x

。,

h )‘0 ,

)
.

因此
,

若

占f (丸
,

h) 对h是可加的
,

并存在h
。 ,

士h。 〔M
,

则f在丸有极值的必要条件是占f (x
。,

h
。

) = 。
, ,

这时若 魂h
。

}为 魂二 }完全
,

则 必 f’ (戈
。

)二 。。
,

若二阶变分存在则极小 (极大 ) 的必要条件为

夕f (x0
,

h ; )> 0
,

(相应 为 夕f (x0
,

h孟)( 几)
.

一般若 M 为{> }完全
,

f 于 x = x 。

有相对于

M 的极小
,

则必有 j’(x0 )> 。
二,

.

若 M 为 {《 }完 全
,

f 于 二 ~ 二 。

有 相对于 M 的极大
,

则必

f
,

(x
。

)‘0
二,

.

若 占f (二
,

h)有定义
,

记 M
. 二 {h !汀(x

,

h) = 0
, , x 〔M }

,

M
. = {劣 }占f (劣

,

h) = 0
, ,

h〔M }
,

并对某一确定的
a 〔E

: ,

记f试劝 二 f( 劝 一盯(二
, 二 一a)

.

这时经简单计算可得到

定理2 4 f于劣
。任M 对M

朴
(或于 二。〔M

,
对M )取变分 { ~ }驻值

,

并且这时 f
二

(x
。

) = f (x
。

)

对 x 。
6 M 门(M

势 + a ) 或 x 。
〔M

, 门(M + a )成立
.

若分 对 h 是可加齐次的
,

则 。f
, (x

。,

。)一盯(二
。,

, )一。f(x
。+ , *

,
, )一粤。f (

x 。+ , *
, 二。一 。

)
八

因而若等式右边八O
, ,

则 d f袱二。 ,

h) △O
,

.

特别是若 占f (二
,

h) 对 二 为连续
,
占f (x

。十从
, 劣。一 a)

= 0 (兄)
,
二。〔M n (M

朴 + a )或二。〔M
.
门(M + a )

,

则 f
, (x

。

)二 f (二
。

)
,

占f , (x
。,

h )二 0 ,
.

当 占f存在时
,

并在有关定义域上f (二)> f (x
‘

) + d f (丫
, 劣 一 x’)

,

则称 f为变分凸的
,

把> 改为《
,

则相应条件称为 f 为变分凹的
.

这时有

定理2 5 若 f 为变分凸
,

M c E
二 ,

则对 二 , 〔M
, , x 〔M 十 x ,

有 f(x) ) f(二劝
,

因而若

戈二 〔M
,
n (M 十 对 , )

,

则 x , 是 f 在 M + x . 上的最小点
.

若 占f (x
,

h) 对 h 为可加
, x ,

〔M
, ,

x 〔M + a , x 。
、

〔M
,
门(M + a )

,

则 f你)> f (x
。

)二 f
, (x

。

)> f , (x , )
.

若 x 。

是 f 在 M + a 中的

极值点
,

而且M + a o G (x
。,

士(x
。一 a )

, e )
,

则劣
。
〔M

, n (M + a
)

,

并且 x 。

是 f 在 M + a 中

的极小点
,

是f
, 在M

,
中的极大点

,

df (丸
, x 。一a) 二 0.

,

因而若 分(x
。+ 双 x 。一 a)

, x 。一a)

= 0 (之)
,

则df
, (二

。, x 。一 a ) = o,
.

证明 当二, 〔M
, , x 〔M + x , 时

,

汀(x , ,
x 一 二 . )二 0

, ,

由f之变分凸性得f (二)) f(二
一 )

若 x ,
〔M

, , x 〔M + a ,

则万(x
二 ,

x 一 a ) = o
, ,

由 己f (x
,

h) 对 h 的可加性得 占f (x . ,

二 一 二 ,

)二 一 df (二, 。
x

一
a ) 再 由凸性定义得 f(劝> f试 二.)

‘

对公共点 二 。
〔M

,
n (M + a)

即得定理中不等式
.

若 x0 是 f 在 M 十 a 中的极值点
,

而且M + a 包含 x 。

的 x 。一 。
邻域

,

由定理 23 得 占f( x0
,

二 。一 a ) 二。
, ,

由本定理不等式
,

知丸是f在M 十 a
中的极小点

,

是f
, 在M ,

中的极大点
,

由定

理24 得分试气
,

x 。一a) 二O
,

. ‘

证完
.

设 D c= E 里
,

H : D , E
, , M c E

: ,

A :
M , E

: .

若 H (A 戈
,

x, )二H (x
,

A丫)
,

称月对
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H 为对称
,

若H (A x
,

x) ) 仇
,

则称A对H 为正
.

经简单计算可得

定理26 设H
,

H
, :

D , E
, ,

H 为双线性
,

H
,

对第二分量为线性
,

H
Z :

E
、

、E
,

为线

性
,

夕
,

夕 :
任E

: , g 。任E
, ,

A 为齐次可加并对 H 对称
,

j( x) 二H (A
二 一 2夕

,

x) 十 H
;

(g
; ,

x)

+ H
Z

(义 ) + 夕
。 则 df (x

,

h) = ZH (A 劣一夕
,

h) + H
:
(夕

: ,
h) + H

: (h )
,

f
:

(劣 )二 ZH (A x 一 口
, a )

一H (月二
, 劣 )一 H

;
(9

1 , 二一 a
)一H

:
(x 一

a
) + 9 0 ,

鲜
。
(x

, h ) = ZH (A (a 一 x )
,

h)一万
: (g

, ,

h )

一H
:

(h )
.

若 A对H 为正
,

则 f 为变分凸
,

f
.
为变分凹 (因而可用定理 2 5)

若 ZH (A x 。一 夕,

h ) + H
:

(9
1 ,

h ) + H
:
(h)△0 , ,

h 〔M
,

则 称 劣 。

是广义 方 程 A 戈△g 相

对于 M 的 (H
,

H
, ,

H 口 广义解
.

由定理 24 一 26 可得下列许多结果
.

定理27 在上定理条件下
,

月二△g 相 对 于 M 的(H
,

H
l ,

H 刁广义解等价于 f 相 对于

M 的 △变分驻值解
,

而且下列三命 题 等价
:
1) 二 ~ 二。使 f 对 h 半邻域为极小 (极大 )

,

h 〔M
; 2 )6f恤

。,

h )> 0
,

(《0
,

)
,

h 任M
; 3卜

。
是 月劣) g (A 劣簇g )相对 于 M 的(H

,

H
: ,

H
Z

) 广义解
.

定理 2 8 在定理 26 条件下
,

若
a
是方程月二 二g 对 M 的 (H

,

O
,

0) 广义解
,

则盯 (二
,

h)

~ 一盯
,

(x
,

h)
,

h 〔M
.

因而若x0 是f对M 的变分驻值点
,

则必是 f
,
对 M 的入 (为△ 的不等

式之反 ) 变分驻值点
,

因而极大极小相反
,

并且x0 是A x △g 相对于M 的 (月
,

0 ,

0) 广义解
.

而当 占f (x
o ,

h ) ~ 0
,

时
,

f (x
o

) ~ f。(x
o

)
,

一般若 x 。

是方程 A x 二 g 对 M 的(H
,

H
; ,

万
:
)

广义解
,

则二 。

是相对于M的极值点
,

并且 f (x0 )二f试九)
.

若 A 相对于 H 为正
,

则 二。是 f

相对于M 的极小点和f
, 相对于M 的极大点

.

定理” 在定理 26 条件下
,

若定义域 B 为闭凸集
,

刁 对 H 为 正
,

则 下 三命题等价
:

1 ) f于 ‘ = , 。
〔B 取极小

, 2 ) 盯(二
。, 劣一 劣 。

)》 0
, , 二 〔B ; 3 ) A x 》 g 对 h ~ 二 一 二 0 , x 任B

,

于 x 。
有 (H

,

H
l ,

H 口 广义解
.

定理 30 在定理 26 条件下
,

若A 对 H 为正
,

M c= E
: ,

则对 二. 〔M
, ,

x 〔M + 二 *
有 j( 劝

> f (x
, )

,

因而若二 , 〔M
.
门(M + 二。)

,

则 男 .
是 j 在 M + x ,

中的极小点
.

若 x , CM
, ,

x 〔M

+ a , x 。
〔M

,
门(M + a

)
,

则f(x )》f (劣
。

) = f
,
(二

。
)> f

.
(二

*
)

.

因而这时df (x
。,

二 一二 。

)》0 , ,

df .
(二

。, 二 , 一 x 。

)> 0
, ,

并且 x 。

是 A x > 夕对于h 二 x 一二。

(x 任M + a ) 的 (H
,

H
l ,

H
: ) 广

义解
.

定理 31 在定理 26 条件下
,

若 A 对 万 为正
,

Mc E
, , 二。是 f 在 M + a

中的极值点
,

M + a
C= G (x

。,

士(二
。一 a )

, 。
)

,

则 二 。
〔M

,
门(M + a )

,

并 且 df (二
。 , 戈 。一 a )二 0 , ,

f在 x 。
任M

+ a
为极小

,

f , 在劣。〔M
.
为极大

,

并且 f (劝 > f (x
。

)二f抓x0 )> f试劣劝
,

同时 x 。

是 月x 李 g

对于 h = 二 一 劣。(x 〔M + a
)和是A 劣二g 对于x 。一 a 的 (H

,

H
t ,

H
:
)广义解

.

定理 23 一 31 是古典极值定理
、

变分学
、

古典互易定理
、

二次泛函变分定理及单边变分原

理的一种统一与发展
.
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