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摘 要

本文讨论了三个问题
:

1
.

讨论了有限变形特征张量 少‘

的物理意义
,

作为B
.

月
.

B 。 , 助p 、 一文 121 的补充

2
.

对W
.

S e g a 可a 一文t’] 列出的四个有限变形特征张量进行了分析和补充讨论

3一般的有限变形通过简单加载过程实现的可能性并不总是存在的
,

这就要看所给出的有 限

变形是否满足相容性方程
.

本文指出
,

月
.

H
.

C e朋 : t91 所举之例在k = l时也不满足相容性方程
,

C恤。, 所给出的变形不管 k 等于什么值都不能通过简单加载来实现的
.

一
、

eij 的 物 理 意 义

研究连续介质有限变形一般理论
,

采用 L a g r an ge 观点往往是 很有效 也 是 很 有 趣 的
.

L ag
r a n ge 坐标系峪

‘占枯
“

是被嵌在介质内部跟随介质一起位移的
.

设在介质没有变形的初始状

态时
,

L a‘r a n g e 坐标系的基本度量张 量为台二岁‘, 6
‘
6 1二续“ 6 ‘6 , ,

基底向 量为 6
、、

6
: .

随着

介质的变形
,
L a‘r an g e 坐标系的基本度量张量变为6 = 奋 , 和6 , 二 空13 ‘感

, , ’

基底向量为6 ‘
、

6
‘

.

度量有限变形的特征张量是很多的
,

在不同的情况下用不同的特征张量来度量
〔‘’一 ‘“,

.

其

中两个基本特征张量为

1
, 、 , 、

= 下r 灭g ‘i一 y 官一J
‘

(1
.

1 )

一要(J
‘, 一乡“)

‘
(1

.

2 )

本节讨论 伊’的物理意义
,

作为 B
.

月
.

B o H

o p L 一文
〔2 ’

的补充
.

从(1
.

2 )式得到

2夕“一 }6
‘

}}6
,
!
e o s
必

, ,

一 }含
‘

! !舀
‘1e o s 甲

‘.

(1
.

3 )

其中癸
‘,

为食
、

和之间的夹角
,

而毋
,

为乡
、

急, 之间的夹角
.

上式不对 i和 了进行求和
.

带

钱伟长推荐
.
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dr 。
为初始状态时M

产

(夕+ 心
‘

)点相对于M (夕)点的矢径
,

dr 为变形后M
产

点相对于M 点的

矢径
,

dr
。

与dr 的关系可看成为仿射变换的关系
,

而仿射变换的伸长系数 l仅仅决定于线段的

方向
,

不决定于线段的长度川
.

用 人表示基底向里勃方向的伸长系数
,

则

I今
‘

卜 l舀
‘

I(i + z‘) 或 乡
“
= (i + 2

.

) ,
步
‘

(1
.

4 )

(上式及以下三式均不对‘
、

ZB‘,

j进行求和 ). 利用上式将 (1
.

3) 式改写成

研沪斌
‘

剪
~ = e o s

必
‘,

一 (1 + l‘)(1 + l, )
e o s中‘,

(1
.

5 )

若 ‘~ j
,

那么沪
‘,

一叭
,

~ 0
.

由上式经过简单计算得到

/花一厄丽
-

ll’二心 1 一 一丁万
一

一 l
g ”

(1
.

6 )

因为在 011 二 0 (不对 ‘求和) 时
,

人~ 0, 故上式根号前只取正号
.

.

由此看出
,

分量 少 确 定 了 6 方向的伸长系数
.

若沙
,

和 为单位正交向量
,

则步
‘, 二粤(i

‘
粉j)

,

记 价
,

“万 一 xl* , , 则 (1
.

5) 式变成

2 8
‘, = 一 (i + 11)(l + l, )

sin 劣r
,

‘ 一

(1
.

7 )

01 ’不等于另就意味着原来的直角发生了歪斜
,

这就是分量 洲(i子 ,’) 的物理意义
.

以上亦即证明了通过 宁’能求得任意方向长度及角度的改变
.

‘L 一 ‘A 声 ‘幻 ‘C)

二
、 e ; i

,

e ; j
,

e‘j
,

e ‘j与 e ij
,

0 ‘j的关系

本节对 W
·

S e g a w a
一文“’中列出的四个有限变形特征张量进行分析和补充讨 论

,

这 四

个特征张量定义如下
:

在固定于空间的直角笛卡尔坐标系 O X
‘

万
,

X
昌

中
,

介质质点的位置在未变形的初始状态

为 二‘(i = 1 , 2 , 3 )
,

变形后为 x 关‘(i ~ z , 2 , 3 )
.

设坐标 二井‘(i二 1 , 2 , 3 )是 二‘

(i二 1 , 2 , 3 )的单值的
、

连续可微的函数
.

反之亦然
.

定义

(L )

君‘夕
1

,

。

= 了L行 “一 o ‘, 夕 (2
.

1 )

(劝
e 浇尹

1
, 。

~
-

万Lo ‘“ 一行
’

‘ , ) (2
.

2 )

, 毛
;

C J

1
, 。

~
: , 、

~
二二 、

叹O‘
。

一 行
. J

)
艺 (2

.

3 )

(G
, ““ 一占*

,

) (2
.

4 )
1一2

一一

。砂

其中

G ‘I
日x 釜傀

口万
‘

口x 资‘

日万, (2
.

5 )
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G飞
,
二

a戈铃 浇 日劣份 脚 (2
.

6 )

‘”二
日戈

,

日劣矛

口劣釜
,

日劣朴
护 (2

,

7 )

夕
沌“ ~

a戈井 泥 日戈份 声

a劣‘ a x 一
(2

.

8 )

而 占‘, 为 K r o n e e ke r 占

‘G )

侣)
.

则eij 就 是 L o
ve 特征张 量

,
《劝

而
e * ,

是 A lm a n si特征张量
,

‘功
e ‘J是S e g

-

a w a
特征张量

, e 潇“是 G ree n 特征张量
.

若我们把介质初始状态的位置座标 分 取成嵌入介质内部的 L ag
r
an g e 座标夕

,

即设

丫 = 夕 (i, 1 ,

2, 3) (2
.

9)

这样
,

初始状态的 L ag
r
an ge 座标系则为直角笛卡尔座标系

,

随着介质的变形
,

·

每条座标线

丫 即 夕都变弯曲了
,

变形后的线段元长度 d :
应为汗 1

一

’

d s Z 二d 戈肠 *d x . * .
日劣 . 为 日二势‘

口雪户
菇ld 夕

故

g
.

日才

显见
,

在这种情况下

夕
‘,

ax 翻 a劣朴

, 万歹一
.

一

魂犷“

= G
‘, ,

由式(1
.

1)
、

(1
.

2 )及 (2
.

1)
、

口
‘, 。“

,

(2
.

10 )

(2
.

3 )
、

(2
.

1 0 )知道
,

在 L a g r a n g e 坐标系的这种选取下

1
B ‘J . 布犷 气g ‘, 一 g ‘了)

‘

1
,

~
=

、

石~

气行 ‘,

‘

吃L )

一 6
: , ) ~ 。 ‘,

1
2 , : ;

, : : 、

1
, 。

一
‘、

口
’ J

. 下刃
,

气g ”一 g
’ 夕

少盖 不 LO ‘, 一 行
‘ ’

) =
‘ 乙

‘5

1
e

,

(2
.

1 1 )

(2
,

1 2 )

由此证明了有限变形的 L o v e

e ‘, 及 夕
‘,

.

(L) (幻

特征张 量 el’ , 及 S e g a w a 特 征 张 量 elJ 就是这种情况 下 的

如果我们把介质变形状态的位置座标沪
‘

取成嵌入介质内部的 L ag
r
an ge 坐标夕

,

即 设

劣 , ‘二舀‘ (i二 i
, 2 ,

3) (2
.

13 )

这样
,

变形状态的 L ag
: a n ge 坐标系被取成直角笛卡尔坐标系

,

而变 形 以 前 初 始 状 态 的

L a g r a o g e 坐标系则由介质的位移唯一确定
.

变形前初始状态的线段元长度 da
。

应为
‘, ,

日另自

da8 一dx ‘
“·

访
, 丫 户

显见
, ’

在这种情况下

夕
, 。
·C,

: , ,

夕
‘ , 二

黑毋理O ‘

G,
泥“ (2

.

1 4)

因此广在 L a g r a o ge 座标系的这种特殊选取下

。* ,
一

音、‘
:

一
, 、

1
, 。

。
-

g 孟即少 .
,

不气O 孟脚十 行 孟解少
‘

心力
叮几口 (2

.

1 5 )
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。
*

一冬
(步

,

一 。
‘· )一冬(“

‘“ 一。* ,

)
乙 ‘

(G )

= e 几口

(2
.

1 6 )

于是证明了
,

有限变形的 A lm a
ns i特征 张 量 e * ,

及 G re en

情况下的
。* ,

及 。‘
“

.

(G 》

特征张量
e 孟“

就是这种 特 殊

三
、

C e
如

B 给出的变形〔“〕不能通过简单加载来实现

对于连续介质均匀 (仿射) 变形 气刀~ co ns t 以及某些特殊形式的有限变形
‘吕, ,

它 们 是

可以通过简单加载过程来实现的
.

可是对于一般的有限变形
,

Jl
.

H
.

C e 及。: ‘. ’指出
,

通过简

单加载过程实现的可能性并不总是存在的
,

这要取决于所给出的有限变形是否满足相容性方

程
.

C e及。。 举一例
,

他说此例仅在 k 二 l 时满足相容性方程
,

而在 k 铸 1 时都不满足 相 容 性

方程
,

因此不能通过简单加载过程来实现
.

在此
,

我们要指出的是
: 月

.

H
.

C e二
oB 所举之例在 k ~ 1 时也不满足相容 性 方 程

,

这

就是说
,

此例所给出的变形不管 寿等于什么值都不能通过简单加载来 实现
.

几
.

H C e 江。

的这个例子是不恰当的
.

例子是这样的
〔” : 设初始状态的 L a g r

如ge 座标系为直角笛卡尔座标系
.

变形由下列 公

式给出

口
,
~ 扩

口
:
~ 人(占 (3

.

1)

、.L
r

!咭l卜‘、矛

口
:
二 O

e “刀=

1 了日口
。 .

日口八
、

二一 、 蕊工万 , 尸
一
又花 奋奋, I

艺 \ O 自
‘,

口自一 /

于是

、1.1口.‘了.....少
召1 一二

召1 2

二 己: : ~ ￡s 。= 0

一鲁* (:
“

)
乙

1
‘

,
~ 万

一合
h

,

(‘
·

)‘
!

(3
.

2)

其中 h (护)为不等于常数的任意函数
.

在 介一 1 时变形的相容性方程为

夕
“ “’

(G
。 , ,

凡
,
‘一 G . , ‘G

二 , , ) ~ o

其中
’

(3
.

3 )

G
, , :

~
护口

,

口占
“日套

‘ (3
.

4 )

将 (3
.

1) 式通过 (3
.

4) 式代入 (3
.

3)
‘
一

式
,

则方程 (乐的
:

简化为

夕
艺2

[ h
‘

(占
3

)」
2
一 o
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即

(3
, ,

3 2 )[入
,

(雪8 )〕
2
二 0

此外
,

由 (3
.

2) 式还可推出其他一些谬误
.

可见例子是错的
.
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