
应用数学和力学
,

第 夕卷第 5 即 (1 , 8 ! 年 ! 。 月、

八PPlie d M
a th e m a t le s a 了 d 皿

。
一

子z 找: ; c 、

方用数兴和 力学编 要会偏

四 )日人民出版社出从

固体的离散型变分原理—
~

有限

元离散分析的变分原理
‘

牛 库 均

(北京工业大学
,

1 37 9 年 1 2 月 30 日收到 )

摘 要

本文提出一类新的因体的离散型变分原理 它是从有限元离散分析的实际 出 发
,

考虑到

元素的边界为可动边界
,

并且由于分片构造待解函数
,

使待解函数在元素的交界处具有 各 种

间断性
‘

由此
,

我们利用数学中的具有各种间断性的可动边界的变分方法
,

基于一阶变 分 为

零的驻值条件上
,

建立了固体的离散型变分原理
.

离散型变分原理消除了元素交界处所 导 入

的误差
.

它概括了古典与非古典变分原理
.

本文得到的待解函数应满足的交界方程
,

是有 限

元的收敛性 (包括非保形元素在内) 白勺必要条件
,

它开拓了待解函数应满足协调性的收 敛 性

要求
,

引 言

传统的固体力学是基于固体具有连续性假设基础上
,

假定应力函数
,

位移函数在整个定

义域为解析函数的基础上形成的
,

我们称之为古典固体力学
,

其变分原理称为古 典 变 分 原

理
.

类似在〔1 〕中提出的变分原理
,

我们称之为非古典或修正的变分原理
.

在对固体体系进

行数值计算时
,

首先要进行离散分析
,

建立离散方程
,

然后进行数值分析
,

选取适宜的求解

方法
,

用数值计算机求解离散方程
,

以期获得所需要的数值结果
.

在离散分析过程
,

要对固

体进行几何剖分
、 分片构造待解函数 (应力函数

,

位移函数或应变函数) ; 选取适宜的变分

原理建立离散方程
.

基于这样的情况
,

为解决种种情况下的固体的应力
、

位移
、

应变所形成

的系统
,

我们称为离散型固体力学
,

其相应的变分原理
,

我们称之为离散型变分原理
,

与离

散型变分原理等价的尤拉方程是微分形式的数学物理方程
.

从离散分析的角度而言 这里有二个特点
,

其一是对固体进行几何剖分
,

划分为有限个

元素
,

对每个元素而言
,

其内部边界
,

也就是元素的交界边界
,

随着变形过程而变动
,

因此
,

它们是可动的边界
.

其二是由于采用分片多项式插值逼近待解函数
,

在元素的交界处待解函

数具有各种间断性
.

因此
,

在这种情况下
.

求能量泛函的变分问题
,

实质是具有各种间断性

的可动边界的变分问题
,

也就是在具有间断性的函数类中寻求其解的问题
.

由于变分原理的

苦

钱伟长推荐
.
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描述与其微分方程形式的描述的等价性是基于能量泛函的一 阶变分为零的条件上
,

但用有限

元作离散分析时 应用古典与非古典变分原理建立离散方程
,

在元素的交界处其一阶变分并

不为零
.

为此
,

我们应用具有间断性的可动边界的变分问题 基于一阶变分为零 的 驻 值 条

件
,

来建立各种类型的固体的离散型变分原理
.

1
.

几何剖分

记固体体系为 口
,

其整体边界记为a口
,

并 a口二 日口
,

U a口
2 ,

其a口
:

为力的边 界
,

而口户
2

则为几何边界
,

取 g 二口 U a口
.

对固体用点
、

线
、

而作离散分割
‘

把固体分割为有 限 个 子

区 S
。

称为元素 S
。 ,

它的 边界为分片光滑的
,

记为厂
。

.

于是建立一 种几何 剖 分 孔
,

用 自
-

限个元索 S
。

的和
、

去逼近固体 犯
,

记为

(1
.

1 )QS
材曰曰�引

一一
一口

几何剖分与元索的形状具有任意性
.

在分割时要考虑到对固体的几何形状的逼近性
; 要

考虑到固体物理性质的间断性
; 要考虑到收敛性的要求

; 要考虑某种意义下的最佳剖分的问

题 ; 以及等等其它因素
.

2
.

待解函数的逼近

对于待解函数的插值逼近
,

是以元素 S
。

为定义域
,

多用多项式插值逼近
.

在离散 的 全

部节点 尸‘( ‘= 1 , 2
,

3. 二 N ) 上定义广义函数值 U , ,

它们的集合记为

K u = {U 、( P )
, ‘= 1

,

2
,

⋯N } ( 1
.

2 )

称为离散型固体的 自由度
.

在元素 凡 上作以节点的广义 函数值 U ‘为待定参数的多 项 式 插

值函数 州 (尸)
,

由 ui (尸) 形成的函数空间记为 卜、
,

而 V h 与 S h 和 ui ( P ) 有关
.

可选 取 一 组

函数
。 1

,

i == j
口i ( P s) = 己

, ,
( 1

.

3 )
L O

,

i冬 j

称为函数空间 犷h 的一组基函数
,

或称形状函数
,

则任意的函数
“ (尸 ) 〔厂h

,

可表为

。(尸) = 乙 U ‘(尸 ) G ‘(尸) ( 1
.

4 )

这就是待解函数的一般形式
.

待解函数在元素 S
。

内部具有充分的光滑性
,

但在元索的交界处
,

待解函数或为连 续 的

C
〔

函数类
; 或为 函数本身及其一阶导数连续的 口 函数类

; 或为具有更高光滑性 的 C
”

函 数

类
.

就整体而言
,

待解函数类 V 儿不是解析函数类
,

但它是由分片解析函数类所组成
.

在 整

个定义域内
,

或 犷。二c
。

(厕
,

或为犷h二cl (马
,

或为 犷h二c
”

(厕
.

3
.

坐标变换

为了分析可动边界的变分问题
,

对于每个元素而言
,

我们取如下坐标变换

省i == 劣 i + a 占戈
,

( 1
.

5 )

其中 二
:

为固体元素各点的变形前的坐标
,

条为变形后的坐标
,

d , i 为坐标的改变量
,

a 为 微

小参量
.

当 a 二 0 时
,

上述变换退 化为恒等变换
.

在上述变换下
,

把积分区 域 S,
。

(氛) 变 换

成积分区城 夕
。( 炭 )

,

是一一对应的
,

变换是连续的且具有连续的偏导数
,

并设雅各 比 衍 列

式 J
: 今 o 山此

.

待解函数在变换 ( 1
.

5) 的倩况下
,

一

可写为

: ;

(言
:

) 二 ,‘;

( % 、) 琦
一 a 己u i
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:‘: ,

j(睿i少= u , , , 处义 ; )+ a j。
: , z

仁1
.

6 )

当
。,

~ 0 日寸
,

有

群i(右i )二 u ‘(戈‘)
, u : ,

j(占i )= u ; ,

j(丫i)

在这里
,

有

口占i
U 义犷二

二 ~ 一

d a
d u ,

日u i (占‘)

日a

占u
: , ,

口u 、
, , (舀f)

口a

(1
.

7 )

现在我们引入另外的 撇
,

与 撇
, , 了的表示式

.

取

口u ,

(劣
: ,

a )
日a

:
,上1�r、

�

‘、

6 晰 -

石u ‘
,

j
日u i , 夕(戈 i

,
a )

日口

8
, a )

兮匆

乳
‘一 a

喂尸
“、一鞍]6x,;

万
·‘

, 少一 旦珍

瓷
,旦立d X

一
‘

,

,
, ·占劣·

8
,

b )

这里 石脚 和 石u 、, , 表示坐标 发 固定时
,

仅 由参量 a 的改变时而产生
“‘和 。‘

,

j的 变分
.

而万晰

和 办。i
, , 则表示仅由于坐标 为 改变时而产生的 脚 和 u : , J

的变分
.

由此
,

方程 ( 1
.

7) 可表示为

乙u ‘= 石u ,
+ 万

u ,二石u ; + 。‘
,

jd x j

乙u ‘
, , = 石u *

, , + 万
一

u、
,

j= 石u ‘
,

s+ u *
,

s
, 二占戈。

( 1
.

9
, a )

( 1
.

9 ,

b )

二
、

具有间断性的可动边界的变分问题

据上所述
,

对于固体的离散分析过程中
,

能量泛函 的变分问题是待解函数具有间断性的

可动边界的变分问题
.

下面应用数学 中的可动边界的变分方法
〔“一“’,

来进行分析
,

并基于一

阶变分为零的驻值条件上
,

建立固体的离散型变分原理
.

1
.

基于势能函数

根据对固体的

(第一能量函数 ) 的情况

离散分割
,

把整个固体分割为有限个元素 S 。

之和
,

则 固体的总势 能为铸

个元素 S
。

的势能之和
.

对于边界固定的情况下 其总势能为

刀 = 乙 {{{{
“

。

( X f
,

一
“f , 夕’“厂 -

万
{}

p ‘·、d ·

} ( 2
.

1 )

厂
。

自日9 1

其中

其变分为

刀
L

一合
J 、, (“‘, )“

! , 一 F
忿“‘一 ,rI :

(“
, u : , u ‘

, , ) 一 F ‘u ;

d j了
,
= 。 ‘z ( : ; , ) d : ; ,
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这里 刀
1

称为单位体积的势能 (势能密度)
.

由于变形的原因
,

积分区域与待解函数都与参变量 a 有关
,

则固体变形后的总势能
,

为

二(。卜全{l}{
“

万
。 ‘

(a )

一

}}

。

(省i(a )
, u ‘(君‘

, a )
, u ‘, j(睿‘

, a ))d犷(君i)

,
! ·‘(“‘

, a , dr “‘)

} (2
.

2 )
厂

。

(a )门日口 1(a )

利用坐标变换 (1
.

5)
,

可把泛函 n (a) 用固定积分域表示
,

则有

二(·卜鑫{}}}
二。(: ‘(· )

, 一(: ‘
, · ,

,
邸‘, , (“

, · , , ,‘
!

,“F

“ 一
昌

S
。

一

}!
, ‘一(: ‘

, · ) ,“ ,“
}

F
。

门a‘2 -

(2
.

3 )

其中
_ D (占

: ,

雪:
,

占3 )
一 D (劣

; , 戈 : , x :

)

D (省j
,

省二)
D (劣j

,
x 二)

(玄
,

j
,

K = 1 , 2 , 3 )

为稚各比行列式
.

泛函实现极值的必要条件为一阶变分为零
,

现在来计算方程 (2
.

3) 的一阶变分
,

有

己17 (a )=
a刀(口)

aa

。

:

鑫{达{
「(“

。

,
, ,“一

+ (万
。

)
, 。

占。‘+ (刀
。

)
, 。

, ,

乙u i
,

j+ 刀
。

(占戈i)
, i〕d犷

一

}}
〔(, ‘·‘,

, , 一“‘+ (p ‘一 ,
, ·

‘“
:

厂
。

门口9 ,

+ (P su ‘)(d劣j)
, i , i〕dr (2

.

4)

其中 (!7
。

)
, ,
己x

,
=

(fl
。

)
, 。

d u i=

(尝)叔
‘

(黔)
“·‘

(2
.

5)

�乙间�E间

(P ‘u‘) , s , ‘d劣j= 召
。( p 、u ‘)

。
_ .

夕

—
U 汤 ,

仁弓 d 劣 ,

了钾‘

其他符号意义类同
.

利用方程 ( 2
.

4)

d刀 ( a ) =

则方程 ( 2
.

3) 的一阶变分
,

为

鑫{{}{
仁·

; , (。
: ,

, )。“‘
,

, 一 尸‘。。‘〕、:

浑
。
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一 有限儿离散分析的变分原理

(2
.

6 )

f.、‘

t!
一山

11
1

刀
。

(d为 )
, : d厂一 〔(户‘一 , (乃X , ,

, J一 + 尸
!
“一 d Z

}
厂

。

门口目 ,

定理 方程 (2
.

6) 可化为

叮日月了
+

考虑到方程(1
.

9 )
,

并利用 G ;
ee

n

d刀 (a ) =
一 (

一
+ 尸‘) 吞一d 厂 +

只
一‘/ 合之““2

‘

十
·

只
“

。
‘少 澡一d·

〔(。‘, ‘笋一户
‘
,百一 + 刀

。
‘, 占二

!

一 (
一

户‘·‘占X , )
, J ·

」d ·

} (2
.

7 )+
[

。

自口幻 ,

其中 lj 为方向余弦
.

今后为写的方便
,

记

P
。
= 11

。
l, 6义 一 任

〕 : u扩义 , )
, , *

由上式可知
,

能量泛函的可动边界的变分可分为二个部分
,

一部分为待解函数本 身 的 改 变

(当积分区域固定 ) 引起的 ; 一部分为积分区域的变动而引起的
.

在元素的边界 厂
。

上
,

用 6 川一翻
:
一 u : , 、

d 二 ,。的关系代 /\方程 (2
,

7 )
,

并且令其等于零
、

则

。、(。 )一

勿!}
“ 一

冬

S
。

十

(}

一 (a
! , , J+ F 、)石一 d 厂

一

卜

{{
a ! / ‘尹‘一 d· +

{〕
「“

L‘·

一
〔。

1 1
‘, ) ,。一“

/

了
’
‘

I
’

I
’ 。

门。幻 ,

(。‘, ‘,一户‘)“一d 犷 +
_ _

{l
p 一 (。

: 了‘, 一 ,
!

)艺!
! ,

一”/ ·““,

}
一 o

I 。

fl口乞J ,

〔2
.

8 )

如果变分 面
:

和 占二
、

相互无关
,

且为任总的函数
,

a iz
, , + F 、= o

,

、在 S
。

内 )

口 islj一P i = o
,

(在 日9
1

)

P
n
一 (仃‘jlj一P 、)。

: , 、 .

3劣、 =

则由 (2
.

8) 式得

0
,

(在 口否2
,

)

(2
.

9
, a )

(2
.

9
,

b )

(2
‘

9
, c )

鑫
(一,“,

{
·

。

一 “
,

(在 厂
。

上) (2
.

9
,

(l )

乙 (11
0
1一

u ‘, 、 o , , l
,

){
,

一
。 (在 厂

·

上) (2
.

9
, 召 )

就整体而言
,

在元素交界处 厂
。

上
,

方程 (2
.

9
,

d)
,

(2
.

9
,

e) 可写为

口! , l,

l
,

r 。
、。一 口 妻, l,

}
,

, 。
一 。

‘“
。
‘· - ·‘ ,

一
‘少)

}
,

。
+ 。一 ‘“

。
‘· - ·! ,

一
‘了夕

厂
a 6 = 1 , 2 ⋯M

‘

(2
.

10
, a )

、
一。 (2

·

1 0
,

。)

这里 厂ob 为元素 S
。

与 S b 的交界处
,

M
尸

为固体中的元索交界处的 臼
、

数 目
.

如果变分 面
:

与 己x
K 相互有关时

,

当变形后元东边界
.

上的待解函数 街 为
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u ,

一凤 (套小
. ‘

撇牌 R
, ,

秘为

将方程 (2
.

2 1 ) 代入方程 (2
.

8 ) 则方程 (2
,

9 ) 变为

仇 , , :
十F ‘= o

,

(在 S
。

内)

(2
.

1 1 )

P
。
+ (二

: slj一 P 、)(R i
, : 一 u , , 了 )己x 、 = o

,

(在 。口
,

)

i

刀
。
l
二
+ (R ‘

, 二 一 u : , 。)a
: jljt

二 ,
.

_

= 打
。
l、 + (R 、

, 代 一 。 , , 、 )二
, ; 11

. : 卜 , , , ‘

}了
’。 。+ 0

(2
.

1 2 , a )

(:三 12
,

b )

, e )

方程 (2
.

9) 与 (2
.

12 ) 是根据待解函数具有间断性的 可动边界的 变 分问 胜
,

育
.

,、

邑直八之

函的一阶变分为零的条件上
,

求得的离散型固体应满足的部 分 微 分 方程 方程 丈2
.

9
,

a)
,

(2
,

9
,

b)
,

(2
.

]2
,

a) 均为古典固体力学的平衡方程与力的边界条件 方程 (2
.

9
,

c) 为 由 积

分区域的改变 在力的边界上应满足的附加条件
.

方 程 (2
.

9
,

d)
,

(2
.

9
,

e)
,

或 (2
.

1 0) 或

(2
.

12
,

c) 为待解函数在元素交界处应满足的交界条件
.

我们称之为交界 方 程
.

交界方程的

物理意义是对连续体用有限元作离散分析时
,

在元素交界处待解函数应满足的条件
.

在不满

足时
,

能量泛函的一阶变分不等于零
,

在元素交界处导入 了误差
.

因交界方 程 是 鳌于待 解

函数具有间断性的可动边界的变分问题
,

在一阶变分为零的条件下求得的
,

所以 用 有 限 元

作离散分析时
,

包括采用保形与非保形元素在内的情况
,

交界方程是保证收敛性 的 必 要 条

件
.

2
.

基于余能函数 (第二能量函数) 的情况

与上类同
,

基于对固体体系的离散分割
,

在固定区域的情况下
,

其总余能
,

为

劣 。(X ‘
,
。‘, )d 厂一

}}
。‘。、夕‘, d·

(2
.

1 3 )

厂
。

门口Q :

其中
1

苏
。
=

一

。一己 : 1 tj ij)口公j , O 另
。
= 忍1’jO仃 11

乙

称多
。

为单位体积的余能 (余能密度)
.

由于变形的原因
,

待解函数与积分区域都随参变量 a 改变
,

则固体变形后的总余能
,

为

乙 f
姜 又a) 一 分飞

“ 一
该

万
}}}

‘
。

(“‘(a ,
, a ‘, (“‘

, a ”“厂(“‘,

。

(a )

: }}
“、。‘, (“

, a ,‘,dr
)

.

I
’。

门a 叽2 2

(2
.

1 4 )

利用坐标变换 (1
.

5)
,

可把能量泛函另(a 夕用固定积分域表示 则有

劣 (a )二 另
。

(占、(a )
, 二 ij(占i , a )) }J

,

!d厂

一

}卜
/。、‘(“‘

, a ’“d
r

厂
。

门口g〕,

由于能量泛函实现极值的必要条件为一阶变分为零
.

(2
.

1 5 )

现在来分析方程 (2
.

1 5) 的 一 阶变

分
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已知 d另 (a ) =
口另(a )

a a 到}{}
〔(‘

。

”‘占“

y
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。

)
,

一
,
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。
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。
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。
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,

, 〕d 犷 一
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。、己。
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厂
。
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�
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.

1 6 )

与方程 ( 1
.

9) 类似
,

有

。a i j = 石。i j + 万a 、, = 石a *j+ 。‘j
, 二占x 二

( 2
.

17 )

当假定 6 a i z
, ,
一 。

,

故
}}}

一‘。‘,
, ,

0
.

再利用 G ; e
en 定理

.

有

{}}
一‘a ‘,

,

‘d犷 -

S
。

“‘万口、“‘“一{l}
S

u ‘
,

i d 口‘, d F 一 。
( 2

.

1 8 )

r... ...J“

!
厂

考虑到方程 ( 2
.

1 7 )
,

( 2
.

1 5 )
,

则方程 ( 2
.

1 6 )可化为

。; (· ) 一

粼毋〔u i 6 cr i z
, , + e i jd a 、z + (另

。

) ( dx 小
:

Jd犷

一

{{
。、“二‘, ‘,“·

}
-
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厂
。
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+
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厂
。

r
。

+
_
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(
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I
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门日否2 2

( 2
.

1 9 )

在元素的边界 r
。

上
,

取 否a 、jlj= d。‘jlj一 ( a ijlj)
, 二 Jx :

关系式代入 ( 2
.

1 9 )
,

并令其等弓

零
,

则得

d另 ( a ) 二到她{
(一 ,

一
, 了) 否仃‘, d 犷+

{}
一“口

; ,‘, d ·

l
’

+

}}
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。
‘

一
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{}
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l

、。
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当 乙a 订lj 与 己二‘ 无关
,

且具任意性
,

则得

￡‘, 一 “: , , “ 0

“‘一舀
:

= 0

(在 S
。

内 )

(在 口口: )

( 2
.

2 1
, a )

( 2
.

2 1
,

b )
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乙
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.
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材

艺 (男
。
l、一 u ‘(a 、515)

, 、

。 ‘ 1

(2
.

2 1 ,

d )

就整体而言 方程 (2
.

2 1
, c )

,

(2
.

21
,

d )可写为
· ,

{
,

, 。 。十。

一
、

}
厂

。。一。

( :
。
‘

一
、(a ‘, ‘, )

, · )

{
: 十 。 一 (;

。
‘

一
‘(。、, ‘, )

, · )
1
二 一。

(2
.

2 2
, a )

(2
.

2 2
,

b少

如果变形 d二ijl, 与 j二 : 有关时
,

口*jlj= T ‘(占小

把 (2
.

艺3夕代人 (2
.

2 0 )
,

则得

己i, 一 u , ,

j二 0

趾 ,

一反i= 0
,

在变形后的元素的边界 厂
。

上
,

取

d (a 、jlj) = T ‘, 尺己x 尺 (2
.

2 3

,

(在 S
。

内)

(在 己9
2

)

(2
.

2 4
, a

(2
.

2 4 ,

b 少

.

另
。
, 、 + 。T 、

, 、 一 (。‘,l, )
, 、」“‘}

厂
。。

均

一 ,
。
, 、 + 〔: ‘

, 二一 (a ‘, , , )
, K : ·*

{
,

一 、 , 。_ 。

(2
.

2 4
, e )

方程 (2
.

2 1 )
,

(2
.

2 4) 是根据待解函数具有间断性的可动边界的变分问题
,

在一阶变分

为零的条件上求得的离散型固体应满足的部份尤拉微分方程
.

方 程 (2
.

2 1
, 。)

,

(2
.

2 1
,

句 和

(2
.

2 4 , a )
,

(2
.

2 4 ,

b ) 正是古典固体力学的几何方程与几何边界条件
.

方程(2
.

2 1
, e )

,

(2
‘

2 1
, ‘l)

和 (2
.

24
,

c) 为待解函数在元素的交界处应满足的交界条件
,

我们称之为交界方程
,

其物 理

意义与上述相同
.

顺便指出
,

方程 (2
.

12
,

c) 和 (2
.

24
,

c) 就是数学中所谓横截条件 在这里

我们称之为交界方程
.

基于固体的总势能与总余能的情况
,

我们分析了可动边界的变分问题
,

并墓于一阶变分

为零的条件下
,

求得了与之等价的微分方程
,

即离散型固体体系的待解函数应满足的微分方

程与边界条件
,

它们是在元素 S
。

内
,

应满足的几 河方程
,

平衡方程
,

物理 方 程
.

在元索 交

界处 厂
。

上
,

应满足的交界方程
.

在整体力的边界上
,

应满足力的和附加的边界条 件
,

在整

体几何边界上
,

应满足的几何边界条件
.

当待解函数在整个定义域内具有充分的光滑性时
.

以及在整体边界上略去由于边界可动性带来的彭响时
,

则这些方程就退化为古典固体力学的

全部方程
,

我们称这些方程为离散型固体力学的微分方程
.

三
、 一

可动边界的离散型变分原理

基于上述
,

现在可以建立确切描述有限元离散分析的离散型变分原理
.

离散型第一变分原理 1
:

对固体体示进行几何别分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在元索 S
。

内 部满



固体的离散型变分原理
-

一有限元离散分析的变分原理

足几何方程
,

在整体 边界上满足几何边界条件时
,

则满足下面泛函的变分方程
:

飞!
J

rd封
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石
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门口幻 ,

的位移函数为其驻值条件下的真实解
.

证明很简单
,

直接从 (2
.

4) 一 (2
.

8) 的方程推演过程
,

就可由 (3
.

1) 得 到 与之等价的微

分方程 (2
.

9) 或(2
.

1 2 )
,

这里不必多述
.

当略去此变分原理中与 叙
,
有关项时

,

这个变分原

理就退化为古典的势能极值原理
.

2
.

离散型第一变分原理 I
:

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在元素 S
。

内部 满

足J
一

L何方程
,

在整体边界上满足几何边界条件
,

在元素的交界处 厂
。

满足交界方程 (2
.

12
,

c)

时
,

则满足下面泛函的变分方程

否
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厂
「,

自 a g ,

的位移函数为其驻值条件下的真实解

证明
:

利用 G re e n 定理
,

上式可化为
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外a isls6 u id r 一 {l
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+
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当取否街 = (凡
, 、一 u ; , 、 )乙二 : 时

,

代入上式
,

则

a *z , , + F s二 o (在 S
。
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P
。
+ (了廿i

, 、 一 u ‘, 、 )(a ,jlj一 P ‘)占% 、 = o (在 a口
:

)
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.

12
, a )

(2
.

12
,

b )

当考虑到预先已假定位移函数满足几何方程
,

几何边界条件
,

交界方程
,

以及物理方程

在把应力函数用应变表示时已经用到了 则求得的解满足离散型固体力学的全部方程
.

3
.

离散型第一变分原理 l
:

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在 元 素 S
。

内部满

足几何方程
,

在元素交界处 厂
。

应力函数与位移函数均为独立变量
,

并且应力函数为连续时
,

则满足下面泛函的变分方程



牛 岸 均

到
石
〔!}{

一 j‘
。
d F +

}!
S 厂

。

}}
H

。
‘,占· , d一 !{

J ‘jlz
·

u id r 一
。、。、, , ,、·

}“阿

尸
n
d r

}
一” (厂

。
= 厂

。
+ 口貂

,
+ 口口

2

) (3
.

4 )

厂 厂
。

n a 韶、

的应力函数与位移函数为其驻值条件的真 实解
.

证明
: _

匕式可等于

一。‘,、一 ,、犷 +

!{!
二‘石一“犷一

}}
a i否a ‘sljd ,

I
一 。

自日全2 2

�

乙词

(。‘, , ,、。、、一、。‘, , , )、一 }}
r

_

二
。
, , 。X 少d一 {}

p
·
d r

I
’。

门口蛤 :

日”
一

ro
+

一

套!{!{
(一 , , , + F 、)万一“犷一

}}
一 ,‘,万一“· +

}}
(一“,‘一

S
一r , 一矛

1
了 更

+ 一否a *, , , )d一 }}
。‘否a ‘,‘, d一 {}

H
。
‘, “二 , d一 !}

p
·
d ·

r
。

门口口: 厂
。

I
。

门口口
:

拉{!){
( a ‘, , , + F

!

)否·、d 犷+

!}
‘一

。‘)否a 、, ‘, d ·

l
一
’。

自口公2

(。‘, ‘,一’、, “
·‘d一{}

「H
。
‘· + ·‘(。、, ‘, ,

, ·」“X ·“

9

叮”�na
一

+

{}
一“a ‘,‘, d一 }} 〔P

。
一 ( 口1515一 P ‘) u i , x 6 x ‘」d r

( 3
.

5 , a )

厂 r
。

门口幼 1

由于 d u : ,

d J : , l, ,

6 u ‘和 d x : 的任意性
,

我们得到

a ij
, , 十F 、一。 (在 S

。

内 )

u ,
一反i = 0 (在 a口

2
)

a sjlj一 P
,
= 0 (在 a口

:
)

p
。 一 (。‘jl, 一 P ‘) u : , ‘d x 二 = o (在 口口: )

艺 、

( 2
.

9 , a )

( 2
.

2 1 ,

b )

( 2
.

9
,

b )

( 2
.

9
, c )

( 2
.

2 1 , ‘ )

鑫
11

。
‘·+ 一 (一‘了,

, ·

!
了

一
。

( 3
.

5
,

b )
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b) 是基于一阶变分为零条件下
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对于这种情况的交界方程
.

当考虑到事先假

定待解函数满足几何方程
,

以及物理方程在应力函数用应变函数表示时已用上了
,

则应力函

数与位移函数满足应满足的全部微分方程
.

当略去由于边界的可动性的影响
,

则此变分原理



周体的离散型变分原理 一 有限元离散分析的变分原理

就退化为非古典变分原理川
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离散型第二变分原理 I
:

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在元素 S
。

内 部 满

足平衡方程
,

在整体边界上满足力的及其附加的边界条件时
,

则满足下面泛函 变分方程
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.
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,
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.
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离散型第二变分原理 I :

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在元素 S
。
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,
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.
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离散型第二变分原理 皿
:

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

当待解函数在元素 S
。
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足平衡方程
,

在元素的交界处 厂
。

应力函数与位移函数均为独立变量
,

并且位移函数为连续

时
,

则满足下面泛函的变分方程
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乙 舅
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l、 + (a ‘51, )

·

。, 。。
(3

,

1 0
,

b )

这里方程 (3
.

1 0 ,

b) 是基于一阶变分为零的条件上
,

对于这种情况的交界方程
.

当再考虑到

本变分原理的前提条件
,

则求得的解满足全部应满足的方程
.

当略去变 分原 理 中 与 肖x K 有

关的项时
,

也就是不考虑积分区域的变功的影响时
,

此变分原理就 退化 为 非 古 典 变 分 原

理 L‘]

7
.

离散型第三变分原理 I
:

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

假定应力函数和位移函数在元

素 S
。

内部满足平衡方程 几何方程
,

物理方程
,

在元素的交界处 厂
。

满足交界 方 程 时
,

则

满足下面泛函变分方程
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.
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由于 占a :

il j与 己x K 的任意性
,

则得

u、一叮、= o
,

(在 。口
2

) ( 2
.

2 2
,

b )

户
n

+ ( a i jlj一P ‘) ( R i , 、一 u 、
.

、)占二K = o (在 日口
L
) ( 2

.

2 2
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b )

这是待解函数应满足的力的和几何的边界条件
,

再考虑到此变分原理的前提条件
,

可知求得
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的解满足全部微分方程 当储去 八二 、 的渗响时 则此条件就退化为古典情次的边界条件
.

8 离散型第三变分原理 亚

对固体体系进行几何剖分与分片构造待解 函数的基础上
,

假定应力函数与位移函数在元

素 万
。

内部满足平衡方程
‘

几何方程
,

物理方程时
,

则满足下面泛函的变分方程
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由于 占。ij lj 和 占二K 的任意性
,

可由此方程得到全部的交界方程 ( 2
.

12
,

c)
,

( 2
.

2 4 ,

c) 和 边 界

条件 (3 1 2
,

a)
,

又艺
.

全4
,

的
,

再注意到本变分原理的前提条件
,

则求得的解满足离散 型 固 体

力学的全部微分方程
.

四
、

结 语

1
.

离散理固体力学的全部微分方程
,

除 包括古典固体力学的全部方程 (平衡方程
,

八

何方程
,

牲理方程
, ,女界条件 ) 之外

,

还有交界方程和附加边界条件
,

与这些微分方程提法

等价的是基于一阶变分为零的可动边界的离散型变分原理
.

这种变分原理是在具有间断性涎

函数类中寻求能量泛函的驻值点的变分原理
.

2
.

固休的离散型变分原理概括了古典与非古典变分原理
,

当待解函数在梦含个定义城内

为充分光滑时
,

它退化为古典变分原理
.

当略去边界 可功性 卜l

兮影响时
, ’

己退化为非
一

占典变
; J

原理
.
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3
,

交界方程是有限元离散分析 (包括非保形兀京 ) 的收敛性必要条件
.

官的实质是保

证元素交界处的能量的协调性
,

开拓 了目前衬 诗解函数满足协调性的要求 在离散分析时
,

用古典与非古典变分原理建立离散方程时
,

它在元素的交界处导 入了误差
.

用离散型变分原

理去建立离散方程时
,

它消除了在元素交界处所导人的误羞
.

在此
,

我衷心感谢钱伟长教授给予的帮助和鼓励
.
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