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摘 要

本文给出判别函数定号性和变号性的几个定理并给出其对睡陀螺轴运动条件稳定性的 应 用
.

从而得出睡陀螺轴运动条件稳定的必充条件
.

它与章动角稳定和运动方程全部变量稳定 的 必充条

件吻合
.

一
、

判别函数定号性和变号性的几个定理

应用 刀 二 n y H o B 直接法时
,

需要判别函数是定号
、

常号或变号
,

现给出下列几个判别函

数定号性和变号性的定理
:

定理 1 :

令 厂。 (x
: , x Z ,

⋯
,

丸 )是一个偶次的 , 次常号型
, F 耐

:

(二
, ,

丸
,

⋯
, x

,

) 是 一个

, + 2 次型
,

当厂 , 等于零时与 厂m 的常号取同号且仅当 x ,
= 凡二 ⋯ = 二

,

二 o 时等于零
,

于 是

函数

U (戈
, ,
劣 : ,
一

,

翔)= 厂m (x , ,

几
,

⋯
,

翔 )+ V
。 , : (x

: ,
x : ,

⋯
, 劣。) + 厂朴(x

: , 劣: ,

⋯
, x 。)

(1
.

1 )

是与厂 二 同号的定号函数
,

这里 厂苦 是高于 。 + 2 次的诸项之和
.

证明
:

为确定计
,

令 厂 。 是常正的并当 二 : ,
x Z , , · ,

x 。

满足下列方程时等于零
:

f‘(x : , x : ,

⋯
, x 。

)二 0 (i= 1
,

2
,

⋯
,

k <
。) (1

.

2 )

于是 由于 厂 fn 是齐次型
,

我们有

厂 , (久劣 ;
,

又x 二
,

⋯
,

久劣幼= 兄
仍
厂 , (x ;

, x ;
,

⋯
,
x 二)= O (1

.

3 )

这里 久是任意常数
.

这意味着
,

在通过点 (x ;
,

石
,

⋯
,

斌 ) 和坐标原点的直线上 厂。 总是等于

零
.

因此方程 (1
.

2 ) 表示 ” 维欧氏空间中顶点在原点的超锥 面 (h y p e r e o n ie a l s u r fa ee )
,

通过原点的平面和直线是其特例
.

在这些超锥面上
,

厂 , 二 0 且 厂m , : > 0
.

令
劣:

= p a :
(s ~ 1

,

2 ,

⋯
, n )

p = 十心 %考十 戈委十 ⋯ 十 x 资

a 圣+ a 度+ ⋯十 a 乏“ 1
} (1

.

4 )

. 叶开沉推荐
.
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于是 (1
.

1) 成为

U (二
; , x : ,

一
x ·

)一 、
·
犷爪(a , , a Z ,

⋯
,
a 尹2、+ 。阴

一

[
厂

。 · 2

(a
l , a Z ,

一
a ·

)

子Z 苦 r , ,
。 。 _

,
_ _

、 ,

小 竺
~

一址丝2竺互二 三竺些三 l
P ,’. + ‘

J
(1

.

弓、

当 p 足够小时
,

因为厂气 x t , 戈 : ,

⋯
, x ” )是高于 卿 + 2 阶的无穷小量

,

所以当 厂
。 + :

铸。时 括 号

内两项之和的符号决定于 厂,
2

.

类似地
,

U 的符号 当 厂m 笋 O 时决定于 厂。 的符号
.

中心在原点的球面

戈圣+ x 重+ ⋯ + x 芝= P“ ‘1
.

引

与超锥面 (1
.

2 ) 的交集形成闭区 域 R
,

在 其 上 犷 , 二 0
,

犷。
。> 0

.

因 为 R 是 有 界 的
,

而

厂
. 十 :

是连续函数
,

所 以在球面上我们总可以找到包含 尸 的带形闭区域 C
,

在 其 上 U
。 十 2

一

、0
.

取 C 的边界的每一点与坐标原点的联线为母线
,

以原点为顶点
,

我们可以作出以 C 为 底 的

圆锥 H
,

在其内和其边界 (除原点外) 上 厂二 , 2

> 0
.

这是因为如果 (衅
,

川
,

⋯
,

川 ) 是 c 的

一点
,

于是由于 犷
。

几是齐次型 〔见 (1
.

3) 式」
,

所 以在通过该点和原点的整根直线 (除原 点

外) 上总有 犷
。
+2 > 0

.

既然 厂 ,
2
+ 犷关 的符号决定于 厂耐

:

的符号
,

所 以在 H 内和其边界 (除

原点外) 上有 厂 ,
2
+ 厂补

> 0
.

同时我们知道 厂二 ) 0
,

所以在 H 内和其边界上 (除 原点外 )

有 U = 犷m + V ,
:
+ 犷朴

> 0
.

根据给定条件
,

在球面 (l
.

6) 所形成的球体的
,

除圆锥H 之外的其它地方
,

厂 m > 0 且

犷 , 的符号决定U 的符号
,

因此在那里亦有 U > 0
.

于是在半径为 p 的球体内
,

U 总大于零
,

仅在原点变为零
,

所以是定正函数
.

当 厂 fn 是常负函数时
,

证明完全相同
.

例
:
犷 。(x l , x : )= 犷

:
== (二

l
+ 二 :

)2

犷
。 * 2

(戈
: , 劣2

) = 犷
‘
== 一戈 , x 孟+ x 全

f (劣
: , x : ) = x ;

+ x :
二 0

将 x ,
= 一劣 : 代入 厂

‘ ,

厂
‘
= 2川

.

定理得到满足
,

所以

U (戈 : , 劣 :

)二厂
:
+ 厂

‘
+ 厂关

是定正的
.

与定理 1 的证明类似
,

可以证明下列二定理
:

定理 2 :

设我们有函数U (x
: , 二2 ,

⋯
,

翔)
:

U (二 ; , x : ,

⋯
, x 。

)= 厂m (二
, , x : ,

⋯
,

, 。

)+ 乙 厂。
十
户(二

: ,
二2 ,

⋯
, 二 。

)+ 犷
:

(x ; , 二 : ,

⋯
, 二。

)

+ 厂书(二 ; , 劣 : ,

⋯
, 劣。) (排= 2

,

4 , 6 ,

⋯ ; r
= 1

,

2 , 3 ,

⋯
; 。) 脚 + Z r ) (1

.

7 )

这里 厂 , 是常号 脚 次偶次型
,

它在变量 x : , x Z ,

⋯
,

翔 满足方程组

fi(多 ; , 戈 : ,

⋯
, x n

)= o (‘~ i
,

2 ,

⋯
,

k< n ) (1
.

5 )

时取零值
; 厂

, 十 , ,

⋯
,

厂、
,

分别是 。十 1 次
,

⋯
,

。 + , 次型
,

而且它们在 厂二 取零值的区域 召

内有同时都取零值的子域 D
; 厂 :

是奇次型时它在子域 D 内不总取零值
,

F 、

是 偶 次 型 时它

在子域 D 内可取与 厂m 的常号相异号的值
,

厂苦 是高于
s 次的诸项之和

,

于 是 U 是 变 号 函

数
.

例 1 :

设
n == 4 , 厂 tn == 厂

2
= (戈一夕)

2 ,

犷
。 * , = 厂3 = (x 一夕)

“,

厂
. * 2
二 厂 , = (戈一v )“(二 + 夕)

“
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+ ( z 一脚 )
4 ,

厂 , 十 3
== 犷

。
= (x 一夕)

6 ,

犷tn + ,
== 厂

2 * ;
二 犷

。
“ (x 一夕)

“

(夕+ 叨 + z )
4

+ (之 一 叨 )
4

( 黑
空

十。
“

)
“

(, = 4 )
,

犷‘二厂
。
二 x “

一 Z x ‘

砂 + 夕
“

.

现在 B 区域是 , 一夕= o 所代表的四维欧氏 空 间 中

的三维超平面(超锥面的特例 )
,

D 区域是 x 一夕= 0
, z 一 叨 = O 所代表的四维欧氏空间 中 的二

维超平面
.

将 x = 夕
, 之 = 功 代入 厂9, 可得 犷

。
= 2少一 2犷沙

,

此时它显然不总为 零
,

定 理 2

的条件完全满足
,

所以

U = 犷
:
+ 厂 3

+ 厂
‘
+ 厂

。
十 厂

。
+ 厂

。
+ 厂份

是变号函数
.

例 2 : 设 n = 4 , , = 2
, r == 4

, s == 1 0 ,

厂 , 二 厂
2
= (x 一夕)

2

厂
。+ ,

= 厂
:
= (戈一y )(8戈切 一 7y 之)

犷
. + 2

, 犷
;

“ (戈一夕)〔3 x ,
2
一 5切夕之、+ (2 一脚”

厂
, 十 3

= 不
厂。

= (劣一夕)(% “刀z + 刀名脚% + 9田“x 名

)

犷二
+ :

= 厂
。
” (x 一 夕)

“

(夕+ 切 + 3 之 )
‘
+ (z 一功)

‘

(x Z
+ 功

2

)

厂
s
”厂

l。
= x l o

一 2义 5
,

5
+ 2 1。

现在区域 B 是 由 二一夕= O所表示的三维超平面
,

区域 D 是 劣一夕二 O
, 二一切 = o 所 表示的二

维平面
‘

将 二= y , z 二二 代入 厂 3 ,

厂
; ,

厂5 ,

厂
。 ,

它们都取零值
,

代入 厂
I。

可得 厂
‘。
= 一夕

‘“
+ 砂

“,

它显然可取负值
,

定理 2 的条件完全满足
,

所以

U 二 厂
2
十厂

3
十厂

‘
+ 厂

。
十厂。十厂

; 。
+ 厂井

是变号函数
.

定理 3
:

设我们有

U (二 ; , 二 2 ,

⋯
,

二)二 犷。(x
, , , 2 ,

⋯
, 二。

)+ 艺 犷
二、 , r

(, , , x : ,

⋯
,

x 。

)

+ V 。 十 : r 十 : :

(x , , x : ,

⋯
, x 。

) + 厂苦 (戈
, , % , ,

⋯
,
劣。 )

,

(跳 = 2 , 4
,

6 ,

⋯ ; r = 1 , 2
,

3⋯
; s = o , 2

,

4 , 6
,

⋯ ) (1
.

9 )

这里 犷 , 是 仇 次常号型
,

它在变量满足 (1
.

8) 式时取零值
; 厂 . 十 : ,

⋯
,

厂。 + 2

分另lJ是与 厂。 同

号的 。 + 2 次
,

⋯
, 烧 + 2r 次常号型

,

而且它们在 厂二 取零值的区域 B 内有同时都取 零值的

子域 D ; 厂
。 , : r , 2 。

是 。 + 2r + 2 : 次 型
,

它在子域 D 内总与厂 m 的常号取同号且仅在原点取零

值
,
厂协
是高于 m + 2r + 2s 次的诸项之和

.

于是 U 为定号函数
.

本定理是定理 1 的推广
.

例
: 设 粉= 4 , , = 2 , r 二 2

, : ~ 2
.

厂fn = V
Z
“ (x 一夕)

“,

厂耐
2
= 厂

4
= (义 一夕)

2

(2 戈 + 3夕)
2
+ (之 一功 )

毛

犷, , : r
= 厂

。
= (戈一夕)

2

(夕+ 2功 + z )
‘

一

十(z 一功、
‘

(义
2
+ 叨‘)

’

犷
。 ; Z

r
+ 2 ,

== 厂
, 。
= x 1 0 + 2% 5 夕5

+ 2 1。

现在区域 B 是 x 一y “O 所表示的在四维空间中的三维超平面
,

区域 D 是二一 y = O和 二一叨

二O 所表示的二维平面
.

将 x “ 夕 及 之 ~ 。 代入 厂
4 ,

厂 。

可得厂
‘

~ 厂
。
~ o ;

代入 矿 L。

可得厂
, 。
=

3夕‘“+ 切10 ,

它总取正值
,

而只在
二 = 夕~ z ”、 ~ O 时才等于零

‘

定理 3 的条件完全 满 足
,

所

以
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U 二厂
2
+ 厂

、
十厂

。
十厂10 + 扩头

是定正函数
.

二
、

睡陀螺轴运动条件稳定的必充条件的证明

睡陀螺的运动稳定性是一个经典问题
,

自从 1 8 6 5年 H
.

B
.

M a
、

B e R 。 认『”首先研究这个

问题之后
,

一百多年来不少作者 【2 一 5 ’
都从不同方面用不同方法研究过这个 问 题

.

特 别 是 J
.

L
.

Sy n g e ‘”, 7 ’

给出了章动角稳定的充分必要条件
.

19 4 6 年 H
.

r
,

“
Ie T a e B ‘“’根据 J’I 只 n y H o 。

直接法得到睡陀螺轴 条件稳定的充分条件
.

1 9 5 4 年 耳e T ae 。 进而得出运动无条件稳定的充 分

条件
‘“ ’

.

本文作者在
tle T a e J, 1 9 5 4 年工作的基础上在 1 9 6 3 年得出运动方程全部 变 凌稳定的

必充条件
‘’”’

下面本文在
t
le T 、。 1 9 4 6 年工作的基础上

,

根据 (一 ) 的定理得出 睡陀螺抽

条件稳定的必充条件
,

它与章动角稳定的必充条件和运动方程全部变量稳定的必充条件完全

吻合
.

有些作者 “ ’一 ’“’曾忽视 e 扩一 4 A 阴ga 的情况
,

认为稳定的必充条件是 C么
护> 4 A o g 。 ,

这是错误的
.

睡陀螺的运动考虑作一个重刚体的定点运动
.

惯性坐标系 口x y 二 的 原点与该定点重合
,

x 轴铅垂朝上
.

与陀螺固结的动坐标系的轴 or]
,

成
,

成 与陀螺在固定点 。 的惯性主轴重合
.

泪

应的转动惯量是 月
,

B
,

C
.

我们有

姓 = B
一

占= a ,
刃= O

,

亡= 0 (2
.

1 )

这里 占
, 刀

,

亡是陀螺重心的相对坐标
, a 是一个正数

.

陀螺轴时的位置可以由角。和口决定
,

这里 a 一 (J
,

川
,

刀~ (J
,

豹
,

而。J是。睿轴在坐标平

面。x 夕上的投影
.

我们知道
,

(刀
,

川 一 a
,

(雪
,

z) 一刀
.

令沪是陀螺绕
。占轴的转角

,

陀螺的角速

度矢量是
:

乙 = 山 ,
+ 面 2

+ 。 3 f 2
.

2 )

这里。
:
= 血

,

。 2
= 万

,

。3
一沪

.

面在惯性主轴成
, 。。

, 。乙上的投影是

夕一中十成
sin 刀

,

q ~ 一万
, : 一丘 。0 5 刀 特

.

:J)

陀螺的动能T 可由下式决定
:

ZT = C p Z
+ 月(q

么
+ rZ )= C (势+ 血 s in 刀)

2
+ 左 (万

2 + 次2 e o s Z

刀) (2
.

4 )

陀螺的势能是

刀 = m g a e o s 丫= 脚 g a e o s a e o s 刀 (?
.

5 )

这里 下二 (x
,

豹
,

以 甲
,

a
,

刀为拉格朗日坐标
,

我们可以写出陀螺运动的三个拉格朗 日方程

式
,

其中之一可积分一次
,

得到初积分

C p = 沪+ 血 s in 刀= 。o n st (2
.

6 )

对应于循环坐标 甲 ,

其余两个方程是

A刀+ A 丘
么 s in 刀

e o s 刀一C 。氏 e o s
刀= 。夕a s in 刀 e o sa

(2
,

7 )
A 成 e o s

刀一 ZA 良万
sin 刀+ C 。万~ 。夕a s in a

这两个方程可以看作干扰 a ,

刀
, 次,

万的四个一阶的受干扰的运动微分方程
.

而零解

a = 刀== 丘= 万= o 又2
.

8 )

对应于未受干扰运动
.
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(2
,

7 )的两个初积分是

砂
:
一

合
“(“

2

e o s Z

刀+ 万
2

) + m g a (e o s a e o s
夕一 i )二 e o o s t

(2
.

9 )
牙

:
= A (万

s in a 一丘 e o s a e o s
刀

s in 刀) + C。(e o s a e o s
夕一 1 )二 e o n st

由于甲
l

和砰
2

都不是定号函数
,

按照 H e r ae B 的办法
,

我们构成 月 , n y H 。。 函数如下
:

犷 = 牙
:
一几牙

2
= e o n st (2

.

10 )

这里几是一个常数
,

的充分条件
.

函数厂展成 a,

选得使 厂成为定号函数
.

现在我们将给出可以选到几的条件从而得到稳定

刀
, 康,

万的幂级数
:

厂 = 厂
2
+ 犷

‘
+ [/ 朴

(2
.

1 1 )

这里

1
, , . 。 . _ ,

二 。
. ,

。
、 。 。 ,

厂 2
=

一

石
一

t月 a “

十 2 月凡。卢十 仁七。元一切g a 少户
“

」
‘

1
尸 J 、, _ J . , : . ,

。

十不
~

L入万
“

一艺月式万a 十气七 口滩一水g a )a
“

」
‘

(2
.

1 2

:
‘
一

[
m o a 星星

一 +
淇

4 乙4

十

会)
一

合、叫

一 月「对 亘夕旦生+ 卫应全一旦里、+ c 。(-- 旦竺夕产
一 +

,

卫二土旦生、1
’

L \ 2
一

3 6 /
一

\ 4
’

2 4 / J
(2

.

1 3 )

其中犷
共是六次及六次以上诸项的总和

.

当条件

C 至。皿> 4刁阴g a

成立时
,

我们只要选取 久
,

使得

(2
.

1 4 )

C。一斌 C
Z。 “
一 4二互耐厅

2刁
< 几<

C。 + 斌 C Z口2
一 4 A 胡g a

2 A
(2

.

15 )

这时就有

A 只
2
一C。还+ 阴g a < 0 (2

.

16 )

士A 久

士A 之

C。几一御g a

> O (2
.

17 )

为确定计
,

我们选取

C 。
凡= 下二

.

而
、

乙Z 生
(2

.

1 8 )

显然是满足 (2
.

15 )式的
,

这样
,

根据 S y lv e s te r
定理和判定函数定号性的引理

‘川
,
犷是关于变

_
_ _

沪
.

,

_ _ _
‘ .

_
_ 、 ,

_
_ _

_
、 , _ _

, , 、

_
、

_
. 、 .

d 厂
_ ,

_ 一 ~
、 ,

_
量“ ,

刀
, 丘 ,

万的定正函数
·

同时由于厂是方程组的初积分
,

所以
叫

与万
一
= ”

·

根据月 “ “y “OB 关于

运动稳定的定理
,

可知这时运动是稳定的
,

而 (2
.

1 4) 式是运动稳 定 的 充 分 条 件
.

这 就 是

任“T ae B
得出的结果

.

但是当
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C
Z o Z

= 4月 切g a

时
,

我们不能选到几使得厂
2

成为定正函数
,

只能选 几使厂
:

成为常正
.

此时由

A 几
2
一C 。兄+ 解g a , 0

可得

(2
.

19 )

(2
.

2 0 )

C 。
泥 =

.

万
,

石 -

乙J 气
〔2

.

2 1 )

其形式与(2
.

1 4) 式相同
,

但由于。的数值不 同
,

因而(2
.

1 4) 式与 (2
.

2 1) 式中的 又的数值也是

不 同的
.

将 (2
.

2 1) 式代入 (2
.

1 2) 式可得

l
l/ 。二二卜二卜 月

2
丘十

C。刀
2 A

+

扣(”
一

锣)
’

(2
.

2 2 )

这是常正函数
,

当

f t(。
,

刀
,

*
,

沙)一 * 十典哄一
。

乙了 」

f
:

(a
,

刀
,
a

,

刀)一刀一
C o a

2A

(2
.

2 3 )

时
,

犷
:
= 0 ;

当上式不成立而 a
,

刀
,

次
,

刀不全为零时
,

厂
:

永远为正
.

今将

_ 叹。刀
2月

C o a

刀 =
-

初一 (2
.

2 4 )

代入 (2
.

1 3) 式
,

并利用 (2
.

1 9) 式可得

犷
‘ 望夕叼

8
(“

2
+ 刀

t )
2

(2
.

2 5 )

显然
,

此时 厂
‘

总取正值
,

且仅在 a 一刀二 戊= 刀一 。时等于零
.

所以 厂 满足 (一 ) 的定理 1 的

条件
,

从而得出结论
,

犷是定正函数
.

当户扩 二 4A m g 。时运动是稳定的
.

这样 就 证 明
,

陀

螺轴运动条件稳定的充分条件是

C
Z。艺

) 4 A m g a (2
.

2 6 )

容易证明
,

当 C
Z

扩< 4月。g 。时
,

(2
.

7) 式的第一次近似方程的特征方程将具有带正实

部的根
,

这样
,

根据 月 , n y H
oB 的第一次近似理论““

,

知道这时运动是不稳定 的
.

最 后 得

到结论
:

睡陀螺轴运动条件稳定的必充条件是

C 名。2

》 4 A 拼9 0 (2
.

27 )
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