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摘 要

应用多项式的增广图示知识
,

可以得到确定特征方程常数项
a ,:

的稳定区的 准 则
.

由于 a’‘
木

身不参加计算
、

而且得到的是
a 。
稳定区

,

不只是一组系数的判别
,

所以这个判别线性系统稳定性

的方法具有一定的优点
.

对于特征方程次数
n

( 川 都能用公式计算
.

当n = 5 或 6 时判别尤为便捷

若 ”》 11
.

不得不依靠解数字方程才行
.

一
、

导 论

从特征方程的系数直接判别线 性 系 统 稳 定 性 的 方 法 有 H er m it 。 (1 8 5 4) t‘’,

R o ut h

(2 8 7 7 )
〔“’,

士Iu r w it z

(1 8 9 5 )〔
“’,

N y q u is t (1 9 3 2 )〔
‘’,

M o x a ;、二 o h (2 9 3 8 )〔
“’
等大家熟知的方

法
.

现在本文从多项式的增广图示知识
〔”〕

也得到一种稳定性判别法
.

这个方法的摧木算式和

M o al"l 朋
、 的一对方程是通同的

.

他的方法要解两个高次方程
,

而本文 只 需 求解一个
; 他

只对一组 已知的系数加以判别
,

而本文得到了 a :

的稳定区
.

关于确定稳定区域的 D 划分边界法
,

它是一种图解法
.

本文方法虽由 图 示知识得来
,

但应用时已经是一种纯计算法
.

关于 M o x a 泣二。 b
所用的一对方程和本文算式的联系将在 (五 ) 中说明

.

二
、

确定 a n

稳定区的准则

设线性系统的特征方程为
a o : n

+ a 15 , ‘一 ’
+ ⋯⋯ + a : 一 z : + a :

= 0

上式各系数必须都大于零
,

否则系统不稳
,

这是常识
.

故今后假定 ai > o (‘= o , 1
,

自 (2
.

1 ) 的系数可写出下列 两个算式

(2
.

1 )

2
,

⋯ n

o 。 一 z
一 a 。 一 : 夕2

+ a 。 一。夕4

+ ⋯ +
〔一 1 )

阴 a 。夕2 爪
= 0

(一 1 )
”, a ; 夕2 川

~ 0

当 n ~ 2切 + 1

当 n ~ 2切 + 2
(2

.

2 )

刀= 夕2

〔a
, 一 :
一 a 。 一 4夕2

+ ⋯ +
f(一 1 )

阴a J夕2 ’ 一“

飞(一 1 )
, 一 1。。: ,

: 当 n ~ 2m 十 1

J

当 n = 2胡 + 2
(2

.

3 )

现在先叙述确定入稳区的准则
,

其理 由将在 (四 ) 中说明
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先解夕
“

的。次方程 (2
.

2 )
,

若系统稳定则有

(i ) 系统稳定时
,

方程 (2
.

幻 必有m 个相异正根
.

将解得的。个正根依大小排列
,

并附足标

0 < 沂 < 蛇 < ⋯ ⋯< 呱
一 ,

< 夕熟

将川 代入 (2
.

3)
,

得相应的 R
:

.

设 R
O二

是所有奇足标 R
, ,

R
3 ,

尸
5

· · ,

⋯中的最小者 ; 尸
。 、是所

有偶足标R
: ,

R
‘ ,

R
。
⋯⋯中的最大者

.

则系统稳定时又必须适合下列二个条件
:

(11) R
。二

> 0
,

(111) R
。二

> R
。、

当上述三个必须条件满足以后
, a 。

的稳定区一定存在
,

而且可按下列 两条原则确定
:

月 ) 若R 、) O,

则稳定区为 (R 。
,

刀
。

矽

B ) 若R 蒯落 0
,

则稳定区为 (0
,

jl0
二

)
.

三
、

特征方程次数 n 仁10 的a 。

稳定区

略去
n = 1 及2 两种简单情况

a ) n = 3

(2
.

2 )
,

(2
.

3) 两式分别成为
a Z
一 a o夕艺= o R = a l夕2

自第一式得少= a Z
/a

。,

代入第二式得
a 。二 R

I
= a la :

/
a 。> o 稳定区

:

(o
, ‘, la :

/
a o

)

这和 R o u th
一
H u r w it z 条件△

2
= a la :

一 a 。a 3

> 0相合
.

b ) n = 4

(2
.

2 )
,

(2
.

3 )两式为
a 。一 a l夕2

= O R = 夕2

(a Z
一 a 。夕2

)

自第一式得少一
a 。

/
a , ,

代入第二式得

a 、
三 R

,

一邵
一

U -

a 3

\
“ 2
一 (I o

—
刃

“ x /

要R
l

> o
,

必须△
2

> 0
.

这 条件满足后一定存在
a 、的稳区

:

l{ u rw it z 条件一致

〔
。

, 一

备(一令)〕
·

这和 R 。·‘h
-

n
�

>

0气几3Z
t二aaaa

、

△
,

二 } a 。

{ 0

e ) n , 5

a 4
一 a Z夕忍+ a o tl, 4

= 0

第一式能解出两个实根的条件为

( i ) △= a 孟一 4a o a ‘) 0

上列条件满足后
,

必然可得两个正根
:

, ‘一

孟
。

(
一

、 ·

卜 4 ·。·4一

)

R = 夕“( a 。一 a ,夕恋)

1
夕圣~

一丁兀 一 戈a :
十丫

乙 u o

a ; 一 4a 0 a 4



特征方程的常数项的稳定区确定法

第二式可用第一式降低对犷的次数
,

而可写为

R 一

命
〔一“

鑫
一 (·

1

一
,

3

’y
“

“

要条件 (i 11) 满足
,

即川 < 川 时有R
I

> R
: ,

那么自上式得必须条件△
:

> 0
.

条件 (11)成为 R
;
= (a ; a ‘一△

2 夕})/
a 。> o

这三个条件满足后
,

即可按 (二 )中
J

4 )
,

B )确定
a 。的稳区

.

例一
: 6

+ 2 : 4
+ 5 5 3

+ 9 5 2
+ 45 + a 。 = o

解
:

(i) 么= 9 > 0
,

(111) △
2
= 1 > 0

,

夕爹= 1 , 夕委= 4

R
,
= 7 ,

R
Z
= 4

.

于是 a s

的稳区为(4
, 7 )

若
a 。 = 6 ,

稳定 ;
若

a 6
~ 3 或 8

,

系统不稳
.

d ) n = 6

a 。一 a 3 , 艺
+ a , 夕4

= 0 尸 = , 2

‘a
4

一 a Z之, 2
+ a 。夕‘)

仿 n ~ 5
,

可得必须条件 (i) 屺 一 4a
工
吼> 0

.

第二式用第一式接连二次降低对 g “

的次数得

口3 Q s

口 艺 口4

Q 1 Q 3

al氏。
n 1
九 = 一二万一 La 。凸 2

一夕
‘
凸 几) △几=

U 1

要条件 (11)
,

(iii )同时成立
,

必须△
2

) O
,

△ ; > 0
.

这三个条件满足后即可按 (二 )中(注)
,

(B )

定稳区
.

(3
.

1 )

(3
.

2 )

令

e ) n = 7

a oy 。
一 a Z夕 4

+ o ‘y Z
一 a 。 = 0

R 二 夕
2

(a
。
一 a 3夕2

+ a ,夕‘)

少 = t + a Z

/ 3 a 。以化去(3
.

1) 式的第二项
,

得

t3 + 3户t + 2叮二 0

式中
1 / a 景\

P二
一石丁一 l a 今

一下注一 !
J “ o \ j u o /

(3
.

3 )

(3
.

4 )

1 /
q 二 下刃丁一

.

1
乙u o \

口2 Q 4

3 a o

_
、

_ 心一

~

里二一
~

骥
一
、

2 7 口言 /
(3

.

5 )

要 (3
.

3) 有三个实根
,

必须 P< 0及△三梦+ 尸< 0
.

(3
.

1) 式一定有三个相异正根少
.

要求少
,

先算 切 ~ c os
一 ’

(一刃斌
一

而习)

再用下式算夕
“ ,

这两式成立后
,

依D e s c ar te s 符号规则可知

(3
.

6 )

a o

夕
‘

~ 不亡
- -

十
J u o 鑫

、

一
c o s 2汀左+ 甲

3
庵= 0 , l , 2 (3

.

7 )

将叭代入 (3
.

2) 得R
: ,

即可按 (二 )中(i i)
,

(i 11)判另lJ是各Ri 是否适合稳定要求
,

不必再进行分

析讨论
.

例2
.

5 7
+ 2

.

6s c
+ 7

.

1 4 5 5
+ 1 0

.

9 : 4
+ 1 4

.

3 0 3
+ 1 2

.

8 5 2
+ 8

.

12 : + R == 0

解
:

为了和其他方法比较
,

列出重要算式和结果
.



6G 2 江 家 课

l /
_ .

=
~
.

二~ 1 1 4
.

3 -
石 \

7
,

1 4 2

= 一 0
.

8 9 7 7 3 < 0

1 / 7
.

1 4 X 1 4
.

3
q =

~

石厂l

—
一

不—
一

—一
艺

·

1乙一
‘ \ J

2

2 7
X 7

.

1 4 5

!= 一 0
.

5 2 4 2 7

△= q Z
+ 户s

= 一 0
.

4 4 8 6 4 < 0

e o s甲 = 一 (一 0
.

5 2 4 2 7 )/斌正蕊亏而, 二 0
.

6 1 6 3 5

甲“ 5 1
.

9 4 9 2
。

7
.

1 4
y

“

= 一一蕊一一
J

2

十
一不厂V 7
J

.

1 4 2
一 3 X 1 4

.

3 c o s 寿= 0 , 1 , 2

川凡夕奎= 0
.

9 8 6 9 7 夕里= 1
.

9 6 3 9 2

R
一
= 3

.

5 2 8 1 尸
:
= 0

.

82 7 6 4

因此R
。。”R

,

> R
:
= R

e
o

.

稳区(0
.

8 2了6 4 , 3
.

5 2 5 2 )

f) n = 8

(‘2”
’

“+
譬)

= 4
.

1 8 9 1

= 4 9
.

2 8 5

a l夕“
一 a 3夕4

+ a 。夕2
一 a ,

= 0

R 一 夕2 (a
。
一 a ‘夕2

+ a Z夕4
一 a 。夕“)

比较
e )

,

f) 第一式的系数
,

可知系数代换式为
a 、, a ; 十 ,

.

于是对应于(3
.

4)
、

(3
.

5)
、

(3
.

7)
,

有

, 一器: (
几一箫)

。一

贵(
一

尝一
外 一命

一

笋)
二 :

_ a 3 .

2 /

一
“
一厄瓦 一 感瓦丫 “ ; 一 涉a ‘a s C O S

2 汀k + 甲

3

其余可仿e) 进行
.

g ) n = 9或 1 0

第一式可联合写为

y ”
一刀

, 夕6
+ 刀

。y ‘
一刀

。y Z
+ 刀

‘
= O (3

.

8 )

其中 尽一

合
当 n一 9 ;

刀‘
口2 ￡+ 生

口 l
当, , 一 1 0

令
_
_

.
:

刀
;

甘一 J 一一 1 一
任

(3
.

9 )

则 (5
.

5 )化成 夕4
+ A 夕

2
+ B 夕 + C = o (3

.

10 )

式中
, 一 , :

一攀
“一}

一

却
2
一

静
‘一风

。 。 1 。 。
.

1 。 , 。 3 o
J

七 = P4 一万
‘

p lP
“
十二面一 p ; p Z

一灰落p 夏

现在用E ul er 法解(3
.

10 )
.

令
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g 二斌可 + 斌可+ 斌碗

则。, , “ : ,

吨为下列三次方程的三个根

代C3

(3
.

1 1 )

““十 一

= u +

1 / A
Z 。 \ B

Z

U “

十一广 (一 丁一
.

一七 I U 一
一万丁 ~ U

4 \ 4 / 匕 4

(3
.

1 2 )

再令
,

则上式化成 (3
.

3)
,

而户
,

q为

二2望6

1 2 0 1 。
,

1 。 。 、

P = 一 一万不一 IP
4
十一石不 P 主一

- 不P 工P曰
上‘ \ 1 乙 任

1 「1 。 了。
q =

一石石-
{ 几丁P 4 } P Z

一
1 0 L J \

普刀
:卜令(扣

,

刀
:
一
动

一

击
刀; ]

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

以此P
,

q求解(3
.

3)
,

得八
,

九
,

几
,

再化成u l ,

娜
,

叽
,

于是可得 (3
.

8) 式的四个少根

犷 ~ 士斌可士斌琢一
B

人几厂 几一 - 贾
一

又丁一了一万一二 +
石 、工呵 “a 少气工 V “‘沪

(3
.

15 )
刀
�

4

。。 , u 。是三个
“ 中的任意二个

.

由根号前的正负号不同得四个少 根
.

将 川 代入第二式算出

R i以确定
a 。或 a , 。

的稳区
.

例 3
.

5 ‘”+ 2占。+ 6
.

2 0 9 : 8
+ 10

.

5 3 2 5 7
+ 1 3

.

7 4 5 8。。+ 1 9
.

4 6 7 泞5
+ 12

.

8 4 5 ‘

十 1 4
.

8 8 4 4 占3
十 4

.

2 5 6 95 2
十 3

.

9 4 1 7 7 5 十 R = 0

解
: 3

.

9 4 1 5 一 14
.

8 8 4 4夕2
+ 19

.

4 6 7夕4
一 1 0

.

5 3 2夕。+ 2 , .
= 0 ( 3

.

1 6 )

R = , 2
[ 4

.

25 6 9 一 1 2
.

8 4夕2
+ 1 3

.

7 4 5 8夕4
一 6

.

2 0 9夕8
+ ,

8
] ( 3

.

1 7 )

由( 3
.

16 )和 ( 3
.

1 3 )算P

1 「
_ _ _ _ _ .

1
P = 一一; 二月 1

.

日丫U , 十一不不
,

L ,
l ‘ L l ‘

7 3 3 5 ) ,
一李

只 5

4

.

2 6 6 x 7
.

4 4 2 2

」
= 一 0

.

0 0 5 6 8 9 9 < 0

自( 3
.

1 4 )算g得 g = 一 2
.

9 9 5 X 1 0
一 4

△= 9 2 + P
3
~ 一 9

.

4 5 1 x 1 0
一 8

< O

A = 一 0
.

6 6 5 5 3 3 B = 一 0
.

0 6 7 6 6 5

。= t 一丝一 t + 0
.

2 1 0 0 2 2

6

·

一

一 2
.

9 9 5 x 1 0 一4

c o s切二 一 a / 心 {h 钊 ~
一一下

一

二二爪 r , 一
~

叹一 ; 二 ; - 一

一 0
.

6 9 7 8 1
“ ”

犷 ’

丫 ( 5
.

6 8 9 9 X 1 0
一 西

)
“

甲== 4 5
0 .

7 4 8 1

t = 2 斌 = 石
一

e o s

t l
= 0

.

1 4 5 5 5

u l
= 0

.

2 5 6 4 7

3 6 0
0

k + 甲

3
= 0

.

2 5 0 8 6 e o s ( 1 2 0
”

k + 1 5
.

2 4 9 3
。

)

t Z = 一 0
.

1 0 7 1 4

u Z
= 0

.

0 0 3 7 8 2 7

t 。= 一 0
.

0 3 8 4 1 2

u s
= 0

.

0 7 2 5 1

夕”= 士斌而士斌云『+
0

.

0 0 8 4 5 8 1

( 士斌而) ( 士斌可)
十 1

.

3 1 6 5

夕圣= 0
.

6 2 2 9 3 夕里= 1
.

0 1 7 8 夕彗= 1
.

4 9 2 1 夕三= 2
.

1 4 7 2

R
;
= 0

.

z so s z R
:

= 一 0
.

0 4 6 4 2 ,

R
。
“ 0

.

0 4 8 0 9 R
‘

= 一 0
.

3 1 9 6 7

于是 R
O , = R 3 ,

R
e
、 = R

:
= 一 0

.

0 4 6 4 1 < O

所以
a : 。

的稳定区为( o , 0
.

0 4 5 0 9 )



汀 家 沃

四
、 a 。

稳定区判别理论

线性系统的稳定性 由特征方程各根的实数部的正负号决定
,

只有当所有各根的实数部都

为负值才稳定
.

研究

R (二 a ,

) = 一 (a
os n + a : s n 一 ’+ ⋯ + a 卜

: 5 2 + a卜 , s) (4
.

1 )

的增广图示的 (x
,

功和 (二
,

R )曲线
,

能提供在二 > o半平面中复根的分布情况
.

由于 (x
,

妇

曲线对 二 轴成对称
,

因此只要研究它在第一象限的图线
.

(4
.

1) 的实曲线R
:

当二自 。增至 + 拍

时
,

R 自 0 单调地趋于一 oo 所 以‘如果存在稳区
,

一定在R > O这边
.

(x
,

R )图中的复根曲

线R
。

在 x = 0直线上的R
c

值是决定R 稳区的重要数据
.

为此令文献〔6 」中基本算式中的 x = 0
.

由于

尸
:

二 a ‘” ,
(0 ) = 0 , a (才)(0 )= 一 a , (t今 n )

石6 J中〔1
.

8 )
,

(1
.

9 )两式便成为本文 (2
.

2 )和〔2
.

幻两式
.

(4
.

1) 的图线当 !。 }。 co
,

它的渐近式为

门
.

a ;
、

It 一一 U 从 ‘ 寸

—
矛

一

、 刀u 。 /
(4

,

2

这式的 (x
,

。)及 (x
,

R ) 图线如 图 1 所示
.

(x
,

, ) 图的根轨迹是汇交于c(一粤
一 ,

。
、的

。根
\ ““ o /

直线
,

其中只有。根直线穿过第一象限
,

与 夕> 0 的 勿 轴相交于 。点
,

不论
n = 2阴 十 1 或 。一

2脚十 2
.

对x > O的x 轴垂线 x = 权> 0) 也同样交于卿点
.

对于(4
.

1) 的图线
,

当x , 十 co 与(4
.

2) 的图线逼近
.

因此对充分大的 k
,

(4
.

1) 的根轨迹

也与 x = k相交于m 点
.

将k 值变小
,

则交点数可能减少
.

现在说明
,

当 k o o 时
,

如果交点数

少于m
,

那么系统必然是不稳的
.

因为交点数的减少一定是由于下列二种情况之一产生的
.

( 1 ) 两支根轨迹在月 点相合为一整支曲线
,

如图 2 (工)(a )
.

此 时根轨迹方程在
x 》 o

的半平面 x 二寿,
处有重根

.

对应的 (x
,

R )图在 二> o 有整支复根 曲线 R
。

自一 oo 至十 co
,

如图

2 ( I )(b )
,

因此系统不稳
.

( I ) 有一支根轨迹对称地横跨于 x ) 0的 x 轴上
,

即与正 x 轴有一交点B
,

对应的 (石

尸)图的实 曲线R
,

在二 ~ 如处有一极大值
.

我们知道
,

增广图在 B
z

点出发必有一条 R
。

线趋 于

R 二 + co
,

如图 2 ( I )(b )
.

于是这系统也不稳
.

事实上若各 al 都大于零
,

那么在 x ) 0 半平面中

综合以上两种情况
,

必须条件 (i )成立
.

d R
, _ _ _ ,

. 、 , 、 、 ,

一 _
、 、

_
, . _ _

一

丁一夭 U
.

肪以还信况就小 公出现
.

以 X

对稳定系统而言
,

勿轴上川 < 川 < ⋯ < 夙的顺序与在二 二庵) o 的交点顺序相同
.

因为 芳

有变更
,

在x > 0就有二支根轨迹相交于D
,

于是对应的 (x
,

R ) 图线就有两支R
。

线在 x > 0 的

劣二壳D
处相交

,

这样系统便不稳
,

如图 3
.

(4
.

2 )的(x ,

R )图
,

按 【6 」中二项式图线公式可知各R
。

线在R 轴上的交点顺序为

⋯ > R
S

> R
3

> R
i

) 0 > R
。

) R
、

> j扩
。

> ⋯ ‘才
.

3 )

(4
.

1) 的 (x
,

R )图
,

各R
。

在R 轴上 也有 m 个交点
,

它们的顺序可能和上列顺序不同
.

但

可以证明
,

对于 二 > o ,

中心点
c 在 x 负轴上的情况下

,

R
o l ,

R c3
,

⋯是 二 的 单 调 升函数
;
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Rc
Z ,

R
c ;
⋯是 二 的单调降函数

.

现在以 两种观点加以说明
.

(a ) 几何法—
在 x > O

,

根轨迹没有重根
,

那么任两支 R
。

线不会在 x > 。连接成一支

线
,

即使整个 (二
,

R ) 平面内有这种情况
,

这 R
。

线亦已被 R 轴所截断
.

这样 每 一 支 R
。

线

在 x > O一定是单调升或降
,

因为如果出现如图 4 那样有极值点的 刀
。

线
,

则 R 变大 经 过 刀

时
,

根将突然减少四个
,

经过 a 时突然增加四个
.

这和增广图示
“

除中心线上以外
,

能保持

根数不变
”

的基本特性不符
.

至于奇足标 R
。

是单 调升
,

偶足标 R
。

是单调降
,

那是由于 (4
.

1) 是 (4
.

2) 的 渐 近 式的

缘故
.

(b ) 分析法
—

先讨论
n = 2脚 + 1 的情况

,

将 [ 6 」中增广图示基本算式缩写成

小 三 乙 (一 z )“夕
2左a ‘九 一“‘一 ‘’

= o (4
.

4

尸
c
= 乙 (一 1 )“夕

2 寿a ‘八 一 “k 、

(4
.

5

将上二式对 x 求导数
,

并应用关系式

d
一 万: 下 a 、’沪

二 又n 一 孟+ 1 ) a 气; 一
‘ ’

“潇
(4

.

6 )

得 华一必
(一 1 )、2、, 2 、一

堪竺
。 ‘

一
+
盛(一 1 )、,

忍·

(2、+ 1 )。 、,卜 2儿一 )

以 弄 丁- 二 以 汤

—左 . 1 倪‘ U

d少

d 劣
= 乙 (一 1 )“Zk夕

2 凡一 ‘

会
口‘

一
) +
云

(一 , )方、
2 寿

(2、+ 2 )。 厂·- 2。

一
。

儿= 0

、

沁
:

_

二 * 一谓。
, ;、 * 名 L . , _

: , 、
二 初

, 下,

d 夕
护

l寸」二工、米— 代夕之用 i凡 乍犷 “ 卞 土~ “ ,

羚 /口 尹件团 一 〕二
一 ,

U 人

a ‘” 一

鞠不存在 (即总和只到 。 为止 )
,

得

将它代入
.

一竺理轰争
一 ,

“ 汤

d 尸
并 考 虑 到 k一。 十 1 雨

d R
乙 (一 1 )

‘
k夕

2 几一 Za ‘”一 2寿)

“ 二 、 c

一
L 花 = 1

d x

云
(一 1。*、, 2 壳一。 (!卜 2 *

一

工
、

云。一 , )、。
2 。(2、、 1 )。

、。 一 : 。一 ,

)

儿= O

又将上式末项折成两项
:

艺卜 l)“。
, ”(2庵+ 1 )a

(” 一 2 。一 : + a 。卜
, ,

掩. 1

应用中 = 0
,

有 a ‘”
一 ”二 一 乙 (一 1 )勺

2寿
、

片 一

“
一 ‘,

于是
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、*
。

_ 2

〔芬
(一 ‘, ““

2‘一 2。 ‘” 一 2‘)

)
2 一

卜2 0 2

(
、

(y半丫!, 一 ) /

口少

d 劣 口少

口(夕
2

)

:

几中

日少

日(夕
2

)
~ 乙 (一 i )‘,

2 寿一 “a ‘, ‘一“左一 ‘,

间样对于
n 二Zm + 2 ,

可推得

勺乙

f
.

2.
气

一一
d R

e

d x [鑫
(一 ‘,‘, 2 。一’·‘” 一2 ‘)

l
’

. _ 。

/ a少 、2 1 / a少
十 “夕

‘

又不公万
~

夕了广百牙了

从上面两个
d R

。

d 戈
式看出

,

分子恒为正值
,

所以
d R

‘

d 劣
的符号随分母而定

.

即
d R

。

d x
在 x > 0

一一 一 _ , 、 .

一
,

_
、 ,

日叻
, ,

_
二_ , _ .

日小
_ ,

~
_

_ _ _
_

。 , 、 、

一
,

_
,

_ , _ _ , _ 二

甲父亏盯
,

必正绘过石丁下玄子附岑点
.

但万万万子= 0 与 甲 = 0 农不很机迹万性有重很
.

又口今坷
u 、J 尹 。 戈夕 j

稳定系统
,

巾= O 在 劣> O 没有重根
,

所以
d R

。

d 劣
在 二> O 的半平面内符号不变

,

即 R
。

是 x

的单调函数
.

当 R
。

在 x > o 内是单调 函数时
,

(4
.

1) 的稳定区完全 由 R 轴 上 的 m 个 R
。

值决定
.

因

若 R.
·

在 二> 0 有极值点如图 4
,

那么稳定区为 (刀
,

a) 而不是 (R 。
,

R a)
.

至于必须条件 (ii )
,

(iii )
;

和月 )
,

B )两条原则
,

理 由是显然的
,

五
、

本文内容和其他判别法的联系和比较

将 (2
.

3 ) 中 R 改为 a 。 ,

然后 (2
.

2 )
,

(2
.

3 ) 两式用 S y lv e s te r 消去法
,

可以得至J于
一

It, r w i‘z

行列式 △
, 一 ;

.

从△一
,
= 0

,

也可以得到
a ,

的 。 次方程
.

它与 △
, 一 3

> O
,

△
, 一 6

> O ⋯ ⋯结合
,

原 则 上 也

可确定
。 ,

的稳定区
.

但展开高阶行列式是个麻烦的工作
,

而且方程也 比 本 文 (2
.

2) 复杂得

多
.

M o x a 勿二。 ;
将

: 二J。 代入 f (: )
~ 一

o
,

得

f (j。 ) = u (。 ) 十fv (。 )一 0

于是 u (。 )三 a ,

一 a , 一 :。2
+ a ff 一 ; 。‘

一
·

一
0

v (。乡二 a 。 _ ; 。一 a , _ 。。3 + a 。 _
。口匕

一
· ·

一 0

他用的 。 即本文的刀
.

上两式显然和 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )两式相问
,

M o x a 众二、 要解上述二个方程
.

当 。 白零增大时
,

如发现 两者的根交替 出 现
,

那么浪

统便是稳定
.

木文只要解 小二 O 一个
.

从 必 一 O 的根代入另一式
,

便求得
a ,

的稳定区
.
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(妙 行二9 (i幼
”二卫口

、
\

/尹
勺
护"

为尹

/广一
/众/

l
!

}
\ !

一

:
泣诬

\

⋯

/

二二

尸杠纤\、

州n
‘

针”
l

了
口,口‘‘
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,’y

D

y
: 十 i

y
,

O

图 3

/
、

_

/
一皿立

”

~
门

一洲产

~
、
、

\

一一

一
~

4

_
卜 万

图 4
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