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摘 要

用积分方程法 和光弹性方法分析受轴向集中压力的椭球体
.

在弹性全空间
二 一 一 。

轴
_

上的 【
a ,

oo )和 〔一
a ,

一co )区间上
,

与
二一 0 平面对称地分布集度为

X
,
(c) 一X

l
(一

c
)的集中力

、

集度为犬
2
(c) 一 X

Z
(一 c) 的挤压中心

,

以及迭加一对平行井由
、

等值反

向
、

分别作用于
z ~ a

及
二 - 一 a

上的集中力
,

就能使受轴向集中压力的椭球体问题归结为两个联立的

F r e d hol m 第一种积分方程
.

然后
,

便能方便地进行数值计算
.

三维光弹性
“

冻结
”

切片法用于详细分析两个椭球体的模型
,

给出几个切面的应力分布
,

所得

结果。
:

与积分方程法相近
,

并将结果应用于分析不规则岩石力学试件实测资料的整理
.

一
、

概 述

椭球两端受轴向集中力问题是一个对岩石试件强度分析等问题
「‘’
有重要意义的三维弹性

力学轴对称问题
.

这个问题还未见有解
.

本文对此问题用积分方程方法进行分析计算并和光

弹性实验分析进行比较
.

积分方程方法用于 (表面 /体积 ) 比例较低的弹性力学问题常较有限元 法 分析具有计算

精度高和计算量省的优点
‘“’

.

大多数作者用的积分方程方法是虚载荷直接分布于弹性休的边

界面上的方法
.

此类方法导出的积分方程是二维的
、

奇异的第一类积分方程
,

其数值计算很

复杂
,

不如作者〔3
,

4 〕的虚载荷沿轴线分布于弹性体外的方法简单
.

因为后者导出的积分

方程是一维的
、

非奇异的第一类积分方程
.

其数值计算大为简单
,

对计算机的要求也不高
.

因此
,

在此采用的是虚载荷沿轴线分布于弹性体外的方法
.

本文的第二节进行积分方程的推导
.

因为问题与
z = 0 平面对称

,

故所有虚载荷 均 应与
z = o 对称地分布

.

为简便
,

选用集中力与挤压中心作为两种基本的虚载荷
.

为使 得到的积

分方程在离散计算时能近似为非齐次的代数方程
,

我们于椭球长轴的顶点上分别作用一对反

向的集中压力 P
.

在这些载荷作用下
,

令满足问题的边界条件
,

椭球的平衡方程便可归结为

两个联立的一维非奇异的Fre d h ol m 第一种积分方程
.

在第三节
,

联立的积分方程离散为非齐次的代数方程
,

即令边界母线上
。
个点满足边界

条件 (边界面上应力为零 )
,

就得到 Zn
个非齐次代 数 方 程 式 (3

.

1 )
.

此时
,

在 【a
,

co ) 和

〔一 。 ,

一 co )内连续分布的虚载荷被在
n
个区间内均匀分布的虚载荷来代替

.

我 们 用 D JS
~

21

机计算过
, 一 lD 和 n ~ 16 的情形

.

时l



刹 2 云 关 耸 肖 永 碟 邱 崇 光

第四节中介绍了光弹性实验应力分析
.

采用三维光弹
“

冻结
”

应力切片法
,

分析了长短

轴之比为 a / b二 1
.

3 15 及 a
/ b二 1

.

5的两个模型
,

求得其上的平面
二~ a/ 2 以及轴上的应力分布

.

最后
,

比较了积分方程法计算的和光弹性实验的结果
,

二
、

积分方程的推导

1
.

在弹性空间c = 一 z 轴上的〔a
,

oo )和 〔一 a ,

一 oo )区间
,

与二 = 0 平面 对 称地分布集

度为X
,

(c) = X
,
(一 c) 的集中力

,

集度为X
Z

(c) 二 X
Z

(一 c) 的挤压中心
,

以及一对等值反向
,

平行二轴作用于 z 轴上的 z == a 及二 = 一 a的集中力尸
.

在这些载荷作用下
,

任一点N (r
,

口
,

川的

应力为
「“1 :

、

⋯
!
..且............a

一K (
。

((, 一 “” ) ((‘+ c ) R 扩一 (2 一 c ) 刀扩 ) 一 3 r 2

((‘ + c 、R 护

一 (“一“’R 扩 )) 万
,
(C ) “c + 人

’

1

{
。

((r Z
一 “

·

5 (之 + “ )
“

)R 护

+ (r
Z
一 0

.

5 (二一 c )
艺

) R 万cs )X
: (c )d c + K P ((z一 Z v ) ((z + a )R r

“

一 (之一 a ) R 牙3 ) 一 3r 2

((之 + a ) R 犷5 一 (之一 a ) R 牙
6

))

口。
一K

}
·

{

(1 一 Zv )((z + c ) R 护一 (二一 c ) R 扩 )X
,

(e ) dC 一 0
、

SK
、

(R 二
3
+ R 扩 )X

:

(c )d c + K P (z一 Z v )((z + a ) R 子
“
一 (二 一 a ) R 牙

3

8
a

s

口2
= 一K }

。

((‘一 Zv ) ((z + C ) R 扩一 (“ 一 C ) R 扩 )+ 3 ((z + C )
“
R 扩

一 (z 一 c )“ R ics ))X
,

+ ((之一 c )
忍
一0

.

5r 名)

(2
.

1 )
(c ) d c + K

1

1 (((z + c )
“
一 0

.

5 r 2

)R 扩

R 扩 )X
Z

(e )dc 一 K P ((1 一 Z v ) ((: + a ) R r ,

一 (之一 a ) R g
”

) + 3 ((z + a )
“
尸不5 一 (之一 a )

“
R 牙

5

))

·

一
、

·

}了
( (卜

2· ) (R : 一 R : , + 3 ( (· + · ,
’
R 扩

一 (“一 C ), R 扩) )X
】

(c ) “C + ‘
·

SK
lr

}
。

( (“ + C ’R 7cs

+ (二一 e ) 尸iCs )x
:

(。)d 。一兀尸 r ((i一 2 , ) (尺了
“
一 刀牙

‘

)+ 3( (z + 心
, 尸犷,

一 ( z 一 a ) , R 护 ))

式中
:

R
, ‘

二 (r 忍+ (二 + c )
2

)%

R
: 。

” (r 名+ (二一 c )2 ) %

R
:
= (r Z + (z + a )

2

)%

R
:
== (, 2 + (z 一a )2 )%

K , (s二(1一 , ) )
一 ‘

K
: ,
尸为常数

.

v
为P oi ss on 比

·

r ,

0
, 二为柱坐标

·

价
, 。, ,

巩
,

介
z

为应力柱坐标分量
·

(2
.

2 )

2
.

应力边界条件



受轴向集中压力的椭球休的应力分析 6 43

在母线
耀

为
(韵

2
+

(
一

汀
- 1 的椭球边界面上

,

应力为零
.

于是由平衡方程求得在边

界面上要满足
:

。
,

二。
:

·

dr / d
z

介
二
= a 二

·

dr / d
Z

将(2
.

1 )式代入 (2
.

3 )式
、

(2
.

4 )式
,

得积分方程
:

禹X
,
+ B

L

X
Z
= F

;

A
Z

X
:
+ B

Z

X
Z
= F

Z

式中月
t , A : ,

B
I ,

B
Z

分别为积分方程的核算子 尸
, ,

F
Z

为已知函数
.

A ,
= 月

;

(二
, c ) = K ((1 一 Z v )((二 + C ) R 扩一 (z 一 c ) R瑟)

一 3 b
2

(1 一 (: /
a )

2

)((“ + e )R 二夕一 (: 一 C ) R瑟、+ (d r
/ d

: )b (l

一 (: / a )
’

)% ((z 一 2 , ,

) (R 压咨一 R 犷) + 3 ( (z + e )
’
厅霜一 (z 一 C )

’
R 石雪))

A
:
二刀

:

(二
, c ) = 一 K (b (z 一 (二 /

a )
2

) % ( 〔z 一 2 ”) (R 扩一 R犷 )

+ 3 ( (“+ c )
Z
R 石咨一 (z 一 c )

Z
R瑟))一 (d r / d “ )((1 一 Zv )( (, + c )R 扩

一 (二一 c ) R 扩)+ 3 ( (二 + c )
a
R J 一 (z 一 C )

“
R韶)))

B
,
= B

,

(二
, c ) = K

L

((b
Z

(r一 (: /
a )

2

)一0
.

5 (z + c )
2

) R 石夕+ (b
Z

(z 一 (z /
a )

名

)

一 o
·

5 (“一 c )
’

) R瑟一 1
.

5( b (1 一(z
/

a )
2

) % ( (“ + C ) R 瑟

+ (“一“ ) R 韶)
·

(d r
/ d

“ )))

B
Z
= B

:
(z

, e )= K
:

(2
.

sb (1 一 (z
/

a )
2

)% ((z + e )R J + (二 一 c ) R 石君)

一 (d r / d z )(((“ + c )
“
一 0

.

5 b
2

(1一 (z / o )
“

))尸蕊+ ((z 一 C )
念

一 0
.

sb Z(z 一(:
/
a )

名

))R 瑟))

F
:
= F

立

(z ) = 一K p ((1 一Zv )( (z + a )R 二
3
一 (“ 一 a ) R 石

’)

一3 b 2 (l一 (二 /
a )

恶

)((: + a ) R 石
“
一 (z 一 a ) R 石

”
)+ (d r / d z )b (l

一 (z /
a )

2

)% ((i 一 Zv ) (R 石
3
一 R 石

“

)+ 3 ((z + a )
Z
R 压

“
一 (二 一 a )

“
R 石

5

)) )

F
:
== F

Z

(: )= K p (b (1 一 (: /
a )2 )% ( (l一 2 ”) (R 石

”
一 R 石

3
)+ 3 ( (z + a )

“
R 压

。

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

一 (二一 a )
Z
R 石

”

))一 (d r / d “)((1 一 Zv )((‘ + a )R 舀
“
一 (‘ 一 a , R 石

“

)

+ 3 ( (: + a )
“
R J

S
一 (z 一 a )

“
R 石

5

)) )

式中
: d r

/ d
: = 一b

Z z
/
a Z ,

,

== 一 (b /
a Z

): (1 一 (2
/
a )

2

)
一
%

R
a 。

= (b Z(1 一 (二 /
a )

“
)+ (z + e )

2

)l/z

R ‘
。
= (b

Z

(1 一(z
/
a )

“

)+ (z 一 c )
2

)%

R
。
= (bZ(z 一 (二 /

a )“)+ (z + a )
2

) %

R ‘= (6
?

(l一 (二 /
a )

:

) + (: 一 a )
“

)%

(2
.

8 )



满足上述积分方程 (2
.

5 )
、

即 (万 z ~ 0相 万x = O) ;

夭 铃 肖 永 谦 邱 崇 光

(2
.

6) 的同时还要满足确定常数尸
,

亢
,

的椭球体的平衡方程
.

a
:

d : = Q (2
.

9 )

a o d s = 0 (2
.

1母)

r..、..,�r.... .、
�

式巾 : : ,

孔分别为
z = O的剖面面积和 , 一 0 的剖面面积

.

解 ( 2
.

5 )
,

( 2
.

6 )
,

( 2
.

9 )
,

( 2
.

1 0 ) 式求出X
L ,

X
Z ,

K
, ,

P
,

则应力由( 2
.

1 )式算出
.

三
、

积分方程的离散计算

大多数文献对形如 ( 2
.

5 )
,

( 2
.

6 )的积分方程的数欣处理
,

通常是用 箕离 散 的 型 式 宋代

即 在边界(李丫+ (
一

息丫一
1 上取 n个点

,

令满足应力为零的边界条 件 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 ) ;

同
‘ ” l

上心
, ‘

\b 产
’

\ a /
‘ 一

匕门 ~
‘

”
‘ 、、、 ’ , ’r.,

’

~
‘

一
/ “ / J 不 ” ‘ ’

‘
“ ’

“ 、

”
、
一

’

一
’

虚载荷连续在〔
a ,

co )
,

〔一 a ,

一 oo )内连续地对称分布也改为分成
。
个区间内阶梯地分

即 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

6 )式改为
:

替时布

2
,

⋯
, 打 〔3

.

1 )

、,....、
,

了leswewe少

乙 A
, ‘,

X
, ,

j一 l

+ 乙 B
; ‘,

X
: ,
~ F 卜

j· 1

艺 月
2

:
,

X
; ,

+ 乙 B
Z‘,

X
Z ,

= F : ‘

夕’ l j二 1

式中
:

X , s= X t ( e
,

)
,

F 01 = F * ( z
‘

)

〔] + l ) a

] 口

( 夕+ I ) a

A t ( z
‘, c ) d c

B t(之
‘, e ) d e

2 ;

二 1 , 艺
,

⋯
, n

( 3
.

2 )

1
.

、
月

‘......声

将 ( 2
.

。)式和 ( 2
.

1 0 )式离散为
:

2 二 ( b / 。 )
“

乙 i二 二

( ib / m
,

o ) = Q ( 3
、

3 )

ab / (rn L) 乙
f . l

L

乙
二 ,

( ib / m
, ta / L ) = o

t . 1

( 3
.

4 )

其中。
二

( r
,

习和。
。

( , , 二 )按〔2
.

1) 式计算
:

但若 (3
.

4) 式中 t) L斌
~

r二又刀而砰
‘

时
,

取a
。

(‘b/ 。
,

ta / 幼 ~ 0
.

解 ( 3
.

1) 一 ( 3
.

4) 式
,

可得 X , ,

X Z ,

P
,

K
,

.

则应力按 (2
.

1) 式计算
.

本例计算的椭球模型的半长轴
a = 2

.

2 8 7 5 o m ,

半短轴 b = l
.

5 2 5c m
,

a/ b = 1
.

5 ; 泊 桑 比

, ~ 0
.

4 5 ; 外载荷Q 二23
.

08 k g ; 计算机为D JS
一 2 1 机

; 积分公式采用 R o m b e r g 公式和梯形公
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式 ; 计算过
、 = 」0 和n = 托情形

.

所得的应力计算。
:

和a ,

的结果示于图 6 中
.

四
、

沿长轴压缩椭球体的光弹性应力分析

1
.

分析原理

为探明长短轴比不 同的椭球体
,

在沿

长轴压缩时的应力状态
,

用三 维 光 弹 性
“

冻结
”

应力切片法分析了长短轴 比 a/ b

为 1
.

3 15 及 1
.

5的椭球
.

由于椭球休在所讨论的荷载下为轴对

称问题
,

应力状态与 口无关
,

于是只需切

取互相正交的两切片
,

即可求出全部应力

分量
,

一片为包括对称轴的子午切片
,

另

一片为垂直于对称轴与赤道面 平 行 的 切

片 (或称水平切片 )
.

这些切片的位置见

示意图 1

根据应力光学定律
‘s ’“’,

由垂直照射

子午切片及水平切片可得
:

图 1 切片位置示意图
.

口 ,
一 口二

= (p
,
一 q ,

)
。 e o s Z沪。

== n 。

F
。 e o s Z甲。

1
,

_

下r 之
~

,

下 仁P
‘

,

一 。,

)
。 S、。 : * 。

一冬
n ,

*
, 。 5 1。 : *

。

‘
(4

.

1 )

口 ,

一 。 ,
二 (P

尸
一 Q产)

二
= 协F

: {
式中ar

,
a

。 ,
。 二

及Tr
二

为轴对称问题柱坐标系应力分量
.

(尸一 q 勺
。 ,

(P’一 q勺
:

表 示偏振

光沿口方向及 z
方向照射所得之次主应力差

.

切。

为沿0照射的次主应力之方 向 与 水 平 轴 的 夹

角
.

。 , ,

F
。

及掩
,

F
:

为切片沿e及z 方向照射的条纹序数及条纹值
.

方程(4
.

1) 中三个方程均系独立的
,

但未知量有四个
.

故不能求得单独的 正 应力
,

只能

直接求得正应力差值
.

为了分离正应力
,

可借积分平衡微分方程来补充一个方程
.

在不计体

积力时
,

轴对称问题柱坐标系下的平衡微分方程为
:

、...‘、../
产

nU

一一0奈
+

弩
+ 几

一

势

誓
+

一

弩
+

一

) 一
(4

.

2 )

若沿or 积分上式中第一式可得
:

、...性、r
.

!
..产

口 ,
_

二旦
‘

d r

r

厂.. .,1.�

一
rd( a

;

)
,

二 ( J
:

)
。
一

aT r 之

( 4
,

3 )

( 。
r

) 、= ( a
,

)
。
一 乙

八T r 二

△z 断 一 乙
J ,

一口
,

△r

r
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口企

lll } 111 1 气 I
‘‘

⋯⋯比比
.

少少州
。

·

‘‘

}
。““ 口

.

888

1111111 口 夕夕夕 一口J 创代代

口f!. 口口

)))))
七七七

{{{{{

c ) A i o i

断面上的叮 二 , 口 r , a 。

曲线
.

d) 中心断面A o上的叮 : , q r

曲线
.

图 5 椭球(b/ a ~ 1: 1
.

3 15 )应力曲线
.

P 著 口卜

~ 2 3 4

二l。{

肥 0 2 8 3 一 6
.

5 7 一 6
.

4 5 0
.

7 2

~ 1
.

92 0
.

4

一 ‘
’

“3

(
~ 1

.

50

0
.

3

O 岔6

.

2 6 1

\\
一魂 9 7 一 4 8 9 0

.

8 0—
斗
’,

—
一

}
一

—
一

j

一4
.

巧、丝
竺

丝十
入

8 1

华巡
es

些
径三⋯
,色胆一

一

—
一」

一
一一

—
一

一

一 1 4 4

产
”’3

0 1 6 5

一 3
.

一 3
.

。6

}(
一 3

.

: 3 。
.

,
! 0

.

42

}
。」巨互些经 二二显上

茎卫l

0
.
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5 )应力曲线
.

之应力条纹图
.

此两椭球的应力曲线见图 5
、

图 6
.

实验结果的精度校核

这个问题可从三方面考虑
:

首先
,

从定性上分析
.

所完成实验的模塑

均有对称轴
,

所得应力光图应当是对称的
.

这

从图 5
、

图 6 得到了证实
.

可见
,

实验结果初

步是可信的
.

其次
,

可从静力平衡校核方面考虑
.

对于

对轴压缩的椭球来说
,

平行于赤道面的任
一

水

平断面上的总垂直内力
,

应当等 于 所 加 外伐
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式中R 为所取水平截面的半径
;

ri’

两点的平均半径与平均垂直正应力
:

数
.

。 二 、: 、

为各节点处的半径及垂直正应力
; 于, ,

几
( 约 为 相 邻

n 为断面分割的段数
;
刀为应力条纹图成 像 时 的放大系

把图
s c

冲各
a 二 〔‘。之值代入式 ( 4

.

7 )得椭球 ( 。/ b = 1
.

3 15) 在二= 粤处平行赤道平面的水平
乙

断面内的总内力为O
产
= 2 3

.

45 公斤
.

而此椭球所加外力Q 二 2 3
.
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.

于 是静力平衡校核误
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同理求得椭球 ( a
/ b~ 1

.

5) 的静力平衡误差“= 0
.

4 3形
.

再其次
,

实验精度可从比较不同积分路径求得的同一点的应力值来估计
.

对于椭球 ( a / b

二 ]. 3 1 5 )
,

在分离正应力时
,

我们首先从A
l
经。 l

积分到 。 (见图 2 ) 得
。 点的 。二

== 一 2
.

9 93

公斤 /厘米
“, 。:

~ 0
.

40 7公斤 /厘米
“

.

而后
,

从月积分到。 ,

又得。点的应力为。:
~ 一 3

.

0 26 公

斤 /厘米
“ ,

a
,

= 0
.

3 6公斤 /厘米
2

.

比较两者
,

相差甚微
.

图 6 的虚线表示将积分方程离散化算得的结果
;

实线表示由光弹性实验求得的结果
.

比

较可见。:

的分布较接近
,

但价较差
.

这是因为我们的计算比较粗糙
,

尤其是 ( 3
.

4) 式
.

单元

划分细些可望结果好些
.
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