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摘 要

本文给出了圆薄膜中心部份受均布载荷产生的对称弯曲变形的解
,

它的极限给出圆薄膜 在 中

心集中载荷下的解
.

它们是 H en o k y 圆薄膜解以后
,

第三种有关的圆薄膜解
.

一
、

引 论

H
.

H e
nc k y (19 1 5) ‘” 给出了圆薄膜在全膜受均布载荷下的解

,

这个薄膜解有一些计算

误差曾由钱伟长 (19 4 8 ) 予以修正
「2 ’,

并以该解为基础求得了圆薄板大挠度问题的渐近解
.

A肚二ee B 〔1 95 1 )〔
“’

给出了圆环薄膜在其中部相联的刚性圆板上受垂直的中心集中荷载所产

生的变形的解
,

叶开沉 (1 9 5 4 )“ ’在此基础上用摄动法求得圆环板大挠度问题的解
.

H e
nc k y

和 A 朋Kc ee B
所处理的问题见图 1a

,

b
.

图1
.

a H e n c ky 问题 图 1
.

b A月e , c e e a l坡题二

本文将处理第三个问题
,

即圆薄膜中心部份受均布

载荷下产生的对称弯 曲变形 (图 2 )
.

在极 限 b , 0
,

但

lim g 二bZ = P
。

(1
.

1 )

图2 圆薄膜中心部份受均布载

荷的问题
.

的条件下
,

第三个问题的极限问题是圆薄膜受集中载荷

的重要问题
.

(l
.

1) 式中极限 尸
。

为樊中 载荷
,

本文把

圆薄膜分为两部份
,

( 1 ) 中心均布载荷部 份 (r‘b)
,
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在这一部分内可 以采用 H e
nc k y 解 (即级数解 )

,

( 2 )圆环薄膜部分 (b ( : 戈扩
,

在这一部

份内可以采用 A 二耽 ee B 的解
.

利用 r = b 处和
: ~ a

处连续条件和 边界条件
,

可以决定一

切积分常数
.

二
、

中心均布载荷部份 (r 抓 b) 的薄膜方程及其解

丫

嗜
丫

图3 圆薄膜中心部份 (r《b) 的平衡图
.

设在圆薄膜中心部份 取 半 径 为
r
( b 的一块 圆薄膜

,

研究这块 圆 薄

膜在均布载荷 q 和薄膜拉应力a :

(作

用在边界上) 联合作用下的平衡问题

(图 3 )
.

这里有两个垂直力
,

均布载

荷 g 的总合力 二r Zg (其中 r‘b )
,

及

薄膜手们友力 。
r

所产 生 的 垂 直 合 力

2 二r 人a
r s in o

,

其中 h为薄膜 f自厚度
,

0 为薄膜的斜角
.

平衡条件为

2 汀rha
, s in s= 二r Zq (2

.

1 )

设薄膜在
r
处的位移为二(; )

,

见图 3
.

则有

。 ~
,

d 切
S l n 口 )三三一一 矛丁

“ r
(2

.

2 )

把 (2
.

2) 代入 (2
.

1)
,

得平衡方程 (垂直于圆膜平面的)

d 叨 1
n 口 r 一

万牙 = 一丁
r q (2

.

3 )

在圆膜平面内
,

有薄膜径向应力 a ;

和环向应力 a ,

的作用
,

其平衡方程为

(rh口
r

)一几a
,
= 0 (2

.

4 )

环向应变为
。 , ,

径向位移为 。(r )
,

垂直位移为 切 (: )
,

则有大侥

竺drer,

设薄膜内的径向应变为

度问题的应变位移关系
:

d u

e r
= 亏

r
1

十 不
乙

(2
.

5 )

业dr

U

et = 一于一

应力应变关系为

a r
=

E

1 一 v Z (e ,

+ , e ,

)

口 ,

一、纷
(·

,

+ 一) } (2
.

6 )

其中 厂 为杨氏模 冠
, 护
为泊桑比

.

把 (2
.

5 ) 代入 (2
.

6)
,

得
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�
J

了
一,二�,一十

k口
,
=

几a
,
=

-
里互_

_

「
~

星些
1一 , 艺 L d r

E h

1一 v Z

r u
.

d u
,

粉 /
l一 十

万一不-
十

、

万 l
L r a r 乙 \

( 2
.

7 )

从 ( 2
.

7 )
,

( 2
.

4 ) 式
,

得

丝
r

1

=
- , 于不 ;

~
一

t n a
乙 左

1 「 d
, , 、 , 1

,

一 1夕傀a : ) 二
一
乃万 ! 气〔

-

又r 八a , ) 一 v 九a
r

l
又二 佗 L 口 r J

( 2
.

8 )

如果把 (2
.

8) 式的 u 代入 ( 2
.

7) 式的第一式
,

得

d 「 l d
, , , 、

1
.

E h / d 功 \2

r 一二〔丁
~

! 花少 - j 二- t r “ n 口刁 l十一不一1 一
.

, 下 ) 二 U
“ r L r 以 了 J 乙 、 以 r /

( 2
.

9 )

从 ( 2
.

4) 到 ( 2
.

9) 式的详细推导
,

可从一般板壳理论中查得
,

本文从略
.

/ _ _ 、 , _ , _ _ 、 、 、 , 、、
_

一 d 切
,

_

_
* _

、 , 、 、 _ , , 、

_ 一一二 _
, _ ,

,

_ _ _ _
.

_
, ,

、艺
·

习 刊 以
·

洲 凡 刀水解 阮
.

.

了刃阴 网
/ !、联豆万住式

·

现住无把谷种艾量尤量纲 j公

。一

斋
,

研 一

令
,

sr -
a , a r

百人
2

( 2
.

1 0 )
尸一了

�一一丫
a一
护儿a�r卜L

( 2
.

3 )

求解

S
,
=

( 2
.

4 )
,

( 2
.

9 ) 化为

d
“

d x Z

{
(‘Sr ’十

认答)
“
一 。

( 2
.

1 0a )

d 环
沪

d x
S

: Q
二二二

-

一4
( 2

.

1 0 b )

。 。
. _

d s
r

O , = O f
十 Z x 一 ;一

.

a X
( 2

.

1 Oe )

( 2
.

1 0 a ,

b

( 1 )

( 2 )

c) 的边界条件为

= O 时
,

S
,
= 有限值

= a “

时
,

沙
, 二珍

B ,

(S
r

) 汉 = ( S
,

) B
, 。 , = u ,

( 2
.

1 l a )

( 2
.

1 1b
, e ,

d )

劣X当当

其中

( 2
.

1 2 )

A
、

刀代表受均布载荷区域 交界处 (r 二 b) 的两侧的值
.

从 ( 2
.

10 a ,

b ) 中消去
d邵
d x

O

b

( A ) 和末受载荷的圆环区域 ( B )

,

得一个只包 S
,

的方程

d
“

,

。
、

二亩兀厄
~

L戈合 r ) 十
“再

-

口
2

3 2 5 己
( 2

.

1 3 )

若将 义S
,

代之以 Z ( x )
,

即令

。 1 2
‘

Q \
2 ‘3 。

知
’

~ 玄k
一
万

~

尹
‘ ( 2

.

14 )
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Z
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一
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代入 (2
.

1 3 ) 式
,

x 2

Z
2

为了满足 x 二 o 时的条件 (2
.

l la )
,

Z 应展开为 x 的幂级数
.

Z (二 )二 x f(二)

其中 f (x ) 是

, / 、 .

1
不t X I 二二二二 l — 了

-

X 一- - 一

艺

1
,

13
,

1 7
二

~

X
-

一

—
X “

一
~ 二丁 X ’

一
6 1 4 4 艺5 吕

3 7

8 6 4

1 2 0 5

3 6 2 8 8

x 。
一

2 19 2 4 1

8 1 2 8 5 1 2

我们很容易证明
,

如果 Z (对 为(2
.

1 5) 的解
,

则 c 一 盛‘“
Z (cx ) 也是 (2

.

15) 的解
,

积分常数
.

于是 (2
.

15) 的一般解 (满足边界条件 (2
.

ll a )) 为

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

x 7
一

· · · ‘

二

(2
.

1 7 )

其中
c
为 待定

。 2 Q e \号 i

o r
= t

~

耳丁一 I
一
二丁刃一J L C x 少

、 ‘ / “
(2

.

18 )

而根据 (2
.

8)
,

有

u l f d
, , 、 ,

1 左
2 「 d s

, . , _ 、 。 1
~ 丁 =

几

1 下了 ~

!
一
二蔽丁叹 r 左a

,

) 一 v 左口
,

l=
,

二1 1 2 戈 二兀丁 十 Ll 一 , ) O rl
r 之二 “ L “ r J U L 以 人 J

2

h
么

/ Q c \百
r _

=
一

厄石豆石
-

气一万一尹L乙Cx J
’

戈CX , , 以一叼J 、c x 月 (2
.

1 9 )

从 (2
.

1o b )
,

有

一亡粤、
“ 3

[f( 以 )〕
- 1

一‘零、
‘’

认cx)
、 ‘ / 、 ‘ /

(2
.

20 )柳
一

dx

其中 h (x ) 为

h(x ) 二
1

f (x )

1
.

5
, .

5 5
。 .

3 5
)

= 上十了x 一而x
一

十互诬了x
一

十丽 x
-

2 0 5

5 7 6
x 6
十

1 7 0 5 1

飞云3云了
x 一

十
2 8 6 4 4 8 5

8 1 2 8 5 1 2

x 7
+

·

⋯
’ .

(2
.

2 1 )

积分 (2
,

2 0 )
,

得

/ Qc 、
’产” _ ,

班” 一‘共于 ) g (c x )
·

劣 + A
\ 2 / 。 、

一
/

其中 月 为又一待定的积分常数
, g (x )为

1 「
几 , , 、 , ,

1
.

5
。 .

5 5
。 .

7
夕拼 j = 一 毛 n 又X 少a X = 1 十 了 劣 十 二了X

一

十 下石万丫
“

十 二下X
’

X J 。 砚 J 勺 匀 (勺 日勺

2 0 5
二 .

1 7 0 5 1
, ‘

2 8 6 4 4 8 5
十感瓦亏百xv 十宫丽 6丽x 十石5吞丽丽6 x

’

十 ”
‘

”
’

(2
.

1 8) 及 (2
.

1 9) 中的待定常数
c 和 过 将通过在 二 = 矿 处的连续条件决定

.

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3

三
、

圆环薄膜部份的解

设在 b簇 ,
(

a
中取半径为

r 的
一

块圆薄膜
,

如图 如 其中 r
( b 的中心部份受有均布载荷
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功 (r )
铸几

飞卜~ 卜
仃r

人

一
一

一

下一

卜曰
卜一日

图 4 圆环薄膜部份 七( 犷夏a 的平衡图
.

的作用
.

载荷合力 二b场和 r 处的薄膜拉力 , rh 的平衡条件为

2 兀r a r
h s in o = 汀b

Z g

利用了 (2
.

2)
,

可写成

(3
.

1 )

d 田
r n 口 r一一歹甲 -

二
a r

1
, ,

一
、

万 O 一

g
‘

(3
.

2 )

也可用无量纲量写成
。 d砰

,

戈O r

一
下- -

= 一才
沪

d 戈
(3

.

3 )

其中 尸 相当于等效的集中力

。 一 a Z
b

Z口
1 一 ‘‘‘函一一一甲盆一二-于二万

一

4 h
,

乙
(3

.

4 )

从 (3
.

3 ) 和 (2
.

10 a ) 中消去
d班
d 戈

,

得求解 万
,

的方程式
,

d
: , 。 、

1 尸
2

一下丫花矛Lx o r ) 二一 下 万l
~

示厂
a X 一 乙 工

一 J 于
(3

.

5)

再将 x s
;

代之以 F
,

即

二s
;

二 (冬*
,

)
“ ’
二(二)

、 乙 /
(3

.

6 )

得

尸
2

d
Z
F

d 劣 2 一 1 (3
.

7 )

从 (3
.

3 ) 式
,

得

d 牙
d x

(ZP )“
3

尸(% )
(3

.

8 )

,

、 d尸 一
, _ _ 、 , 、

_ 、二 。,

~ 。

特二不万
叫

米 又3
·

门 甄网洲
,

即俗
“汤

工 一丝扩
_

丝
_

、
’
= _ _ l

_ _

丝互
_

~
~

,

兰
~

了」一、
Z d 劣 、d x / 厂

芯 d x d x \ F /
(3

.

9 )

积分得

1 / d F \
之 1 。

丫 l 一下一 , ~
- - 石 一

一
Z〕

2 \ 以劣 / 户
(B 为待定积分常数) (3

.

1 0 )

或
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d F
,

一

二 /
~

1 二了万
~

硕厂 ~ V z
’

V 一 了一
(3

.

1 0 a )

开方取正值
.

现在引进新变量 甲
,

令

r
,

1
卢

’

= 索
一

“i”
么 ,

代入 (3
.

1 0 a )
,

得

d 切 _ 1 0 。 , : 1
一兰幸二

一

二
.

气架
之
B

“2 2
一

T斗一
-

d x 研 2 一 s in Z 甲

积分得
:

x + k == (ZB 厂
“I么

(2沪一 s in Z中)

(怠二待定积分常数)

以 (2
.

10 ) 代入 (2
.

8)
,

并用 (3
.

6) 式消去 二S
r ,

得

(3
.

1 1 )

(3
‘

12 )

(3
.

1 3 )

“ 了 1 。
。

\
一= ! , 二厂

‘
,

r \艺 /

立/ 3
h

Z

a 么

「
_

d户
’ . 、

F l

l艺
一
一不厂- -

一 又1 十护 )

—
l

L a 劣 X J
(3

.

14 )

利用 (3
.

1 0 a )
、

(3
.

1 1 )
、

(3
.

13 )
,

上式可以简化为

u _ h
忿

了i 。,

\
‘, ” , n D

、 8 , 2 1 f e o s 甲
‘ ,

⋯
、 s in Z 甲 飞

一 -
、
-

~

飞一龟
一二, f 刃 t 乙丈】少 一下丙一I 一一二一

-
一

-

- 戈上 门~ 护 少t 了
-
- 一 :

一二
~

一
.

一
了下二 节汽

.

芡万 I
r a 一

\ 艺 /
一

刀 L s ln 切 乙切一
、In 艺切一戳 乙。 夕

一’ 一 J

(3
.

15 )

从(3
.

8 )
,

(3
.

1 1 )
,

(3
.

12 )
,

我们有

d班 = 一

-

鲜犷擎
一

J二 =

5 1 n 一
甲

一 (2尸)
1 /3

丫于、 (3
.

16 )

积分得

、一
(2尸 )

1 / 3

了于
(、十 * )

(3
.

17 )

式中 R 为待定积分常数
.

又从 (3
.

6 )
、

(3
.

1 1 )
、

(3
.

13 ) 得

s
,
一

(合
尸

2

)
‘/

哩譬工
一

(晋
p

Z

)
’‘3

(ZB ,
3 / ’ sin 乞中

B Z切一 sin Z职一庵(ZB )
“, “ (3

.

18 )

(3
.

1 5 )
、

(3
.

1 7 )
、

(3
.

1 8 )为用 中 表示 u
/

r ,

研
,

S
,

在 a Z

簇 x ( z 中的表达式
,

(3
.

2 3 )为(切
, 二)

的关系式
,

其中 B
,

R
,

k
,

为待定的积分常数
.

只要 方
、

R
、

寿决定
,

在 圆环薄膜内的位移

和应力便都决定了
.

四
、

决定积分常数 c ,
A

,

B ,
R

,

k

我们假设圆薄膜边界固定 那末决定待定积分常数的条件为 (2
.

llb
, c ,

d)
,

以及在 x 二 1

处 沙
, “ 的边界固定条件

,

即

当 % = 1 时
,

班 = O
,

(4
.

1 )

除此而外
,

如果称 x = l 处的 叨 为 叭
, x ~ 少 处的 华为 切a ,

则从 (3
.

1 3) 有
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1 + k = (ZB )
一“, 2

(2甲
;
一 sin Z甲,

)

a Z
+ k = (ZB )

一 “, 2 (2甲a 一 s宜n Z切a )

这是在 k
,

B 决定后
,

决定 叭
, 切a

的两个条件
.

从 七3
.

1 7) 式
,

条件 (4
.

1) 决定出

R = 一沪
l
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.
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,
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.
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~
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类似地
,
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.
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.
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.

3 )
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.
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)
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(ZB )
“产2 a 2 〕 ( 4

.

6 )

了玉匕
~

、卫二
.

\ 2 / Z C

4尸

Q

, (一 )一

十(合
p

Z

)
“ 3

音
S‘n Z * ·

( 4
.

7 )

注意到

=

聋
一 。 2

( 4
.

8 )

则 ( 4
.

5) 一 ( 4
.

7) 还可以进一步简化
,

我们得

胜(粤)
“ 3

汇
(一 )

1一。(一卜声了于
( ,
一

* ! )] ( 4
.

g a )

( c a Z )
一 ’/ 3

[ Ze a Z

f
产

( e a Z

) + ( 1 一v ) f ( c a Z
) ]

一 “ “’“

斌
一

妞
一

卜

( c a Z
)
一 ’了3

f (
c a Z

) =

C O S 甲a

5 1 11 切a
一 ( 1 + v )

-

s i n Z切a

( ZB )
“, 2 a Z」

矛
a 一““ s‘n “ 卿“

( 4
.

g b )

( 4
.

g e )

从 ( 4
.

9 b
, e ) 中消去

si n 甲a ,

得

( c a 忿)
一 ’/ s

[ Zc a Z
f
产

( c a Z ) + Z f ( e a Z
) 〕= 2a 2 / 3

〔ZB ) ’
沪2

( 4
.

2 a )
,

( 4
.

2 b )
,

( 4
.

4 )
,

( 4
.

9 a , e )
,

( 4
.

1 0 ) 为决定 甲: , 甲a ,

其中 少 为已给参数
.

从 ( 4
.

9e )
,

( 4
.

1 0 ) 消去 B
,

得

C O S 甲a

5 1 11 甲a

海
,

B
,

A
, c

( 4
.

1 0 )

的六个方程式
,

c o s ,

一介
(一)一〔, (一 )〕!

了2
〔。a :

,
, (一) + , (一 )」

( 4
.

1 1 )

这是 c 砂 的函数
,

所以
,

它的解可以写成

甲a
= 中 ( c a

Z
) ( 4

,

1 2 )
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由 (4
.

9 c ) 得到

Zo a 4 / : 一 2德契嘿
es (。a “

)
; ·:
一、 (。a ,

)

J 、‘“
一
j

(4
.

1 3 )

把 (4
.

1 2 )
,

(4
.

1 3 ) 代入 (4
.

2a ,

b ) 和 (4
.

4 )
,

得

1 + k ~ a Z

M
一“1 2

〔2切
l
一 sin Z切 ;

]

a Z + k = a Z

M
一“尹2

[ 2中一 s in Z中〕

(4
.

1 3 a )

(4
.

13 b )

s in 3 沪 z

C O S 甲 -

几了
3 / 2

(1 + v ) a Z (4
.

1 3 e )

称

M
一 ”, 2

[ 2小一 s in Z中」= M
:

(c a Z )

M
,

也是 c尹 的函数
,

于是从 (4
.

13 b )有

寿= a Z

(M
;
一 1 )

把 (4
.

1 5 ) 代入 (4
.

1 3 a )
,

得

(4
.

1 4 )

(4
.

1 5 )

1
_ 、 ,

, , , _ 。 J , , _

日厂 二 1 一 Z以 ‘十似
’ ‘ 一
七乙甲‘一 S ln 乙甲 , 少 (4

.

1 6 )

从 (4
.

13 e )解出

= (1 + , )
-

s in s

C O S

叭一M
一 3 ,2

切t

(4
.

1 7 )

得卫护
1

一
矿

由 (4
.

16 ) 和 (4
.

2 7 )显然可得

2甲 :
一 s in Z甲 , 一 (1 + v )

s in 3 甲l

C O S 甲 x

= (M
,
一 1 )M

“, 2

(4
.

18 )

只要 c砂 已给
,

(M
,
一 l) M ”2 即可计算

,

(4
.

1 8) 就是求解 砂 ;

的一个 代数 方 程
.

当 沪 ;

计算

求得后
,

可以从 (4
.

1 7) 中 求 得 尹 值
,

从 而 从 已 给 c 护 值中求得
c 值

,

从 (4
.

9a) 中求得

/ 2 、‘
2 8

, , : , . _ _ 、

一~
, 。 n

、

、 二 、

一
, 口 ~ ~ 一 ~

, 、
一

~ * , -

l
‘

万 〕j
~

1 淮
,

从 又4
.

工J 少甲水仔 力
.

还 就水仔 j 所月 积好吊效
·

\叼“
一

/

从 (2
.

2 1) 式
,

看到最大挠度在中心处 (x = O)
,

即

、
。
一 , 一(粤、

“ 3 、(。。
,

)

、 乙 /
(4

,

1 9 )

其中

P(e a Z

) = (c a Z
)“

3 9 (e a Z
)一

2
~

万一育百
竺

仁切a
一甲口

、 IVI
(4

.

2 0 )

在利用了 (2
.

10) 以后
,

(4
.

19) 可以写成众所常见的形式

一

奋(切
”

又令)
3

五
、

数 值 计 算

(4
.

2 1 )立汀

现以
c护 = 0

.

3 为例
,

进行数值计算
,

从 (2
。

1 7) 我们可以求得
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f (0
.

3 ) = 0
.

8 3 1 9 5 0

f
/

(0
.

3 ) = 一 0
.

6 3 3 1 0 6 } (5
.

1 )

从 (4
.

1 1)

c 。 、 , 。 =

奏
(。

.

3 )
一 , / ,

(。
.

8 3 19 5 0 )
, / 2

[。
.

3 x (一 。
,

6 3 3 1。6 ) + 。
.

: 3 1。。。〕
入产 乙

二 0
.

7 5 5 9 9 7 (5
.

2

从而得

切a = 少 二 0
.

7 1 3 6 2 0 (5
.

3 )

由 (4
.

1 3 ) 得

M (0
.

3 )= 2
s in Z 0

.

7 13 6 2 0

0
.

8 3 1 9 5 0
(0

.

3 )
’2 3

= 0
.

6 8 9 5 3 9 (5
.

4 )

从 (4
.

1 4 ) 得

M
,

(0
.

3 )= (0
.

6 8 9 5 3 9 )
一 “, 2

[ 1
.

4 2 7 2 40 一 s in 1
.

4 2 7 2 4 0〕= 0
.

7 6 4 1 3 4

把 M
,

M
,

代入 (4
.

28 )
,

并取 v = 0
·

3

(5
.

5 )

2切 1
一 sin Z甲一 1

.

3
s in 3

C O S

鱼
一

= 一 0
.

1 3 5 0 5 3

甲 !
(5

.

6 )

可用逐步逼近法求解上式

甲: = l, 2 一 5 in Z一 1
.

3
s in 3 1

C O S I
= 一 0

.

3 4 2 8 8 4

甲1
= 0

.

9
,

1
.

5 一 5 1。 2
.

5 一 2
.

3三旦兰
C O S

1
.

8

1
.

8
= 一 0

.

1 7 9 0 5 2

甲z
= 0

.

8 9 , 1
.

7 8 一 s in 1
.

7 8 一 1
.

3

s in s 0
.

8 9

e o s 0
.

89
= 一 0

.

16 7 3 4 8

、
厅产

行了
.

�勺
矛

‘、

、.‘.又了....J

甲z
= 0

.

8 7 , 1
.

7 4 一 s i n 1
.

7 4 一 1
.

3

s i n 3 0
.

8 7

e o s 0
.

8 7
= 一 0

.

1 4 5 9 2 4

; :
一。

·

8 6 , 1
.

7 2一i · 1
·

7 2 一 1
‘

3

书荔偿
~

一
。

,

1 3 6 13 4

用拉格朗日插值公式
,

把 N = 一 0
.

1 3 5 0 5 3 代入下式
_ _ _

/ N + 0
.

2 3 6 2 3 4 \
. 。 。 。

了 N + 0
.

1 4 5 9 2 4 \
侧

‘

一
”

·

“气二6丁加系死互下正
.

此后而/ , ”
·

。”

\确丁俪而干‘丽弓互灰2

== 0
.

8 5 8 8 9 6 ( 5
.

8 )

以 甲{
, , = 0

.

8 5 8 8 9 6 求得

1
.

7 17 7 9 2 一 s i n 1
.

7 1 7 7 9 2 一 1
.

3
( 5 i n 0

.

8 5 8 8 9 6 )
e o s 0

.

8 5 8 8 9 6
一二 一 0

.

1 3 5 0 8 8 ( 5
.

9 )

可见 一0
.

1 3 5 0 5 3 和 一 0
.

1 3 5 0 8 8 相差很少T
,

设

叭= 叫
‘,

+ △叫
l) ( 5 1 0 )
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则 (5
.

6) 式可写成

+

〔
2 一 2 c o s Z , ;

1, 一 3
·

9 5‘n 么 * ‘
1 ,

砂一砂
仃

�

)s
·

s11
�

co
3--1.一切

,�
nS

一切,自

一 1
.

3
一

豁豁共孙
, “

’

一
”

·

‘3 5“5 3
( 5

.

1 1 )

利用了 ( 5
.

9) 以后
,

上式化为

[
2 一 2
一

2 * ,
! ) 一 3

·

9 5 :一 * 、
1) 一 1

·

3

谁影军梦今
一

」
△ * ‘

! ) 一。
·

。。。。3“ ( 5
·

‘2 ,

把 叫
l) = 0

.

8 5 8 8 9 6 代入上式
,

求得

△切;
‘, 二 一 0

.

0 0 0 0 3 8 (5
.

1 3 )

所以有

沪釜
2 , = 0

.

8 5 8 8 9 6 一 0
.

0 0 0 0 3 8 = 0
.

8 5 8 8 5 8 ( 5
.

14 )

于是有

沪;
2 , = 0

.

8 5 8 5 5 5

2甲{艺, 一 5 i n Z沪;
2 , 一 z

3一 s‘n 3

嘿e o s 甲 f
一 ‘

= 一 0
.

1 3 5 0 5 3 ( 5
.

15 )

这就求得了 切 ,

( 5
.

1 6 )

从 ( 4
.

1 7 ) 式
s

的解 (即 ( 5
.

6 ) 式的解 )
,

以p

甲一二 0
.

8 5 8 8 5 8

求得 砂 值
,

a Z =
1

1 + ” 嘿5 1 11 一

切 1

甲l
M

“/ ”
二

1
.

3

e o s 0
.

8 5 8 8 5 8
s i n 3 0

.

8 5 8 8 5 8
( 0

.

6 8 9 5 3 9 )
“‘2

== 0
.

6 6 3 0 6 4

口 = 0
.

8 1 4 2 8 7

( 5
.

1 7 )

( 5
.

18 )

于是
c
为

c a Z 0
.

3
“ =

,

石厄一二
一

不丽衰石后万
一

二U. 4 勺艺4 4 。 ( 5
.

19 )

从 ( 4
.

1 5 ) 式求 k 值

庵= a Z(M
:
一 1) = 0

.

6 6 3 0 6 4 x ( 0
.

7 6 4 1 3 4 一 1 ) , 一 0
.

1 5 6 3 9 4

求 B 值

( 5
.

2 0 )

从 ( 4
.

1 3 ) 式
s

。 1
二 二 ,

刀=
.

下
~ 望性 仁a

“

)
乙

一 : / 3
= 李

、 。
.

6 8。5 3。x (。
.

6 6 3 0 6 4 ) 一 2 , 3
= 。

.

4 5 3 4 : l

乙
( 5

.

2 1 )

又从 ( 2
.

2 2 ) 式
,

我们计算 g ( e a 么

)
,

得

g ( 0
.

3 ) = 1
.

0 90 8 5 9
、 ,

~
, 。 、 J

/ 了Q a 4
\’

1 3

从 ( 4
.

2 0 )
,

计算p ( c a 么) 二 A / 《圣苏
一
)

一 / 、 2 /

( 5
.

2 2 )

_ 、

斗
_ _ _ _ _ _ _

2
, _

_
_ _ _ _ _

_ _ _ _ 、

P LU
.

3 ) = 七U
.

3 )
一 X I

.

U g U吕b g 一
-

一于于万于于万三三一 t 0
.

7 I 3 6 20 一 0
.

8 5 8 8 5 8 ) = 1
.

0 8 0 0 6 b
八了 U

.

b 匕日勺石,

( 5
.

2 3 )



圆薄膜中心部份受均布载荷产生的对称变形

我们还可以用相同的方法
,

计算其它
c矿 值的情况

,

但是 c少 值既有上限
,

又 有 下 限
.

其上限为均布载荷的情况
,

即计算所得的 矿( 1
,

当少 ~ 1 时
,

就是 H en c k y 的均布载荷解
.

反之
,

其下限为集中载荷解的情况
,

即计算所得的 少 ) 0
.

当 矿二 0 时
,

我们可以设 动
Zq

= 尸
。

或 尸
。
= 二a

勺少
.

先研究 H en c k y 解的情况
.

根据钱伟长的计算 (1 9 4 8 )〔4]
,

当 ” = 0
.

3 时

e = 0
.

3 9 0 , a Z
= i (5

.

2 4 )

设取 c a Z
= 0

.

3 9 0
,

有

f(0
.

3 9 ) = 0
.

7 7 2 3 8 9 f
产

(0
.

3 9 ) = 一 0
.

6 9 2 6 1 5 (5
.

25 )

而
c o s 切a

= 0
.

4 9 9 8 1 3 (5
.

26 )

少二切。二 1
.

0 4 7 4 1 4 (5
.

2 7 )

于是计算得
:

M (0
.

3 9 )二 1
.

4 19 2 2 7 好
1

(0
.

39 、= 0
.

7 26 9 1 0 (5
.

2 8 )

而决定 甲 ;

的方程为

2切一
sin Z切一 1

.

3
s in 3 切1

C O S 甲-
= 一 0

.

4 6 1 7 2 5 (5
.

29 )

其解为

切1
= 1

.

0 4 7 6 6 9 (5
.

3 0 )

而 矿 则为

e o s 1
.

0 4 7 6 6 9

sin 3 1
.

0 4 7 6 6 9
(1

.

4 1 9 2 2 7 )“
1 2 = 0

.

9 9 9 5 4 8 粗5
.

3 1 )一no

,一一
.

一一
艺

a

a = 0
.

9 9 9 7 7 4

这已经精确到 99
.

95 肠
.

从而得

(5
.

3 1a )

一子
一。

·

3。。1 7 6

k = 0
.

9 9 9 5 4 8 (0
.

7 2 6 9 1 0 一 1 )= 一 0
.

2 7 2 9 6 6

(5
.

3 2 a )

(5
.

3 2 b )

刀 = 李
x 1

.

4 1 9 2 2 : x (。
.

。。。5 4 8 )
一 : ·。

二 。
.

; 。9 8 2 8

乙
(5

.

3 2 e )

g (0
.

3 9 )= 1
.

1 2 67 4 9 f5
.

3 2 d )

P(0
.

3 9 )= 0
.

8 2 3 6 4 7 (5
.

3 2 e )

从 (5
.

3 1a ) 可以看到
, c矿 二 0

.

39 确 已非常接近全膜受均布载荷的极限情况
.

实际的
c砂 只

是略大于 0
.

39 而已
.

在极限条件下
,

少 = 甲
。

和 叭 应该相等
.

这时 (4
.

2 0) 式还原为载荷均

布的 p (c a “

) 表达式
,

对均布载荷而言
,

有

户(e a ,

)均布载荷= (e a Z

)
, ‘3夕(c a Z

) !
。 一 ;

(5
.

3 3 )

ca
Z

的下限相当于集中载荷的解
.

在此
,

下限相当于 少> O (亦即 少> 0 )
.

略经计算
,

我

们求得
c a Z

= 0
.

2 3 4 1 5 9
,

此时有

f(0
.

2 3 4 1 5 9 ) = 0
.

8 7 2 4 0 9
,

f
,

(0
.

2 3 4 1 5 9 ) = 一 0
.

5 9 6 7 4 9 (5
.

3 4 )
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c o s , 。一
了⋯澳李禁髻

(一 。
.

2 3 4 1 5。x 。
.

5。6 7 4。+ 。
.

8 7 2 4。, )

, 乙
尹
入 V

。

‘ J 任 I J 万

= 1
.

0 0 0 0 0 2

甲a
= O

于是
,

从 (4
.

1 3 ) 得到

(5
.

3 5 )

(5
.

3 6 )

M = 2 弈二零
二 (。a :

) , / 3
二 : (。a Z

) : ·3 we

命慈
一。

2
= 。

J 气‘“
一
夕 J 气‘“

一
j

(5
.

3 7 )

又由 (4
.

1 4 )

, , ,

一
2 、

一
。, 一 : , : r 。

,
一 , 一 。

二
、

_ 1 【f(e a 忍

)〕3 , 2

z以 八 ‘“ 2 一
工以

一

气乙 , 尸
ee

》1 11 乙 . 资
沪

j 七二 几石石豆
-

一
一 了二花 更又了二厄一一

‘ 一 ’ 一 气‘“
一
夕

一 ’ -

4

3

= 0
.

7 9 3 8 1 4 (5 3 8 )

(4
.

1 8) 可以写成

2切l
一 sin Z卿 1

一 1
.

3
sin 3 甲 1

C O S 切z
(5

.

3 9 )

显然有解 甲 :
二 O ,

并用拉格朗日插值法求得另一解 切 ,
= 0

.

3 4 8 5 0 0
,

第一种解 切 ,
= 甲

a
二 O

,

这

不代表集中力的解
,

当 中:
= 0

.

3 4 8 5 0 0 才是本题的解
.

其它积分常数为

吞== 0 , a Z
= 0 ,

B = 0 (5
.

40 )

但在这样的条件下
, p (c护) 变成无穷大

.

不过
,

我们从 (4
.

1 7) 看到

材
: 产: 一 。; 。 * 1

「口士丝吐
一

1
“ “

L CU s 甲一 J
(5

.

4 1、

而 (4
,

2 0 ) 变成

户(e a Z

) = (c a Z

)“
3 夕(ea Z

)一

于是
,

我们有

2

S l n 甲1

C O S 甲 l

(l + , )a
Z 〕

’‘’

(* 一甲
1

)
(5

.

4 2 )

一

粤 (
一
上、

a
一
、 P /

2 汀

f (。a Z

) : 一。(。a
Z

)。
2

一
:
(望莞华

~

)
1/ 3

‘ 、 1 门~ V z

~

望旦二里鱼 1
5 1 11 甲 I J

(5
.

4 3

在 a 、 0 的极限状态下
,

(c a Z

)
’/ 39 (c a Z

)仍是有

限的
,

而 切a , 0 , 中;

, 0
.

3 4 8 5 0 0 (根据 (5
.

3 9 )

的解 )
.

于是 (5
.

4 3) 可以写成
布荷载

恕争(告)
井(1 + , )sin 3 甲 l

4卿1 3 e o s 甲r = 1
甲

0 2 2 1 (5
.

4 4 )

表 1 为本文 的计算结果
.

图 5 代表 。和
一

争(告
一

)
“

的曲, 凰

其中
争(

一

告
一

)
’
代表

一

黯
一

和(
一

令

广石—
.

图 5
下 a 名bZq

h4 E /嵘刊
‘

一公
一

冷
一

加
“

的关系曲线
.

卜匕的



钱伟长 下志忠 徐尹格 陈山林

c o s , 。一
了⋯澳李禁髻

(一 。
.

2 3 4 1 5。x 。
.

5。6 7 4。+ 。
.

8 7 2 4。, )

, 乙
尹
入 V

。

‘ J 任 I J 万

= 1
.

0 0 0 0 0 2

甲a
= O

于是
,

从 (4
.

1 3 ) 得到

(5
.

3 5 )

(5
.

3 6 )

M = 2 弈二零
二 (。a :

) , / 3
二 : (。a Z

) : ·3 we

命慈
一。

2
= 。

J 气‘“
一
夕 J 气‘“

一
j

(5
.

3 7 )

又由 (4
.

1 4 )

, , ,

一
2 、

一
。, 一 : , : r 。

,
一 , 一 。

二
、

_ 1 【f(e a 忍

)〕3 , 2

z以 八 ‘“ 2 一
工以

一

气乙 , 尸
ee

》1 11 乙 . 资
沪

j 七二 几石石豆
-

一
一 了二花 更又了二厄一一

‘ 一 ’ 一 气‘“
一
夕

一 ’ -

4

3

= 0
.

7 9 3 8 1 4 (5 3 8 )

(4
.

1 8) 可以写成

2切l
一 sin Z卿 1

一 1
.

3
sin 3 甲 1

C O S 切z
(5

.

3 9 )

显然有解 甲 :
二 O ,

并用拉格朗日插值法求得另一解 切 ,
= 0

.

3 4 8 5 0 0
,

第一种解 切 ,
= 甲

a
二 O

,

这

不代表集中力的解
,

当 中:
= 0

.

3 4 8 5 0 0 才是本题的解
.

其它积分常数为

吞== 0 , a Z
= 0 ,

B = 0 (5
.

40 )

但在这样的条件下
, p (c护) 变成无穷大

.

不过
,

我们从 (4
.

1 7) 看到

材
: 产: 一 。; 。 * 1

「口士丝吐
一

1
“ “

L CU s 甲一 J
(5

.

4 1、

而 (4
,

2 0 ) 变成

户(e a Z

) = (c a Z

)“
3 夕(ea Z

)一

于是
,

我们有

2

S l n 甲1

C O S 甲 l

(l + , )a
Z 〕

’‘’

(* 一甲
1

)
(5

.

4 2 )

一

粤 (
一
上、

a
一
、 P /

2 汀

f (。a Z

) : 一。(。a
Z

)。
2

一
:
(望莞华

~

)
1/ 3

‘ 、 1 门~ V z

~

望旦二里鱼 1
5 1 11 甲 I J

(5
.

4 3

在 a 、 0 的极限状态下
,

(c a Z

)
’/ 39 (c a Z

)仍是有

限的
,

而 切a , 0 , 中;

, 0
.

3 4 8 5 0 0 (根据 (5
.

3 9 )

的解 )
.

于是 (5
.

4 3) 可以写成
布荷载

恕争(告)
井(1 + , )sin 3 甲 l

4卿1 3 e o s 甲r = 1
甲

0 2 2 1 (5
.

4 4 )

表 1 为本文 的计算结果
.

图 5 代表 。和
一

争(告
一

)
“

的曲, 凰

其中
争(

一

告
一

)
’
代表

一

黯
一

和(
一

令

广石—
.

图 5
下 a 名bZq

h4 E /嵘刊
‘

一公
一

冷
一

加
“

的关系曲线
.

卜匕的
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T he Sym m e t rie a l D efo rm a tio n o f C irc u la r Mem b ra n e

u n de r the Ac tio n o f U n ifo rm ly D ist rib u te d Lo a d s

in !t s C e n t ra ! Po rtio n

C h ie n
W

ei一 z a n g W
a n g Z h i

一 z h o n g X u Y in 一 g e

(T s ‘n g h u a U ”i o e r s i才夕
,

B e 泣j‘
。夕) (C h o n g q , n g J ‘a o to o g I n s t : tu te C h o o g q fn g )

C h e n S li a n 一

lin

(T : 万n g h o a U n i o e r s‘t夕
.

B e ‘了‘n夕)

Ab s tr a c t

T li is p a Pe r p r e se n t s t五e so lu tio n s o f s y m 和e tr ie a l d e fo r扣 a tio n o f e ir e u la r

b r a n e u n d e r th e a e t io n o f u n ifo r m ly d is tr ib u t e d lo a d s I n its e e n te r p o r t io n
.

C a s e 15 th e s o lu t io n o f e ir e u la r 口e m b r a n e u 八d e r e o n e e n tr a t e d

i: the th ir d so lu tio n o f e ir e u la r m e m b r a n e Pr o b le功 5 a ft e r th e

lo a d a t

H e n e k y

e en t e r
_

T h

5 fa 打: o L: 5

th i n m e m
-

It s lim iti n g

15 s o lu t io n

so lu t ; o n
.


