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摘 要

本文指出
,

H
.

E 代。、 。创 1〕对于转动张量用 E ul e r
角表示的公式的 推 导是 错 误 的

.

指出

R 。、。 H

在这个问题上的错误
,

有助于弄清转动张量的概念及其表示方法
,

H
.

E
.

K 。、 。H
的 《向量计算及张量计算初步》 一书在我国曾经流传过

,

在苏联则是多

次再版发行
.

本文指出
,

根据 1 9 6 1 年苏联第 8 版
,

K 。二 。 H 对于转动张量用 E ul er 角 表示的

公式的推导是有错误的
.

下面我们来讨论这个问题
.

小盯
、
、.了�JJJ、.了、.了、.户上川们Z‘乡}了气了、

了
‘、

通过 E ul 。 角来实现有限转动 (见图 1 )
,

第一步是绕 。x 。

轴转动 切 角
,

使得
。x

到节线
。N 位置

.

这个转动将
。xl 介x :

座标系的基底向量 i
、、 12

、

13 转成 i;
‘, 、

i尹
、

i尹
.
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我们将此转动的转动张量记 为 R
: ,

表示为

R
,
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:

将 ( 1 ) 式代入 ( 2 ) 式
,
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R
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若该转动将
r 转成 仁

,

则

七= R
、·

K 。、 , 。
将该转动张量表示为

C O S 切

一 5 1 11 甲

0

5 In 甲

C O S 甲

0 } ( 5 )

r.龟1.才

!
孟中

从而写出

七= 巾r

当 r 取为 i
:

时
,

中 1
1

应该为甲
,

.

而按照 K 。、 。 H 的表示式( 5 )及 ( 6 )
,

则得到

i;
” = 中i

,
= e o s 甲 i

,
一 s in 甲 i,

将上式与( 1 )式比较
,

可见 K 。二 。 H 表示式 ( 5 )
、

( 6 ) 是错误的
.

K 。、 。H
为什么会得出这个错误的表示式呢 ?

设 仁在基底向量为 冲
, 、

诊
, 、

冷
, 的坐标系中的坐标为 氛

、

氛
、

氛
,

即

( 6 )

七= 占11釜
‘, + 舀: i童

, , + 占
5
1二
‘,

又设 仁在坐标系
。xl 丸二 .

中的坐标为 x : 、

气
、

x :
.

雪
,
= x , e o s 甲+ x : s in 甲

则 舀
‘

与 x ,

之间有下列关系

雪: = 一 x : sin 甲+ x : e o s 切

舀
:
= x :

K 。、 , H
错误地将上式中的 x : 、

介
、 x :

当作向量

后利用张量除法定理
,

认为

} ( 7 )

的分量
,

氛
、

氛
、

占
:

当作向量 七的分量
,

然

00
. .孟C O S 切

一 S ln 甲

0

S l n 甲

C O S 切

O }
r...J、

l
=中

是转动张量
.

还应该指出
,

张量除法定理

b == R
·

a

中要求向量 a
、

b的分量写成同一个坐标系中的分量
,

不能把 a的分量取为
。戈1

炭x , 坐标 系中的

分量
,

而把 b的分量取为另一个坐标系( if
l) 、

i是
” 、

i喜
D ) 中的分量

.

K 。、 H R 的 错 误就出在这

儿
.

通过E ul er 角实现有限转动的第二步
,

是绕节线
。N 转动 0角

,

把。xs 轴转到。二。‘轴的位置
.

这个转动把基底向量 ifl
, 、 i麦

” 、

i二D 转成基底向量 i{幻
、

i护
、

i岁
.

显然

i{
2 , = i {

, ,

i矗
忿, == e o s 8 1蛋

, ’+ s in o 亩轰
, ,

i轰
2 , 二 一 , in 0 1奋, ,

+ e o s 口i石
, ,

我们把这个转动的转动张量记为 R
: ,

它应该为

{ ( 8 )
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转动张量 R
:

在基底向量为 i{
” 、

i孟
” 、

蜡
1) 的坐标系中的分量表示式为

R
Z
二 i全” i受

‘,

+ e o s 0 1奋
‘’
i奋
” 一 s in 0 1立” i二

‘’
+ s in 口i感

, ’
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‘
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” i喜
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、..,
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而转动张量 R
Z

在坐标系
。xl 介肠

e o s名甲 + s i n Z甲 e o s口

中的分量表示式则为
e o s甲s in 切一 s i n 甲 e os 中e o ss

s i n 切 e o s 华一 s i n 甲e o s沪e o s o

一 s i n 甲s i n 口

s i n
Z切 + e o s Z甲e o s o

e o s甲s in o

s i n os i n 中

一 s i n o e o s甲

e o so

l
、r.‘

一一
R

职可见第二个转动 (绕节线
。N 的转动 ) 的转动张量R

:

在基底向量为 i荟‘, 、

系中的分量表示式为 ( 1。)
,

而在
。 x ;介xs 坐标系中的分量表示式为 (1 1 )

.

K o tl 。二
所列出的

,自p

(1(2)
。

、

...尹J..

月口月口
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一 5 i n 夕

0

s in

CO S

1二00

!
矛
、.理t

一一
O口

根本不是绕节线
ON 转动 口角的转动张量

致于第三个转动

—
绕。碗轴转动叻角

l石, 转成
。xi x :

介坐标系的基底向量 ii
、

ii.

显然

把节线。N 转到 o xi 轴位置
,

将基底向量 i;
2 ’

云
.

i豆= e o s 功i{
2 ’

+ s i n 叻i互
. ,

i泛二 一 5 1: i 砂1f
Z ,

+ e o s 矽i

麦
2 ,

} ( 1 3 )

二 i互
2 ,

将第三个转动的转动张量记为R
3 ,

则

R
3
== 111;

艺, + i感i羞
2 ,

+ i云i石
2 ,

( 1 4 )

从而可找出转动张量R 3在基底向量为 睽
,

e o s功

5 in 功

0

i羞
, , 、

i盖
2 , 、

一 5 i n 势

e o s劝

0

涂
,

的坐标系中的分量表示式

0

0 } ( 1 5 )

l

‘J.、..

一一R

而转动张量R 3

在基底向量为 中
, 、

Co s叻

5 i n 叻e o so

s i n 功s i n 口

一 s in 砂e o s o

母
, 的坐标系中的分量表示式则为

一 5 i n 功s in o

e o s功e o s 2
8 + s i n Z乡

s i n 口e o s oe o s叻一 s i n o e o s口

s in o e o s oe o s吵一 s i n o e o s

s i n Z
Be o s砂+ e o s恶0

。

} ( 16 )

‘J....‘.....
�

一一.曰R

转动张量R
。

在 o xl x :凡坐标系中的分量表示式则为
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e o s劝e ‘。5 2偌 + s in 么沪e o s砂e o s 2
8 e o s势e o s甲s in 甲一 s in 叻e o s s

+ s in Z
口s in

Z切 一 s in 华e o s甲e o s叻e o s
2
0

一 5 in
2
6 s in 切e o s甲

e o s矽s , n 切e o s甲 + s in 叻e o so e o s势s in 么切

一 e o s劝e o s之o s in 沪e o s职 + e o s砂e o s Z夕e o s Z切

一 5 in Z
口s in 切e o s切 + s in 2

0e o s Z沪

5 in 劝s in 乡e o s职 s in 砂s in 口s in 甲

一 5 in se o so e o s势s in 甲 + s in se o s o e o s势e o s沪

+ s in oe o sos in 切 一 s in se o soe o s 华

5 in 甲sin o e o s o

一 5 in叻s宜n o e o s甲

一 s in 切 s in o e o s口e o s劝

s in 6 e o s口e o s功e o s切

一 5 in 势s in 口s in 华

一 5 in se o so e o s拼

s in 2
0 e o s势+ e o s Z

口

(1 7 )

了..............,、色.............

R
:
=

可见第三个转动 (绕。 x 。

轴的转动) 的转动张量 R
3

在基底向量为 i尸
、

护
, 、

冷
,

的坐标系

中的分量表示式为(1 5)
,

在基底向量为 i{
” 、

ill
, 、

诊
’

的坐标系中的分量表示式为(16)
,

而在

o x ,

丸x :

坐标系中的分量表示式为(1 7 )
.

K 。、 二 H
所指出的

e o s势

一 5 in 劝

0

5 in 势

e o s叻

0
} (1 8 )

f矛..少、t‘气

一一甲

其实并不是绕。 x : ’

轴转动砂角的转动张量
.

三个转动的合成转动张量R 为

R = R
3

·

R
:

·

R
.

(2 9 )

R在。二 1

丸x ,

坐标系中的分量为R
, 、

R
Z 、

R
3

在。x ;

从x :

坐标系中分量之标积
.

同样的
,

R 在指定

的某个坐标系中的分量则为R
: 、

R
: 、

R
。

在那个指定的坐标系中分量之标积
.

K 。 : 二 H把合成转

动张量令为 平0 中在概念上也是不清楚的
.

现 住我们通过 R
, 、

R
Z、

R
3

在o x : 二 2、 :

坐标系中的分量表示式 ( 4 )
、

(1 2 )
、

(1 7 ) 来求出合

成转动的转动张量 R 在。 x ,

丸凡坐标系中的分量表示式
‘

将 ( 4 )
、

(1 1 )
、

(1 7) 代入 (1 9) 式
,

经

过展开
、

化简
、

整理
,

则得到用E ul e r 角表示的转动张量 R

e o s劝e o s切

一 5 in 华s in 势e o so

e o s功s in 甲

+ 5 in势e o soe o s甲

5 in叻sin口

一 5 in 劝e o s卿

一 5 in 切e o so e o s劝

5 in ss in 甲

一 5 in 切s in 叻

+ e o s中e o s叻e o so

s in se o s势

一 5 in o e o s甲

e o so

(2 0 )

K 。 : 。 H给出的 , ‘
* 甲e巾r是个坐标变换公式

,

不是合成转动的转动张量标积公式
,

我们认为
,

指出 K 。 , 。 H 在 这 个问题上的错误
,

有助于弄清转动张量的概念及其表示方

法
.

本文承钱伟长教授审阅
,

并提出宝贵意见
,

作者根据钱伟长教授的意见
,

作 了修改
.

对

此
,

作者致以深切的谢意
.



关千用 E ul e r 角表示转动张量问题的一个注饱

参 考 文 献

1
.

R o 屯万 n 一 H
.

E
.

B e g 脚 o P“o e

8一e
.

玫s皿
.

A H C CCP
,

M
o e 孔日 d

.

l , 61

步》
,

高等教育出版社 )
.

万
e “u e刀e ““e ‘ 仔 a 叼a 刀。 厂‘“扣P ”o : o 万

c , tt 口泥e “ u 月
.

万3 二
.

cT p
.

316 (中译本
,

史福培等译
,

《向量计算及张量计算初

A N o te o n the E x Pre s sio n fo r the R o t a tio n

T e n so r in T e rm s o f E u le r An g le s

Ch e n g Y u a n 一s h en g

(D , 户a r 寸, e ”t o f M
e e h a n ‘c a l E n g ‘n e e , ‘”g

,

S h口”g ha ‘

U ”i。。 , s : t‘ o f T ec h n o lo g u
.

S ha”g ha ‘)

A卜, tr扭七t

It

t6 n so r

eh in
‘s

t. n S0 r

15 Po in te d o u t

in t e r m s o f

in tb i s

E u le r a

d e fic it o n th is Pro b le m 15

tha t th e d e r i v a tio n o f th e e x Pr e s s io n fo r th e

by N E
.

K o e h in . 1、 25 e r r o n e o u s
一

T o Po in t

a d v a n ta geo u s fo r Pe r fe c t in g t加
c o n e eP t o f th e

r o t压tio 立

o u t K )

r o t已tio n

a n d it s m e t五o d o f e蓝Pr e s s io n
.


