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摘 要

本文运用张量分析工具和S 一

坐标系
,

推导了润滑理论中的广义雷诺方程及相应的不等变分问

题
,

它计及了润滑流动中的弯曲效应
,

轴和轴瓦曲面内蕴性质对流动的影响
.

一
、

前 会
口

「J

润滑理论是以雷诺方程为研究的出发点
,

雷诺方程是在略岁喷性项
,

并假定轴和轴瓦曲

面S
。,

S
。

的曲率半径为无限大时
,

线性化N a vi er
一
S to ke

s 方程而得到的
,

因而它忽略了曲线

运动产生的弯曲效应
.
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H
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W
a n n ie r , “’及 1 9 6 0年 H

.

G
.

E lr o d
, 吕’,

分别用小参数

方法
,

在一级近似里
,

导出了圆柱坐标系中的不可压的广义雷诺方程
:
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其中刀为轴径
,

x 是旋转方向之弧长
.

而 G
.

CaP ri z 〔” 导出了在正交曲线坐标系中不 司压广

义雷诺方程
.
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本文采用S
。

—
坐标系

,

运用张量分析工具
,

导出了可压和不可压之广义雷诺方程
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其中 B 菩是由(3
,

2 0) 所确定的二阶混合张量
,

aa 。,

ba 。 分别为曲 面 S
。

之 第一
、

第二 基 本

型
, “
为度量张量 oo 刀 的行列式

,

户为流体粘性系数
.

钱伟长推荐
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方程(1 3 )直接包含了曲面 又
,

S 。之 内蕴性质
,

它不但在方程右端
,

而且在方程主部内

包含了第一
、

第二基本型
,

平均曲率和全曲率
,

直接反映了曲线运动性质
,

体现了由于曲线

运动所产生的弯曲效应
.

方程 (1
.

3) 在某种约束条件和满足一定的边值条件下求解
,

由于它对应于一个凸集上泛

函的极小化问题
,

因而是一个不等变分问题
,

它可借助数学规划理论
,

进行数值计算
.

方程(1
.

3)对可压和不可压情形均适用
.
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润滑流休在两个曲面 S
。 、

S ‘ 之间
,

经受曲线运动
,

曲面 So
、

S ‘在某一方面是封闭的
,

它们之间也作相对运动
,

5
.

与 S 。所夹的空间是一个狭窄地带
,

沿 S
。

之法线方向
,

S
。 ,

凡之

间距离 ”(, “)称为这一地带之厚度
,

若 ‘为 S
。 ,

s 。之特征长度
,

那么

全
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.
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,

在上取其高斯坐标系 (工勺
,

空间任一点 尸
,

它的矢径R 可以表示

为

R = r + 劣s n

其中
r 为 S 上M点之矢径

, n 为 S 过 M 点之单位法线向量
,

尸 在这一法线上任一 点
,

沪 坐

标线恰是 S 的法 线
.
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“
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,

它和 S 有同样的法线方向
.
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,
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其中
a 。。 ,

b口 尸为曲面 夕之第一
、

第二基本型
.

这样建立起来的坐标系
,

称为 S
。

一小标 系
.

在 S
。

—
坐标系中

,

三维欧氏空间之度量张量 g
, ,
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其中 H
,
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这说明曲面 s: 妒 = co
n st 和 S 具有同样的法线

.

逆变度量张量
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,
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,
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,

而 以广
,

G 小
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、

第
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表示曲面张量之一阶协变导数

.
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由于润滑流体区域口限于一个狭窄的空间
,

当我们取 S
。

作为基础曲而 亏
,
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,
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,

V 。民 二O
,

因而有

G 二 ,
, ;
一I’

二。
, * ,

G 动
, :
= b二 ,

,

G 二: , ,
二0

,

G
a 。, ‘= o

G

一
6“”

} (2
.

1 2 )



容6 李 开 泰 黄 艾 香
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尤其是
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三
、

广义雷诺方程

在S
。

—
坐标系下

,

润滑流体所应满足的微分方程
,

称为广义雷诺方程
,

它考虑了曲线

运动所产生的弯曲效应
.

我们取 护 方向的平均值来代替原来的数值
,
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1 连续性方程
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如果流体是不可压
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利用表达式 (2
.

2 1) 及(2 9 )
,

则 (3
.

4) 对于
忿只取 1 , 2

,

就有
.

二
_ 、二。 1 。 衬

_
, , , . 、 .

1 二 ,

。

一 ‘
’

V )““ 二八
-

一布
a 一 尸

V 夕LP 一人a l v u ) 十忿 V 龙J 一
尸 尸

略去惯 项和 护
,
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a“ 尸 v 夕(p 一几d iv u ) = p X
a
+ V 。 {拼[ V a u 口

+ V a u a
一 Z x 3

V
、

b
a “

·

u 丫

]卜

一 2户x 3

{2 [ V a u a + V 口“a 一 Z x a
V

,
b

a ““,

」V 口H

+ 〔V 刀u “ + V a u 声一 Z x . V
,
b
口口u 丫b ; 〕V a b昙卜

d / 口u a
\

_
_

, ,

0 “a _ , .

口u q

十下 , 二犷! 拼
-

二一百 } 一 Z拜丈1 一戈尸飞厂一 Z 拼O石 , 二一矿

口 X
一

\ 口劣
一

/ a X
’ 口X

-

(3
.

8 )

由于俨随 x 尸变化要比随妒变化小得多
,

因而在略去ua 关于护导数及护 的高阶无穷小量之

后
,

(3
.

8) 可以表示为

共(
。

黑卜
2。H

黑
一 : 。。:

黑
一。、 , , 一。二

口劣
一

、 口劣
一 / t, 沐

一

口 洋
(3

.

9 )

令
口俨

, , 。 。
_

刀a
= 拜石万万

~
,

.

1一 = a一 尸V 口P 一 P 人 一 ,
x

一

= 不

U 人

H 孚~ 2 (H 6昙+ b菩)

(3
.

1 0)

(3
.

1 1)

那么
,

(3
.

9) 可表示为

d 夕
a
_ 口

。 _
.

0 . 才“

一
.

艾了一
J 二 口y

厂 气 ~ J
“ 咨

(3
.

1 2 )

注意到(3
.

10)
,

积分上式
,

并且H ;
,

fa 与 t无关
,

因而

业要业= 卫竺霎止 + 。 : 〔“声(, )一。夕(。)J+ 牛严
“ ‘ “ ‘ 砂

(3
.

1 3 )

再积分一次

ua (t)二 u a (0 ) + t
d俨(0 )

d t

, , _

/r
, 。 , , 、 . , .

_ , _

八
.

产
, .

+ 月 丢气}
。 “p 又互’““一‘犷 ‘”少

)+
~

葱厂 J - (3
。

1 4 )

对 (3
.

1 4 )再从O到h积分一次
,

且两边乘 p
,

得

。a 一、; , (。) +

半卫裂卑
,

十、, (
。

{
‘ (。一 : )。, (: )、、一

粤
“, (o))

+

黑
,
“

‘ “ a \ J O ‘ I 甘厂

由于函数 h一占在 (O
,

h) 单调下降
,

且非负
,

故运用积分第二中值定理
几 (* 一舀)。, (君)、占、。q ,

r... .吸」

P

故 。a 一 。。俨(。) +

哄(
.

业娄旦l
一二 ,

“, (。)卜
*。 ; 、

户 +
一

嘿,
“

乙 \ “ ‘ J 甘 r-

(3
.

1 5)

为了确定
d ““(0 )

d t 令(3
.

14 )中 t = h
,

则

ua (。卜二(。) + 。
~

嘿吐
一H ;髻

一”H :
·”(。) +

寺
,
·

d妒 (0 )

d t

一“‘
·”(”,

)
-

u a

(h )一 u a

(0 )
h

h
, 。 l

r , 。 。

一
- 下二了了一 一 二互

~

17 云q
“

‘尸 尸“
(3

.

1 6)

代入 (3
.

1 5 )得

q 。一。, u a
(。) +

毕
(, (, )一 , (。)) 一

黑
, “ +

(粤。写)
q “

奋 未白尸 、 口 I

(3
.

17 )

将(3
.

1 1 )代入 (3
.

1 7 )可得



叨 李 开 泰 黄 艾 香

A忿。
” = 一

票
j.

·
+ * 。u ·

(。)+

1 乙仔

p h
、

_

二
, 。 、 _

。 , 八 、 、

一

五一气“ 戈“ 夕一
u 又V 夕夕

‘

(3
.

1 8 )

A : 一 ; 一

音
H ; 一 (1 一H ”)“: 一 ”。

令

利用 (2
.

1 7)可得

IA 圣A 孟
A 二 l

IA 里A 盆
二 (1 一H h 一 hb圣)(1 一H h 一 hb至) 一 h

Z
b孟b全

A “ (l一H h)(1 一 sH h) 一 h
Z

K 二 l一 4万h + (3H
2
一K )h

.

显然
,

A 是一个不变量
.

引入二阶张量

(3
.

1 9 )

。
: ,

。
一。 _

。
, 。

。
, ,

1
七 “ = 七一二 U

,
七

.

二 一七
一

= 一; ~ 欲

以
a

C
: ,
二C

: ,
二 o ,

C
: :
二 一C

: ,
二斌了

和混合张量

B言二
〔(l 一H h)占导一

A
(3

.

2 0)

那么
,

(3
.

18 )的解可以表示为

, n 。 。 , _ 、 .

1
, 。。 , 。 , , 、

q “ . 月P。云丫 气U少十二了 n P刀叭 u 尸

又月) 一 u 尸 LU少) 一
‘

P h
s

1即
B分夕

代入 (3
.

2) 得

聂(
~

镖兴
B , f夕)

一

杀
‘斌了‘p B借

·’(””

+

命(亨
, “B ; (

·”(”卜一 (。))十、万
令

“、, + “二‘ ,

令F言二 u ,

(h)
,

U
a
二俨(0 )二 0 并将 (3

.

1 0 )代入
,

得

命(
一

糯
竺输

夕
·

器)
一

希(
竺

碧
二
、

/

)
+

刹乎、川)
+

二手
“
。

“万。
当少

,

U
,

不为零时
,

(3
.

2 1) 可以写成

希俨韶
~

B ;
·“·

器)
一

命(瓷
、2
‘
·
B ; X 口

)
十

斋!乎、 : (厂: 一 “
夕

小二剔。二
;

二
一
us)

当润滑流休是不可压时
,

则 (3
.

22 )可以表示为

斋(气碧蜘
,

·

器)
一

命(瓷、那x,)
十

右(宁
”
卿心

一二 ,

)
+ 、万
备

“ , + 材万(二 一
us)

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

(3
.

2 3 )
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它是压力 P 的线性椭圆型方程
.

如果流体是理想气体
,

则 P 二 p R T
,

那么(3
.

22 )变为

命(瓷笋蜘
二 p

斋)
一

希(瓮
‘3

二。川/
“,

a 「斌万
, 。。 , ? , , , , 。 、

飞 _ 口
, 、

_
+ 万云二{望子 hB 彗P( 厂犷一 U 户) 卜 斌万瑞

一 (h P) 十斌万P( 厂尝一 U s) (3
.

2 4)’

口x a L Z 一
口 了 、 ’ 。 一 /

J
’ ‘

V 一 口t
、”了 , ’

叮 一 扩 \
·

b 一 / 、“
·
“ , z

它是压力 P的拟线性椭圆型方程
.

张量 B ; 实际上是

B }二〔1 一 h(H + b二)〕/ A

B 孟二 一 hb孟/ A

B 爹二 一hb圣/ A

B 受二〔1 一h(H + 6 1)」/ A

令 A即 = B 昙砂
“ ,

由 于 B侣是 h 一次 多 项 式
,

A 是 h 的 二 次 多 项 式
,

且 A }。一 = 1
,

而

B共法
. 。

= 好
,

故

A a 口

1。
一。

二砂
口

(3
.

2 5)

因而
,

如果欲使 P 的微分方程的主部只保持 h 的三次幂
,

那么
,

(3
.

2 2 )变为

共了里奥召竺
。“

嘿、一典f弃
。*sx

“

、
仃汤“ \ 立‘尸 L, 万 尸 / o 汗“ \ 1 乙尸 /

a / 斌万
, , , , , , 二。

八
.

_ 口
, . 、 . ,

_
, , , .

十下石二万 l一二厂
一 八P 又犷 下一口’ ) ,十M a ee

下丁
‘月

L左p ) 十 p 犷
a (犷 忍一口

“

)
“泥“ \ ‘ / 口不

(3
.

2 6)

方程 (3
.

22 )或(3
.

26 )称为广义雷诺方程
,

它考虑了曲线运动 所 产生 的 弯 曲 效 应
,

与

(1
.

1)
,

(1
.

幻比较
,

方程 (3
.

2 2 )更深刻地反映了轴瓦曲面的内蕴性质对润滑流动的影响
,

在

广义雷诺方程 (3
.

22 )的方程主部中和方程右端中
,

均出现曲面 S
。

之第一
、

第二基本型
,

平均

曲率和全曲率
.

当曲面 S
。

上的高斯坐标系取曲率线坐标系时

a ; 2
二 0 ,

b
: :
= 0

,

b孟二b全二 0

b
l ,
== K : a : , ,

b
: : 二K : a : : ,

K
,
二b要

,

尤
:
== 6莞

K
‘,

K :
为主 曲率

,

因而

B 孟= [ 1 一h(H + K :
) ] / 刁

B 璧= 【1一 h(H 十K
:
)〕/ A

B 孟一刀贾= O

在这种坐标系下

月1 ‘二 [ 1 一h(H + K
:
)〕

a , ’
/通

月2 2 二 [ 1一 h(H + K : )」a
名2

/ A

A 1 2二 A
名1 = 0

这时方程 (3
.

2 2 )可表示为

口 了创万户h
3 1 一h(H + K : )

_ : 、 aP \
.

日 / 斌7 户儿
, 1 一h(H + K

,

)
_ : , 口P \

~ 丈一布 - 砚一- 二二丁二一
一

—
“ 几于二万~ 】气 ~ 一万- 丁

~

爪一- - 万花 ; 丁一 一
~

—
“ 一 气丁气犷 .

O 戈
‘

\ 1乙尸 月 。 x
一

/ 0 工
一

\ 1乙拼 汽 口戈
一

/



9 2 李 开 泰 黄 艾 香

一

粼奈二旦嗯
士药夕

一

‘ 1

卜命(瓮。
S

卫二丛考丛) 尤
么

、

十

命l亨
p *兰卫粤

丝立 (: 卜U
!

)
卜命〔亨灿

型粤
丝少

一

(夕 :

, , 。

1
.

,

_ 口
, , 、 . ,

_
一 U

“

l十 V a 一飞石, L左p , 十以
a P L厂 石一曰

。

)
J U ‘

(3
.

27 )

边界条件分为两大类
,

设 厂三口口= 厂
,

U 厂
: ,

厂
t

为自由表面
,

厂
:

为固定表面
,

于是

{
p [二

:
“ p

o

h
3P

1 2拼
斌万B 贾a 孟夕V , P :n + 夸砂”; (厂 , 一。 ,

·

、

」}一
a ‘3

·

2‘,

其中 加 为 n 之协变分量
.

如果油膜出现空泡现象
,

设 D c 口 是流体占据的区域
,

它是有界开 集
,

aD n 目 = 厂
,

是

空泡边界和口的交集
,

在 厂
。

上
,

P 应满足边界条件
.

·卜
f

一
,

器{
‘

一
(3

.

29 )

我们的问题是在口内求一个子集D
,

使得在D 内满足 微 分 方 程 (3
.

2 2)
,

在 厂
。

上 满 足

(3
.

29 )
,

在厂
;

U 厂
2上满足(3

.

2 8)
,

并且如果把大气压作为压力起点
,

那么还应满足

P) 0 (3
.

3 0 )

四
、

相应的不等变分问题

设厂是H
, (口)的子空间

,

厂二佃 任H
, (口)! “ }r

:
二 0 } ,

那么
,

对于 厂中的函数
,

仍然成立

F r id r ie h s 不等式
‘” :

}
。一d X、c

!
。, v · ,

’
d · ‘ ·〔厂

因而
,

在犷上
,

范数、、
·

}、和半范! ·} : 一}、· 、: 一

{
}v ·}

Z
d / 是等价的

,

我。丁可以记 !!
·

!!李一 !· , :
·

下面我们仅对方程 (3
.

2 2 )进行讨论
.

先讨论不可压缩情形
,

这时
,

P 应满足 (3
.

2 2 )
,

设
, , 、 。

护 _
_ 。

拟 ’“ “不不 M “ “一” (4
.

1)

。、 _
_ _ aP 、, 、 扮。一

, 。 _ _ 、

一
, 、 ,

* 一
、,

幽刀 v尸一不砰
.

’

仕肿芯屑形 r
,

口
· 乙乙J 日 以衣不刀

资
、

沙
刀

斋
一

)
一

命(斋、、
·

)
+

希(乎
。入(。 : 一 u ·)

)
十心万 p (厂之一 U

“

) (4
.

2 )

,r二,‘‘夕
.

写r了,十十卜‘‘

设 P
。
〔11

3 ’
(五 )

,

根据迹定理
,

存在户
。
〔汀

“(习 )
,

使得

卢 1r Z
“P

。

令
。== 户一卢

。 ,

那么。
】
r :
“ 0

,

故。〔于
尹

设U
’

二 O,

代入 (通
.

2 )得
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口 扩
二 , , ‘

, 二
一

一 ( 了姓 “
口义口 \ d x 口

. 、 二 , 月
, 苏 1 一

, r , .

尸 一 v 。
、

,

一
r , 、

十 Vj
一
‘

一
不 气 一

~

二
~

材 a n 厂 石一丫鼠丁V a P人 一 , 一 V a 犷 ‘吕 V

口X 尸 ‘ i ‘尸 /

(4
.

3 )

, 一

聂(
一、二。

势
一

)
+

合二
”(。卜U

·

) +

杀二、
‘

+ 丫万(犷 ; 一 U勺 (4
.

4 )

则有

希加
二
斋)

一‘

(4
.

5 )

叮
“户

口x 口

。a } r :

二口 {
其中

。一 , 一M 一

鲁nal
。 .

(4
.

6 )

作双线性泛函

·
(
一

)一

}
。
M

, 。

口u 口U
一 “

,

不二 丽歹ax
(4

.

7)

和线性泛函

<, , , ·> 一

}
。

,
· d X +

(
: t

。·d s

因为S
J

是二维曲面
,

它的第一基本型 aa , 是对称正定的
,

(4 8 )

M
“ ”舀a舀。) C }舀!

么 ,

故双线性泛函 (4
.

7) 是对称强制的
:

丫右〔R
. ,

故 M
“ ” 也是对称正定的

a
·

e
·

x “
任△

a (。
, 。) ) C

。

l}
u
}!}

显然
,

它也是有界的
:

}a (
u , 。 ) }( M }!。}!二 }}

。】卜

由于 歹
。
e H

:

(口)
,

故可设 f 〔口(日、
,

互〔H
‘’,

汀
’
。

)城H
一 ‘’名

(厂 )
,

由迹定理可知
,

线性泛

函 (4
.

8) 在厂中有界
:

}<fg
, 。) !《 I}f林

: ,
}l
o
t}
二 :

+ }{口}l
二 一 ; , . : : , ·

}}
”
}I

H 一 1‘ , ‘r : ,

《 (llf姚
‘:

+ C }}口11
* 一 : a 、r 、,

)}l
。
{l
、

故 f g 〔厂补 (犷 的对偶空间)

设集合
K 二 ‘v 〔厂 }

。
> 一
几

, a , e ,

在 八内卜 (4
·

9 )

显然 K C= 犷 是一个闭凸集
,

边值问题 (4
.

5) 是在K 中求解
,

即求
。 〔K

,

使 得
“ 在△上满足

吸4
.

5 )

对应于 (4
.

5) 的能量泛函

J‘。, 一

合
a (“ 好一 <fg

·

岭 (4
.

10 )

那么
,

(4
.

5)相应的 Ri es z
变分问题是

: 求“ ,

使得 J (u) 在K 上达到极小值
.
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竺一一一一一一或红; 二
一 ;

乙三壁七里‘里一一一一一
J (u ) = m in J(。)

_ 一。 吃K

(4
.

1 1 )

我们知道
,

当a (”
,

列不等变分问题
.

”)是对称
、

强制
,

且是连续的
,

那么
,

Ri
e s z
极小化问题(4

.

11) 等价于下

抓
K. 酷

·

。(。
, 一 ”一

伯<fm
‘

一。 征
K

对可压缩情形
,

广义雷诺方程 (3
.

2 4) 是拟线性椭圆边值问
一

题

(4
.

1 2 )

斋沙
口 ,

器)
一

命(亲
”

哪箭)
+

奥(幸
、(: : 一少)习

+

石洲
一Us ) , (‘

·

‘3)

0 潇“ 、 乙

这里取 。一雌
,

并考虑静态情形
,

故 俨
夕一

子
严 那么

,

拟双线性泛函定义为

。(
“ , ·, 一

(
、一斋

,

器) (4
.

1 4 )

a /了万
了
,u) ~ 万万长而万

h
3

X
。

R T

一

)
+

斋(夸
“(犷: 一U

·

, ·

)
十澎万(犷孟

则 (4
.

1 3) 可以表示为

一U , ) 。

赤(
M一斋)

一“
“)

(4
.

1 5 )

拟双线性泛函 (4
.

1 4) 在Co6
o
JIe

。空间万
‘, r

(口) ; > 3 中是连续和有界的
,

实际上

、。(·
, ·) }、

}
}M一 日

·‘
}斋以器}

“·

、C
、

鑫卜斋{}
: · ‘。,

,,
·
‘,

一
、C 、

鑫
,‘
·
“/

2

一 }}斋i
: , 一 (口 ,

“
·
”

一
娜

。
}}二}}各

、, : , , ‘。 )

}}
。
}1, 亥

,

卜、。
,

一 1
·

2

一半了当
r > 3时

, ·
> Z r ‘由嵌入定理可知}1

·
},
H l , 2 ·’ ‘

一 ( M {{
·
}}
·1 ,

一1

we
l

}刀(。
, 。
) [( C

,

}}
u
l}吞

‘, r 、。 )

}}
”
竹、

‘, · 。。,

1一r’
+

l一
r

里这故

泛函 f(
“)在H

‘, 护(口)同样是连续和有界的

设不
。

c 仃
‘, r

(口)
,

不
。

中的元素“在r
:

上的迹为零
,

研
。

的对偶空间记为班言
,

那么
,

.

1 6)

固定

。 任不
。,

则B (。
,

岭是才
。

上线性有界泛函

B (u , 。)

,

故存在一个元素

= <T记
。

岁
、

T 。 任才言
,

使得

且由(4
.

{6) 可知UT 心 , 。‘

成c
、

如!{勿
,

, 。
) ·

T “
是一个从研

。‘不落的连续映照
,

(4
.

1 7 )

并且把班
。中有
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界集映到邵 杏中的有界集
.

设 八〔 11
‘ , !

(日)
,

使得

K 三佃 〔H
,

,r( 口)1 。一歹
。
〔牙

。, “> o } (4
.

1 8 )

那么
,

K 是 H
’ , ·

(口)中的 一个凸集
,

因而对于理想可压缩流体的广义雷诺方程边值 问题

命(、
· ”。

斋)
一f (

·)

r Z

一P
。

口份

(4
.

1 9 )

M
a 刀

u
.

百奋犷
. n a

}厂
,
” g

它的广 义解应满足不等变分间题
:

求 。 〔K
,

使得

B (u
, 。一 u )》< f (u )

, 。 一 u > + <g
, v 一 u >r i

如果令 尸二犷
,

那么(4
.

19 )可以 写成

(4
.

2 0 )

聂(M
。 沙

器)
一八尸)

一

尸1
:

·

:
= 心瓦

钟
优 岁

器
、 ’
一

“

沁卜
2

斋(瓮
、

3

备
尸

卜
2

命(

(4
.

1 9 )
尹

其中 妙衅
一少)斌了

‘

+ 心万(厂息一U
”

)甲了 (4
.

2 1 )

对应于 尸的位势

。(P)
一

}
。

盼
(一 ; )
川

“一!
。

{斋(探等
尸

:

)
+

奥‘卒
。(: : 一卿

尸
3

怕+ 粤石
一

(。卜Ua )

户{
、*

O X “ \ j / 0 )

(4
.

2 2 )

那么
,

对 (4
.

1 9)
,

不等变分问题是
:

求 u 〔K 使

B (
u , v 一 u )》

‘ g r ad F (u )
, 。一 u ,

+
‘夕

, 。一 u 》

V 。 〔K (4
.

2 3 )

其 中 B (

一卜{
。
M 二
斋黔

一

d !
,

g二d F (·, 是在点 ·的 F·‘。h ·‘导数
·

不等变分问题的有限元逼近
,

就是构造相应的有限元子空间 又C 厂 和闭凸 集 K oC S ‘n

K
,

那么

i) 求 u 。〔K 。,

使得

J(u。)二 m 1n J (。。) (4
.

2 4 )

或 11) 求
u 。〔K

。,

使得

B (u。, 。。一 u 。)》
<

fg
, u 。一 “。)

丫 ”‘〔K 。 (4
.

2 5 )

通过有限元离散化
,

我们知道 J (叽)是一个 S
。

上的二次型
.

J (一 , 一

合
“

‘,。, , ,
+ C

‘

, ,
一

合
Y 了“ Y + Y ·C (4

.

2 6 )
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其中系数矩阵 A 是正定对称和稀疏的
,

因而 (4
.

24 )便成为一个大型对称正定稀疏的二次型数

学规划问题
,

可用规划理论求解
.

线性和拟线性不等变分问题解的存在性已解决了川
‘. ’,

有限元解的误差估计和等变分问

题有类似的结果
【“’:

!}

一
}、、
{等

}}

一
!}

2
+

导
},, 一T ·

}}
·
(}、

一
!, + }、

一
}})
}
“’

其中 M
,

夕常数是

}B (“
, 。) !《M }}

u
}} }1

。
}}

B (u , u )) 下!】
u
11

,

T u
是(4

.

17 )中所定义的
, u 是真解

, u 。
是有限元 逼 近 解

, 。 〔犷 任一元 素
, 。‘〔K ‘ 任一元

素
,

对于非线性不等变分问题 (4
.

2 2 )
,

有限元逼近解的误差为

、、
一

}.、

{半
(}!

一
}}
2
+ }}

一
}}
: ) +

黔
:}

一
}}

:

+

号
(,}g 二‘F ‘·, ,,

·
,,

一
,, + ,,g二‘F (、 ,

一T 一 ,,
·

,,、一 !,,
}
’‘“、 · 〔K

,

一 〔K
·

五
、

实 例

我们列举几种简单的轴承
,

来看广义雷诺方程具有怎样的形式
.

圆柱轴承

它的两个曲面 S
。 ,

S ‘分别为圆柱面
,

S
。

不动
,

我们取 二 轴和它的轴重合
,

。 绕它自己的轴旋转
,

我们取圆柱坐标系 (妙
, ,

护
尸,

妒 ,) = (r
,

甲 ,

z)
:

夕l == r e o s 甲
,

夕恶” r s in 中
,

夕s == 之

r 二 R 为 S
。

曲面
,

故取 S
。

上高斯坐标系为

妙 == 甲 砂二 :

在国柱坐标系下
,

三维欧氏空间的度量张量 g,
,
厂

S 。以角速度

(5
.

1 )

(5
.

2 )

(5
.

3 )

nU�U0产
�.上�n�

0 0 1 !
产

了,、11‘、、

一一
否争,

肠
才气
、

那么
,

S
。

曲面之度量张量

口x
, 产

口x 了,

a a ”= g “ , ‘
~

瓦歹 币歹 ( 5
.

4 )

将 ( 5
.

3 )代入 ( 5
.

4 )得

「Qa ”, 一
!

〔““ “, 一
〔

r : 0

0 1

1 / r 2 0

Q 1

]
,

一
r “

( 5
.

5 )



润滑理论中的广义雷诺方程和不等变分问题

设厚度为 人
,

R 为轴承半径
, : 、

为轴径半径
, e 为偏心距

,

“=
,

万二可
, 那么不难验证

h = R 一 (r ; + e s i n 甲) = (R 一 r ,

)(1 一: s in 中)

S 。上 切线速度 石。
, 。。= r l。

(5
.

6 )

而

饥 = 厂借礼一厂且获

犷6a 二饥
·

瓦

空间中任一点矢径R

R = , c o s 中了+ , : in 切z + 二万

, 口R
e a =

~

函歹

即
, t
一

责
:

一
‘n , ‘+

一
甲, 〕

若:
= 九

故 犷 . : = 0

F ‘3 = 厂言== 右
‘

·

硫二。e s in 中

厂‘: 一。。
·

, ,
一

青
(; ·‘n *

·

r , 。 S‘n , +

一
,

· r 、。 。0 5 , )

一

令
。(s‘n , s‘n ‘+ c o s 甲 c o s‘)

r r t , _
_ L 、

=
~

不厂。
c o s 、甲一职 ,

但
r : e o s (中一叻) = R 一 (h + e e o s 甲)

, r = R 一 h 故

: ‘:
一 *

2

(卜斋)(卜会
一
备一‘

)
。

利用 厂借= a哪厂‘, 及 (5
.

5)
,

可知
图 3

: : 一 *
:

(1一票丫
1一
票
一毛

。。s ,

、
\ IT / \ n J、 /

田—
二二

r

R

(
h e

1 一 , 布 一气汽 C O S

了t Jl

*

)
。

犷言=

F 愁二

0

一。e s in 甲
,

U
‘
= U

忿
= U 名二 0

不可压的广义雷诺方程 (3
.

22 )

立
、

[
口劣

I

L

1 h
s 口P l

R 一h 12拼 a x I
Z

‘R

(
h e

1一万 i一 一云c o s 甲
通t l 、

\ h , ,
一

,

夕。一1厄万p 人
‘

」

+

命[(e
一 * )

希黔
一

徐、
·

〕
一

令一。e s in 中= 0

椭圆柱轴承

同样取 S
。

之轴为
z 轴

,

椭圆柱面坐标系 (xl
‘ ,

产
‘,

妒,) = (叮
, 甲,

劝
,

那么

夕‘
= a e h 叮e o s 切

,

夕2
= a sh 刀 s in 甲

,

夕8
= 之

a Z

(。h 名刀一 e o s名甲)

0

0

0

a Z

(eh
乞刀一 e o s Z中)

0 1
r.......L

留肠

则
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一
-

一

一
‘

一

一
呻 一 一一一

一一一
一

一 ~ ~ - ~

一
~ ‘

~

一
‘- ~ 一-

一
一

一
~ , , , . 叫, ~~ ~ ~ ~ . . 户~ ~ ~ ~ ~~ 目. ~ . “~ 叫, . ~ ~甲州山一一一

- 一一 - - ~ ~ ‘

夕 , ,
二 a Z

(eh
Z刀一 e o s Z叨) == a Z

(
sh

Z刀+ s in 名甲) = 夕
: , :

9 5 , s ’

“ 1
,

夕“ ,
,

= 0 (才
,
斗 j

,

)

x 丈二甲
, 戈名二 2

日%
, , 口戈 , ,

aa , 告 ,
‘, ’石味石

一

丽声

即有 a : : = a 艺(sh
Z”+ s in Z甲)

, a Z :
, 1

, a ; :
= a 2 1

== 0

a == 。2

(sh
Z刀+ s in Z中)

不可压缩的广义雷诺方程为

a / h
3 o p \

.

口 / h
吕

双万 口p \
丫扩下尸l

~

丁又万万 一户~ , 二丁一了 )
‘

r 万
~

下犷
~

、
,

一丁叹兀丁一一 不一万 ,

O X
一

\ 1 乙户V
a O X

一

/ O X
一

\ 1 乙尸 口X
一 ,

口 / 1
, ,

一
r , 。

.

h
s

一 。 , \
‘ ,

一 /
, , 、 .

口h \
= 顶莎气万

”v “ 犷 一
十

一

丽万p V “ A
一

夕卞 丫
“

气
犷 ‘十

一

丽
一

/

旋转曲面

在圆柱坐标系中
,

若 r 和 :
承受变换
r == r (u

, , u Z

)
, z 二 : (u

, , 。要
)

那么
,

曲线坐标系 (矿
,

矿
,

中)称为回转坐标系
-

夕’
== r (u

, , u Z
)
e o s 切

,

y Z二 r (u
‘, u Z

)s in 中
,

夕吕二 : (。
, , u Z

)

对于旋转曲面
,

我们采用回转坐标系
,

尤其是对 S
。

测地超曲面
,

其母线方程可 以 用自己的

弧长 。 作参数
, == r (m )

, : 二 z (m )

这时
,

我们取 (m
,

帕 = (矛
,

护 )作为 S
。

上高斯坐标系
,

由于圆柱坐标系中
,

三 维欧氏

空间度量张量为 (5
.

3 )
,

故

口犷 日犷

aa 刀= 百王舀
-

百又万
口切 口
二

口z 口2

十 尸 下
~

二
~

不 - 下
.

十下一二 只, 矿
a X “ a X

户’

a X “ a X 尸

从而
/ 口r 、

2
.

/ 口之 、
a 、 :

= l 不ee
,

} 十 l
~

不 一 )
\ 口阴 / \ 0 脚 /

, a 一: “ a : J

~ 0

= r气 a == r z

1
= 1

, a 乙‘

“泣
一 ,

犷

a 上2
= a 2 1

二 0

2
..1

忿
..‘aa

所以广义雷诺方程为

-鱼丫业1
.

口功 \ 1 2拼

1 口P 一去。
: 厂 ,

艺

h
3

1 2声名

。r x
、

、
/

a / 人
名

_
_

口P l
: 一。

门~ - 二于一
~

恤万二二宁I 一

下一一 一
气不 “ , 厂

a 甲 \ 1 艺拼 a 切 乙

h
3 、 ,

八
, , 。

口h
苏一下 下 万P r 人

“

)一 r犷 石一 r
~

二石一 二 0
1 乙尸 / O ‘

事实上
、

曲面 S
。

和 g 。 不一定都要是规则曲海
,

只要给出曲面的离散点
,

同样可以很容

易选取高斯坐标系和计算度量张量aa 吞
.
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