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摘 要

本文在文献 [ l〕的基础上加以改进和推广
,

探讨各向异性多层扁壳在静载
、

动载和热载作用下的大

挠度方程
.

考虑了最一般的弯曲拉伸间的藕合关系和沿厚度方向的剪切变形
.

给出了平衡方 程
、

、

边 界

条件和初始条件
.

得到了以广义位移
u 。

,
。 。,

功
二 ,

必
y
和。表示的微分方程组

.

由此可求解应力
、

变形
、

稳定和振动等问题
.

对于若干常见情况
,

给出了简化的方程和方法
.

一
、

引 言

以碳纤维
一

环氧为代表的先进复合材料
,

具有比强度高
、

比刚度大
、

抗疲劳性能 好 和容

易加工成型等优点
,

已在航空
、

宇航等部门得到越来越广泛的应用
.

纤维增强复合材料
,

具有各向异性
、

不均匀性 (呈层性)
、

层间剪切模量较低和层间剪

切强度很低等力学特点
.

为了充分发挥复合材料的优良性能
,

提高结构的 刚度
,

减轻结构的

重量
,

常做成板壳结构和薄壁杆件的形式
,

因此结构的稳定问题显得很突出很重要
.

对于多

层板壳
,

由于层间剪切模量较低
,

一般应考虑由层间剪切产生的沿厚度方向剪切 变 形 的 影

响
,

特别是对于稳定和振动问题
.

对于夹层板壳
,

由于夹心的剪切模量只有多层板壳层间剪

切模量的百分之几
,

因此必须考虑沿厚度方向的剪切变形
.

但是
,

考虑层间剪切 变 形 的 影

响
,

由于广义位移的数目增多
,

将使问题变得更为复杂和困难
,

因此
,

对于多层薄板壳
,

当

层间剪切所产生的变形影响很小时
,

或者为了简单起见
,

人们 (例如文献 仁2 ~ 8」) 常常忽略

沿厚度方向的剪切变形
,

而采用 K ir c hh 。ff 假定
.

对于各向异性多层板壳
,

若要严格考虑沿厚度方向剪切变形的影响
,

精确计算多层板壳

的剪切刚度和层间的剪应力分布
,

那是相当复杂和困难的问题 〔“一‘“’
.

对于求 解 变 形
、

稳 定

和振动问题
,

采用简化的近似方法计算剪切 刚度
,

从实用上来说
,

已能得到比较精确的计算

结果
,

满足设计要求
.

对于应力分析问题
,

特别是精确计算层间剪应力问题
,

则必须采用更

严格和复杂的推导和计算
.

为了使复合材料的结构能长期
、

安全而又经济地使用
,

需要选择合理的安全系数
.

取了

一定的安全系数以后
,

在应变不大的情况下
,

纤维增强复合材料的应力应变关系
,

非线性的

胡海昌推荐
.
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影晌很小 尤其是起主要作用的沿纤维方向的拉伸和压缩模量
,

几乎是个常数
,

因此可假定

材料是线性弹性的
.

在一般情况下
,

这种假定 已能满足结构设计的要求
; 只有在一些特殊情

况下
,

才需要考虑材料的物理非线性问题
.

对于复合材料的板壳结构
,

为了确保结构的安全
,

必须探讨它的应力
、

变形
、

稳定和振

动等问题
,

因此有必要研究各向异性多层壳在复杂情况下的大挠度方程
,

作为研究许多具体

问题的理论基础
.

本文在「1 」的基础上加以改进和推广
,

探讨各向异性多层扁壳的一般方程和 边 界 条件

等
.

本文的多层扁壳
,

在考虑沿厚度方向剪切变形的情况下
,

和夹层扁壳属于同类的问题
,

不过剪 切刚度的计算公式有所不同
.

以金属作表板的夹层板壳
,

通常对表板采 用 K irc h h of f

假定
,

只考虑夹心沿厚度方向的剪切变形
,

而本文所探讨的复合材料夹层板壳
,

假定表板和

夹心具有相同的剪切变形
,

由于表板很薄
,

这样处理既方便又实用
.

本文采用D o n ne n的基本假设
,

考虑了几何的非线性
.

假定温差分布T (x , y ,

习 是任意

的
.

以树脂为基体的复合材料板壳
,

由于吸收或放出水分所引起的膨胀或收缩问题
,

可折合

为当量温差进行计算
,

为了使问题不致于过分复杂
,

每层材料的弹性常数必须相同
,

而各层

材料的弹性常数则可以不同
.

考虑了惯性力的作用
,

外载荷 q
二 ,

q , ,

q
:

和外力矩 m
: ,

。 ,

为坐

标 x
,
夕和时间 t 的函数

,

因而可求解振动问题
.

在广义力和广义位移方面
,

考虑了最一 般的

弯曲拉伸间的藕合关系
,

适用于复合材料最 一般的铺层情况 (不同材料
,

不同厚度
,

不同取

向等) 用平衡法列出了平衡方程
,

用力学和物理概念给出了边界条件和初始条件
.

对于若

干最常用的特殊情况
,

给出了简化的方程和方法
.

本文给出了较为合理的计算剪切刚度的公

式
,

给出了比较精确地计算层间剪应力的公式
.

二
、

基 本 关 系

选取与扁壳表面平行的某一合适的曲面作为坐标面
,

对于对称构造的多层壳
,

当然采用

中曲面作为 O X Y 坐标面
,

对于不对称构造的多层壳
,

最好选某一方面的中性面 作 为 坐 标

面
,

也可取中曲面作为坐标面
,

详细情况以后再讨论
.

坐标系如图 1 所示
,

坐标面与扁壳内

* 一
‘、 ~ 一 山 ~

。

~ 一 ~
,

~ 一 _ 一
, 卜

_
、 , ,

.
,

_ _
_ , ,

h
表面的距离由图 2 所示的h0 确定

.

取中曲面为坐标面 时
,

h
。

= 一牛
.

r -

一
- - 一 ~ 一 一 一 “ ” ‘

’

一
” “

’

“~
一 r

” 一 一~ 一
『 J

’

一
一 4

”
’ ”

2

在O X Y坐标面上
,

壳体变形在X
,

Y
,

Z 方向的位移分别为
u 。 , v 。

和 , 。,

变形前壳体的法

线
,

由于弯曲变形和沿厚度方向的剪切变形
,

在X
,

Y方向的转角分别为帆
,

功
, .

假定壳 体在

横向不可压缩
.

则壳体中任一点在X
,

Y
,

Z方向的位移 u , v ,

二可分别表达为

第k层

h !h
。

}h卜
:

百凡巫
竺一一 x

/ 第 2 层

/ 第 i 层

图 2
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u = u 。+ 二
必

: , 。“ v 。
+ z
必

, ,

。 = 功 。

(2
.

1 )

当温差分布为 T (二
,

夕
,

习 时
,

多层壳中第k层因应力所引起的应变为

T

、.....、‘lee|人

少

,夕名aaa

‘

l
、、.....、eeweflse7

枷一彻枷一叙+

器
+ ·

鲁
+

登
一

+

创器)
“

一

豁
+ ·

鲁
十

一

登
+

创
一

豁)
’

会
+

会
+ ·

(器
+

鲁)
+

荟

(2
.

2 )
!
‘|||人

爪|耘|卜
、

在(2
.

2) 中
,

列矩阵的下标k表示第掩层
,

几T
,

内T
,

几
,
T 分别为温差T 在 X

,

Y方向引起的拉

伸和剪切应变
.

R
: ,

R
,

为扁壳在 X
,

Y方向的曲率半径
,

公
为扭曲率

·

和通常一样
,

忽略

R
二 ,

R
, ,

R
: ,

因二
所引起的微小变化

.

/
1 设 a l 、 a : 分别为纤维方向与横向的线膨胀系数

,

当

纤维方向 纤维与 X 轴成 e 角时
,

记 。 = co
s o

, n = s in o
,

则对于

第 k 层

{
a

%

a
,

仪 名少 2切月

矛

阴2

一 2阴n {
‘

{:;}
。 (2

’

3’淤矛尹.......、

一一
"
l
夕l.IJ

图 3 令N
了

和 M
丁
为温差引起的当量内力和内力矩

,

上标

T 表示与温度有关

{N一

溯
一

娥
:
:{鬓

{M一
洲

一

溅鬓蒸

{{:{
,

{
}::

_ :
: d :

{{:{
,

}
。

}::
_ I

T 对
:

(2
.

4 )

(2
.

5 )

在 (2
.

4)
,

(2
.

5) 中
,

爪
一 , ,

从为第k层在二轴方向的坐标
,

总和号上的
n ,

在此代表总层数
.

对

于第k层
,

Q
, , 。4

+ 2 (Q
, 2

+ ZQ
。。

)。
Z n 忍+ Q

: 2 n 4

(Q
; ,

+ Q
Z :
一 4 Q

。。

)m Z n Z
+ Q , 2

(。
4
+ n 4

)

Q
, , n 4

+ 2 (Q
, 2

+ ZQ
。。

)m Z n Z
+ Q

: 2 0 4

(Q
l ,
一Q

; 2
一 ZQ

e 。

)。
3 。+ (Q

1 2
一Q

2 2
+ ZQ

o e )切n 3

(Q
、1
一 Q

; :
一 Z Q

。。

)阴 n 3
+ (Q

; :
一Q

: :
+ ZQ

。。

)加
sn

(Q
; :

+ Q
2 2
一 ZQ

; 2
一 ZQ

。。

)m Z n Z
+ Q

。。

(m 4
+ n 4

)

(2
.

6 )

了f.....,、.....卜、

一一
!
iweessewe)k一q一q一q一Ql一仇一认

.....Z.J、.......

需要注意
,

( 2
.

4 ) (2
.

5 )式中的 N 丁 和 M
丁 ,

只有当应变和曲率完全受到限制 时
,

才

成为真正的由温差引起的内力和内力矩
.

记 E
: ; ,

E
: 2

分别为多层扁壳中平行和垂直于纤维方向的弹性模量
, , ; : 和 , : :

为 相 应 的
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泊桑比
,

则 : , 2
E

2 :
二八

:
E

; ;
.

G
: :

为面内的剪切模量
,

G
: 3 和 G

3 ;

分别为相应的沿厚 度方向的

剪切模里
.

则第 寿层的

Q
。。

E
, ,

1 一 , l : , : !

i, 2 I
E

I ,

1 一 v 1 2 v 2 r

E 22

1 一 , 一: v : l

G l :

(2
.

7 )

O

QQQ

在 (2
.

7 )中
,

Q
: :

== Q , 2
~

v 1 2
E

: :

1一 v 1 2 , : l

第 k 层面内的应力应变关系为

Q
L :

Q
, 。

1 2 Q
: :

(2
.

8 )

自

‘

!
、

!
夕

男y公
e已护一q一q

Q
t。

Q : 。

Q
Z。

Q
。。{

。

{一一
l

,

!
,、

划
bbT

!
‘

l

记

(2
.

9 )六
.

自

、..,..、了lse卫月少

考M 卜-

){
,

}
一

、!::
一 ,

{
{薰

;
,

}
一

、、::
一 :

{

r‘吸.少
、

!
一一N

(2
.

1 0 )Zd2

‘门

!
、‘‘Jl.

氏叭几氏叭场

将 (2
.

2 )代入 (2
.

8 )
,

然后代入 (2
.

9 )和(2
.

20 )
,

经化简后可得

A
,。

B
l 、

B
, ,

B l :
B : 2

器
+

贪
十

傲条)

器
+

会
+

刽斋)

B
: 。

B
Z。

口u 。 、

口口。
.

2 之”
、

J功 口切
.

布 卞 一不
.

二一十
一万万-

,

十
~

万-
‘

一 不 扣

0 夕 a 万 式
二、 口 X 口夕

.月J护‘

A姓

Dl从B
z。

D
, l

B
Z。

D ‘:

弛掀B
Z 。

B
。。

D
, 。

D
, 。

AA姓BB

(2
.

1 1 )

在 (2
.

1 1)中
,

对于各向异性多层壳
,

A
.

, 为拉伸刚度
,

D
. ,

为弯曲刚度
,

B
、 ,
为弯曲拉伸 间的

祸合刚度
‘

它们可由下式求得
.

。
,

J= 1 , 2
,

6)
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、l......se、r..|..

、、产、.声r

一一

A
,

, = 乙 Q;广
,

d 二 ~ 乙 Q {夕
, (h

,
一h

‘一 ;

)
几. 1

B
‘

, , E Q“ , : d z = 乙 Q ;{
, 1

, , , , ,

万不
一

又n 石一 探 二
‘

(2
.

1 2 )

..厄.
J.

-一

.

自
‘

月几白

目

人
口左护佗
价

九

D
‘, = 乙

h
‘

。。
_ ;

刀
‘“’·Z

dz 一

石双,
’

协
‘卜 ”:

r.... .可,臼.r.l..,口广.... ..臼

在 (2
.

1 1)中
,

记

�

,nQ
弓土

么
、了

、......几,!1..,/

鱿
�

叙十

丛叙她即丛彻
厅了......!、..........、

鲁
+

贵
十

创鲁)
’

会
+

会
+

叔等)
’

鲁
+

器
十

箭
+

会 器
-

{衬 }

了

了....,‘.....、

一一
飞r.

召
廿

J飞

在 ( 2
.

13) 中
, 。
表示应变

, 、
表示 曲率

.

则 (2
.

1 1) 化为

尸妒

其中
,

{尝)
-

〔瑟呈〕
是刚度矩阵

,

(2
.

1 4 )
l
‘.t, l.JBDABr..L

因而是正定的
,

根据矩阵的性质
,

〔A l
,

〔D 〕也是正 定 的 于

是可将 (2
.

14 ) 变为

{
N + N T

( 2
.

1 5 )
l
‘..龟

飞.JJ

M + M T

不
一「A · : 二

J ‘ C . D 关

在 ( 2
.

1 5 )中
,

[A 井 1 = [A ]
一 ‘,

[B 朴 ] - 一 [A ]
一 ‘

[B 〕

[ C 朴〕= [ B ] [ A 〕
一 ‘,

[D 苦」= 〔D 〕一〔B 〕f A j
一 ‘

〔B 〕

可以证明
,

〔D 勺也是正定的
.

} ( 2
.

16 )

在 (2
.

1 5 ) 中
,

对于任意的非零的 J。}和谧、 }
,

可得

斌六言呈〕{ }
> 0

(2
.

1 7 )

列矩阵右上角的 T 为矩阵转置符号
.

由 ( 2
.

17 )式得

{。 }了[ A 〕{。}+ 呛。卜r 〔B 〕通、卜+ 谧、圣r 〔B 〕{: }+ 咬、 } , 【D 」{、}> 0 ( 2
.

1 8 )

在 ( 2
.

1 5 ) 中
,

当谧N + N T }= 0时
,

{e }= [B 关〕{、} = 一 [ A 」
一 ’

[B 〕{、 } ( 2
.

19 )

将 ( 2
.

2 9 )代入 ( 2
.

1 8)得

{、 }T ( 「D ] 一〔B 〕[A ]
一 , [ B ] ) {、 }> 0 ( 2

.

20 )

即 {K }【D 钓遥H 全> 0
,

所以 仁刀勺是正定的
.

因为仁A」
一

‘

是正定的
,

所以〔B 五A 〕
一 ‘

〔B 〕是 半正定



、刀夕
、

,
于

, 10山9曰O自

5尔 主 震 鸣 刘 国 玺 吕 明 身

的
.

对于任意的非零的 {H }
,

于、 }丁〔D 芳」{、全= {、 } , [D 州、少一通、上T [B 」〔A犷
‘

【B 川、}簇 {、}T [ D 」{“于 (2
.

所以

[ D . ]( [D ]

在 (2
.

1 6 )中
,

当仁B 〕= 0 时
,

则〔D 补〕= [ D l
.

对于各向异性多层扁壳和夹层扁壳
,

为了考虑沿厚度方向剪切变形的影响
,

切刚度 c 。
,

(落
,

j= 4
,

5)
.

使得

需要计算剪

认 一 c ‘
5
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·
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‘ c

4 5
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·

)
}

q 一 c

减尝
+

叼
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‘
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叼{
(2

.

2 3 )

在(2
.

2 3) 中
,

整个多层壳截面的平均剪应变为

二 a功
. ,

二 a功
丫”=

.

万牙
~

十叭
, 丫”“

~

而
-

十咖 (2
.

2 4 )

它是将(2
.

1 )中的位移代入 :
, :

一

票
+

粤
和 , , :

一
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+
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叫

石得到四
.

叼
, ,

叼
,

刀整
/
广

口‘

截面沿厚度方向单位宽度上的剪力
。 。

h。

Q
二

= 艺 }
‘
要全

,
d z ,

Q
,

= 乙
‘· 1 J h卜 l 卜 1

h
。

h 。一 ,

T
;竺

,
d z (2

.

25 )

要计算 c
‘, ,

就需要知道

给出的以广义位移 “。 ,

巩
,

人
,

,

和

功
, ,

T , ,

沿壳厚的分布
,

而不 确定 C , ,
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大家知道
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它和 (2
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其中
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.
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各向异性多层扁壳的大挠度方程

、...............了........少
.

(4
.

8 )

五
、

若干特殊情况

用广义位移 u0
,

巩
,

吞
,

沪
,

和 二 表示的一般方程 (4
.

1) 式
,

非常复杂
,

求解具体 问 题相

当困难
,

现在讨论若干特殊情况
,

方程 (4
.

1) 可得到一定程度的化简
.

( 1 )对于小挠度问题
,

(4
.

1) 式中的笼d } = 0
.

( 2 )对于没有温差的情况
,

( 3 )对于某些扁壳
,

当 R ”

1)式中的 {c }” 0
.

凡
,

沿 X
,

Y 方向变化不大时
,

则 在 (4
.

1) 中 的 乌。

,工口一

,污一
户少

-
夕Jt�功

月任门丫
�

矛
孟一�,�

、了
、日nJ一

编
“s6, “肠中与

釜
一 ,

鲁
量

,

为简单起见可以略去
.

瓷
,

鲁
,

会
有关的那个方括号中的值为较小的

, 、 、
二 / 口N

, .

口N
, 。

、一 / 口N
⋯

a N
。

、
、 ,

_
. 、

_
‘ 、 .

_ ‘
,

_
, , _ 、 入 、

一 。 ~
( 4 ) 当 ( 兰盖井 +

一

共毕
一

)和 ( 二签笋
响

+ 飞粤 )为零或可以略去时
,

(4
.

7) 式 {e }中最后一、 ‘ 产

叫 \ a劣
’

日y /
r

, ”

\ 日x
’

a夕 /
/ J 了 洒

’

‘

~
一M “

「 J ’ 、

”
’ 产 ‘ “ ’ 一

” 一~

, 一 _
. 、 .

_
. 、 , , ,

口2 切
.

、 ,

口2切
.

、 ,

口2 功 、
行可以写成 (N

“

共尝
.

+ Z N
二,

子
~

子一 + N
,

普芬 )
.

一
J

~ 一 ~
、

一 口劣‘ ·

一
’

” a x ay
’ ‘

” 口犷 /
’

( 5 )对于一般的应力和变形分析问题
,

采用小应变小挠度理论
,

在有温差的情况下
,

一

般方程 (4
.

1) 化为

{a } + {b} + {c 卜二 0 ( 5
.

1 )

( 6 )对于小挠度
,

有初始中面力 (N
: ,

N
, ,

N动情况的自由振动
,

一般方程 ( 4
.

1) 化为

{a }+ {c }+ {e } + {f }== o (5
.

2 )

( 7 )对于线性稳定问题
,

一般方程 (4
.

1) 化为

{a } + {e } == 0 (5
.

3 )

需要说明
,

在方程 (5
.

3) 中
,

有关的位移分量
, u 。,

%
,

人
,

诱
,

和。 等应理解为从失稳前的平

衡位置到失稳后的平衡位置的增量
,

且失稳前处于薄膜应力状态
.

而 {时 中的 N
二 ,

N
, ,

N 。应

理解为失稳时的内力
,

有时记为N 昙
, N ; ,

N 吴
,

.

( 8 ) 对于平板 问题
,

可取R
二

= R
,
= R 。= co

;

对于扁壳
,

如 R
x ,

R
,

为主曲 率 半 径 时
,

R
: ,

= OO ;
对于圆柱壳

,

R
二

= R 划 = co
,

R
,
= R ; 对于扁球壳

,

R
:

= R
,
二 R

,

R
二,

~ co
.

( 9 )对于以树脂为基体的复合材料板壳
,

由于吸收 (或放出 ) 水份所引起的膨胀 (或收

缩)
,

可通过实验求出当量温差来进行分析计算
,
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(10) 若涉及吸或放出水份和由于温度变化所引起的材料性能变化
,

为了使问题不致于过

分复杂
,

要求每一层的弹性常数和密度等必须相同 (可取其平均值 )
.

而各层的性能
,

在前

面的公式中
,

是可以不同的
.

因而可用于混合复合材料的板壳
.

(1 1 )刚度系数可以化简的若干情况
:

(a) 对称构造的多层壳
,

取 中面为坐标面
,

在中面的一侧
,

每一层的材料
、

厚度 和 纤维

取向可以不同
,

这时
,

A
, Z

A
;。

A
2 2

A
Z。

A
Z。
月

。。 {
,

【· 1- 。
,

〔

一 !
D

l l
D

, :

D
一。

D
l : D

Z : D
Z e

D
一。

D
Z o

D
。。 } (5

.

4 )

AA刁了...

1
、

一一A
口月L

(b) 对于正交铺层的最一般情况
,

每一层的材料和厚度可以不同
,

当坐标 轴 X
,

Y 与纤

维的纵
、

横方向重合时
,

r
.

I
L

一一
刀【A 」二

A , ‘ A
, , ”

1 「B “ B ‘, ”

A
‘, A Z , ”

卜 [ B ]一 }
B

‘Z
B

“2 ”

0 O A
。。 J 1 0 0 B

ee }
D

1 1
D

12

D
, ,

D
z Z

0 0

0

D o e 1
(5

.

5 )

(c) 正交铺层
,

每一层的材料和厚度都相等
,

纤维的纵
、

横向与 X
,

Y 方向相 重 合
,

层

数为

1
.

偶数层时
,

例如0
。

/ 9 0
“

/ o
。

/ 9 0
。

/ 0
。

/ 9 0
“

的情况

、

l
..J0oDD

x l

D
x :

0

D
一2

D
一:

r

l
..L

一一D

、
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.....JB l : 0
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一一
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尸
.
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、.....少

66

月x :
A

1 2 0

A
一:

A
一1 0

0 0 月

产.......‘

一一A

(5
.

6 )

当层数趋于无穷时
,

B
王,
二 0

.

实际上
,

只要层数大于 8 层或 6 层时
,

就可取 B
, ,
、 o

,

误差也

很小
〔2 ’

.

2
.

奇数层时
,

例如0
。

/ 9 0
.

/ 0
。

/ 9 0
。

/ 0
.

/ 9 0
。

/ 0
。

的情况

A
l z

A
一2 0

月
l :

A
Z : 0

0 O A
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〔”’

一 !
D

: ,
D

l :

D
I :

D
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.

7 )

D
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......rL

一一
一
l
曰

刀
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(d )斜交铺层
,

每一层的材料和厚度都相等
,

当层数为

1
.

偶数层时
,

例如 + 刀一盯十0/ 一即 + 即一 0的情况

A
l 一

A
z :

A
I :

A
2 2

O B
, 。

0 B
Z。

D
l ,

D
1 2 0

[D 〕 D ; Z D ”

当层数趋于无穷时
,

O ,

误差也很小
「“’

.

通

B
I 。 二

0

0

B
I 。

B
: 。 0

O
,

实际上
,

只要层数大于 8 层或 6

I 0

层时
,

O

D
e 。

沙.........t

一一
B

了.......1

一一A

就可取B
;。勺 B

Z。“

,

一一

.......J幼

66
绍

2
.

奇数层时
,

例如 + 0/ 一 0/ + 0/ 一 0/ + 0/ 一刃 + 0的情况

犷.......‘

一一D

月
l 一
月

1 2
A

l。

A
一:

A
z :

A
, e

A 一e A
: 。

A
6 .

[B 〕= 0 ,

D l , D l : D 一。
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Z 。
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当层数趋于无穷时
,

A
I。

= A
Z。
二 D

, 。
二D

: 6
= 0

,

实际上
,

只要层数相当多
,

譬如说大于 15 层

时
,

取刁 , 。岛A
Z 。
、 刀

1。
、 D

: 。
、 o

,

对所求的结果 (指计算应力
,

变形
,

稳定和振 动 问 题) 影

响亦较小
.

(e )既有正交铺层又有斜交铺层
,

每一层的材料和厚度相同
,

在 中 面 的 一 侧
,

当 出 现

+ O铺层时
,

紧接着就是一 0铺层
,

这种情况是实际的结构设计中常常遇到的
,

或者是可 以考

虑采用的
,

这时
,

A
一1
月

1 : 0

A
x Z

A
2 2 0

0 O A

。。

}
,

〔

一
。 ,

〔”」- 「D

}
D

LD
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D
z Z

D
I。

; :

刀
2 :

刀
: 。

, e
D

: 。

D
。。 } (5

.

10 )

r.......‘

舍A

如果将斜交铺层安排在壳厚的兽以内
,

Q

则 D
l。

和 刀26
,

与 D , ; 、

D : 2 、

D
Z :

相比为可略去的小

量
,

为简单起见
,

取D
I。
、 D

Z 。、 O
,

对所求的结果误差也较小
.

A
1 1

A
I :

A 一2
A

z Z

D
I :

D
l z

0

月
。。 )

,

【·」

一 {D 1 2

D
Z :

这时
,

0

0

D
e 。 } (5

.

1 1 )

产...1
..‘

一一
, .JA

一.L

这种铺层的安排方式与处理方法
,

既能满足设计需要
,

计算起来也比较方便
.

(1 2 )在计算B
‘
,和D

‘,时用的是原来的X Y Z坐标系
,

若改用新的坐标系X Y Z,
,

使 了 = z 一

礼
,

其中
z 。

为坐标面平移的距离
,

则在新坐标中
,

弯曲拉伸间的藕合刚度和弯曲刚度分别为

B
‘, 尹 ,

D
‘, ,

,

云刀;:
)

粤〔(
, 。一 : 。

)
: 一 (。卜

:
一 : 。

)
:

: 一。
‘
, 一 ,

‘, : 。

翻. 1 ‘

(5
.

1 2 )

井
酉‘,

)

告
〔(”。一 ,

3
一 (”。

一
,
“

, 一”
‘万一 ZB

‘,一 + “
‘, ‘。’

由 (5
.

1 2 )中第一式可得

B
‘f

礼“确万 (‘
,

j== 1 , 2 , 6 ) (5
.

13 )

_

,

_ B
, ,

且
,

B
, ,

_
‘ _

~
、

~
一

、二

_
,

_ ~ ~
. , _

一
, _ ‘ _ 、

一
, 。一

‘ ,

。 ~ 一
由于共丝

~

,

导
兰 ,

⋯
,

男严
一

在一般情况下并不相等
,

因此
,

由(5
.

1 3) 算得的
z 。 ,

一般只能使
川

J

A ll
’

A 12

”
A 66

一

协
’
认

’门 ./u
’ 2 ’ ‘ ’

~ ,J--
’

目 护~ ~
、 一

’

一
,

一
”‘ ” 砂 一 “ ’

~
,
”

J

一
B

; ; 产 ,

B ;
: ,

⋯
,

B 二
。

中的一个等于零
,

在某些情况下可出现数个等于零的情况
.

只有对于 由
_ _

_
_ _ _

_
‘ _ ‘ . _ _ , _ ,

_ ⋯
, .

⋯
, 、 . ,

~ _ _ B
‘ ;

_
* 、 . , 、、 ,

_ _
,

~ , _ _ _ 、
、

泊桑比相同的各向同性或横观各向同性材料做成的多层壳
,

淤
是个常数

,

因而按 (“
·

‘3’式

算得
z 。以后

,

可使B
‘

, 尹全为零
.

总之
,

采用新的坐标系以后
,

能使藕合刚度中的一个或数个为零
,

得到不同 程 度 的 简

化
.

如坐标面选择适当
,

可使边界条件变得简单一些
,

也可使计算工作量减小
,

如何选择与

铺层设计的安排和边界条件等有关
,

视具体问题而定
.

二般说来
,

对于多层板壳 和 夹 层 板

壳
,

在开始计算时
,

取中面作坐标面
,

比较常用
.

需要指出
,

采用实验方法测得的弯曲刚度
,

通常是对中性面而言的
,

如在计算时没有取

这个方向的中性面作为
: = O的坐标面

,

则弯曲刚度的计算值和实验值不同
,

应按 (5
.

1 2 )中第
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二式进行换算
.
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关于复合材料多层板壳和夹层板壳刚度问题的研究
,

本身就是一项重要的而且实验工作

量很大的工作
,

不能在本文中详细讨论
.

最后还应指出
,

对于变厚度的复合材料扁壳
,

由于温度和湿度引起材料的密度
、

线膨胀

系数
、

弹性常数等变化的情况
,

固化和加载过程中某些铺层出现开裂的情况等
,

本文所推导

的方程不再适用
.

要推导出能满足上述条件的基本方程
,

用解析法求解也过于复杂
,

难于应

用
.

这时采用有限元法进行计算
,

最为合适
.

本文承蒙胡海昌教授审阅和指正
,

深表谢意
.
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