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摘 要

木文讨论了经有限元方法处理后的弹性结构系统的可控
、

可观测
、

镇定等问题
.

所 得 的结论

与用分布参量系统模塑所得的结论 一致
,

但却便于用计算机计算且方法简单
.

在一
、

中研究了系统的可控与可观测的问题
,

给出了易于用计算机判别的条件
.

在二
、

中对于

采用线性反馈镇定弹性体的问题进行了仔细的讨论
,

指出对弹性结构系统而言
,

若系统完 全 可控

仅用位移反馈可以任意配置振动频率但却无法镇定系统
,

而仅用速度反馈虽可以进行镇定 但镇 定

能力是有限的
,

对于在系统运动方程中包含刚体运动成分的情形也作了研究
.

在三
、

中对 梁 的 控

制问题用有限元进行了处理
,

指出直梁作为一个系统可以分解为拉压
、

扭转和两个方向弯 曲这 四

个互不关联的子系统
,

它们的可控与可观测问题可以分别进行讨论
.

最后对折线型刚架的可控与可

观测的问题也作了探讨
.

一
、

可控性与可观测性

在空间工程等领域 内
,

为了精确地进行控制
, ‘

常需讨论弹性体的受控问题
,

如果这类结

构作为连续介质力学模型处理
,

则问题归结为讨论一类分布参量系统
,

这方面的工作有关肇

直与王康宁
〔‘一 “’,

宋健与于景元
〔弓 , 5 ’,

以及其它〔” , ‘“ , ‘名 , ‘5 ’
.

对于用分布参量系统
,

为 了进行计算需将其离散化
,

目前对于弹性体比较有力的手段是

有限元方法
,

经过有限元处理的弹性结构的静力问题往往归结为一类线性代数方 程 组 的 求

解〔8, 1 7 〕
.

已提供了优质的算法与程序
,

而振动问题无论是 自由振动还是强迫振动问题
,

最后

归结为解由一对矩阵组成的正则矩阵束的广义特征值问题
〔吕, ‘“’, 而这一问题的求解今天也已

有了各种成型的算法与程序
【7 , a , ’7 ’

.

考虑到采用有限元方法可以避免弹性体的变截面
、

材料不均匀
、

复杂的几何形状以及边

界条件的多样性带来的困难
,

因而虽然在数学上对这种用离散模型来代替原来的分布参量系

统的合理性的论证还有一定困难
,

但无论从力学的实际还是从工程计算的有效性考虑
,

采用

有限元方法解弹性体控制问题肯定是有益的
.

本文采用这种方法对弹性体的可控
、

可观测与

价

朱照宣推荐
.
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镇定问题所进行的分析与直接从分布参量系统出发对弹性梁的分析所得的结论基本一致也说

明了这种考虑的合理性
.

设将一弹性体离散成一些单元
,

在单元与单元之间形成一些离散的结点
,

通过这些结点

的位移与速度来表征弹性体的状态
.

设 x 任R
”

表示结点位移的广义坐标量
.

在理想定常约束

和小变形假定下
,

系统的动能为 犷一

合
‘·M ‘

,

其中M 一M
· ‘“⋯为正定质量矩阵

,

而系统的

、 二, , , , 、

一
. 、 ,

~ 一
, ,

1
, 二, 4 _二 _ , _ 。 , , , , 二 。

. 、 ” 、 , 、1 ,

一 一 ~
.

,

~
二_ 一

、 r , , , , , , , , ‘

一 ~
, ,

势能 厂 (劝 可以写成 厂 = 资二TK 二
,

其中 g 二K r 〔R
” ‘ ”

为半正定刚度矩阵
.

当弹性体的整体
“

.

~
“ / ‘

~ ,
‘

~ 2
-

-

-

一
’ / “ ’ - - - -

一

护 ‘

一 ~
’‘ 研 ‘

~
’

‘
’ ‘ -

一
“

下
’

一 ” 尸 ‘

一
‘ ,

刚体运动被约束时
,

K 为正定
.

根据系统的动能与势能
,

容易得到经有限元处理后的弹性体

受控动力学方程为
:

M父十K x 二 B “

夕二 C劣
(1

.

1 )

其中M
,

K 已如前述
,

B 任R
” “ ’

为控制作用矩阵
,

C 〔Rl
“ ”

为观测矩阵
, u 〔R

,

为输入或控制

作用
, , 任Rl 为输出或观测量

,

以后称形如 (1
.

1) 的受控系统为弹性结构有限元系统或有限

元系统
.

对 (1
.

1) 若采用微分算子描述
,

则是

[M
s “+ K 〕x

刀
(1

.

2 )

其中
: 系微分算子

,

容易证明有下述结论
:

引理 1
.

1 多项式矩阵M
s“十K 与B互质‘川当且仅 当M

s + K 与 B 互质
,

C r互质当且仅当M
S 十K 与C r互质

.

定理 1
.

1 系统 (2
.

1) 与

M戈+ K 戈二 B u l

, 二C x j

具有完全相对应的可控性与可观测性
,

即

l
。

(1
.

1) 完全可控当且仅当 (1
.

3 )完全可控
.

2
。

(1
.

1) 完全可观测当且仅当 (1
.

3) 完全可观测
.

3
.

(1
.

1) 是最小阶实现系统当且仅当 (1
.

3) 是最小阶实现系统
.

对于系统 (1
.

3 )
,

由于M 正定可逆
,

则 (1
.

3) 等价于系统

戈+ M
一 I

K 戈 = M
一 ‘

B u l

刀= C x J

显然 (1
.

4 ) 完全可控当且仅当
r a n k 仁B

,

尤M
一 ‘

B
,

⋯⋯
,

(K 4了
一 ’

)
” 一 ‘

B 〕= n

而 (1
.

5) 成立 当且仅当

同理M
s Z
十K 与

口

(1
.

3 )

(1
.

4 )

(1
.

5 )

五了0

K M

r a n 女 (1
.

6 )一一
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由此可以有
:

定理 1
.

2

2
.

3
。

而 (2
.

1 )

1
。 ·

(1
.

4 )

(1
.

5 )

(1
.

6 )

有限元系统 (1
.

1) 完全可控当且仅当下述之一

完全可控
.

成立
.

成立
.

完全可观测当且仅当下述之一

(工
.

4) 完全可观测
.

’ r
an k 仁C r

M
一’

K C 了⋯⋯ (M
一 ’

K )
” 一’

C 了」二 n

M O
、

一

K M
、

\

0 M C T

, z ·‘

z ”

O

、、 \
、 、

‘、 ‘、

‘ 、
、

\ 、

\
、 、

\
,
厂 /

、 “一
、

0
, , ·‘

K MC 犷

O
(1

.

7)

‘!|日气|||!

nar

对于矩阵束(M
,

K )可以 求得X 〔R
“ “ ”

可逆
‘’。’
使有

X T
M X 二几

X T K X = 刀 = di a g〔几
;
I
。 :

,

⋯几
2
1
。 2

⋯ ⋯几I
。 (1

.

8 )

其中X 的计算可按〔1
, 1 7」中的算法

,

几
, ,

几
2
⋯ ⋯几

:

是矩阵束的广义特征值
, a , ,

气⋯⋯ a. 是对应

这些特征值的重数
.

利用变换 x 二 X : 则(1
,

l) 等价于状态已解藕的系统

泛+ 刃z 二 X TB “ 1

夕= C X z J

若记X = 〔X
, ,

X
Z

⋯ ⋯
,

X
.

3
,

其巾X 〔R
”

“
。

则(1
.

9) 可改写为

艺
‘

+ 凡之
,

二X
‘犷B u 玄

(1
.

9 )

夕“乙 C
、二 ,

葱= 1 , 2 ,
. · -

⋯ s (1
.

1 0 )

其中

其中

z r = (
之 , r 2 2 r⋯⋯毛r ) z ‘

〔R 禹

可以证明有

引理 1
.

2 系统
艺= 兄之十 B声

夕= C
一2

C
,

二C尤
.

(i二 1 , 2 ⋯⋯

(卜 1 1 )

z 〔R a , u 〔R ” , 夕任R
‘,

几〔R
,

B
,
任R “

‘” ,

C
,
〔R

守 “。
.

则 (1
.

1 1 )完全可控当且仅当
r a : : k方

、

二 a ,

而 (1
.

1 1) 完全可观测当且仅当 r a n kC
,
~ a

.

定理 1
.

3 系统 (1
,

1) 完全可控当且仅当其等效系统 (1
.

1 0) 有
r a n k尤

,
了

工

B = a i= 1 , 2
,

⋯⋯
, s

而系统 (1
.

1) 完全可观测当且仅当(1
.

1 0) 有

(1
.

12 )

r a n k C尤 一 a
.

证明
:

只证完全可控情形

(1
.

1 3 ) 口

一当
:

令G 一 〔万了方 刀尤 ‘
Ij.

· ·

⋯ ⋯刀
一 ‘

万 丁召』
,

没有
u :

vr 二 (
u , 丁 ,

汽, ⋯ ⋯叭r
)

u
.

任R 嘶
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刀X
了
B

,

⋯ ⋯矛
一 ‘

尤”B 」一 。若 引入二
”
二 u . ”X

.

丁B 则对应。
.

了
满足

哟叭
.、1!.

;
.

叭f..........l

l
侧.......J

· · ·

⋯ ⋯元
:

{
;‘

l上
确

兄1儿

由此从 i护 j时 凡
‘

子只
,

就有

田
.

了一 u 了尤
、

r B ~ 0

但万
丁B 有 (1

.

1 2 )
,

因此。 ’ ~ 0
,

‘二 1
,

2 ⋯⋯ :
.

即由了G 二 o 可推得 v 二 O

即 (1
.

9) 或 (1
.

1 0) 完全可控
,

因此(1
.

1) 光全可控
.

仅当
:

显然
.

完全可观测的证明相仿

由定理 (1
.

3) 可知若系统不完全可控则对应 (1
.

12 )中至少有一个 f使
r a n k尤

了
B < 必

由于 X
‘TB 〔R

以 ‘ X 从 又 (1
.

14 )成立则有正交矩阵 F
‘

任R
忧“ 仪

’

使

,

从而 r a n k G 二 n ,

(1
.

14 )

。
, , : 。 z

万\ 。 二 。

几州
刀 “ \0;) 几

‘

几 “ z 氏 (1
.

1 5 )

其中 H 〔R
‘仪

‘

一 ‘’义 阴若令

y 二「y
, ,

y
Z ,

⋯⋯ y
:

」= 仁万
、‘

Y
:
⋯⋯尤

。

〕d 认叭 I
, ,

⋯ ⋯I
、,

.

_ :
F 厂⋯⋯I

以

」则 x 二 Y之

将 (1
.

1) 仍变为 (1
.

1 0) 这种形式
,

但其第 i个子系统已是

「H 飞
不

。

十儿
‘之、

= 1 n l林
L V J

而其余子系统不变
,

由于 Y
‘

二尤
.

F r 与 万
‘

一样其列是无控系统 M父+ K , = o 对应频率甲元
-

的振型 但 鲜 : 一「们
,

这表明无控系统至少有一个振型与控制矩阵B 的所有列正交
,

从 而
卜 ‘ 刀‘ ~

’

一
一 ’

一 L O 」
,

~ ~
, J / 目 J

山 门 、
刁

“

一 / 门 ’ 扩卜 ~
口 J
‘

’
lJJ

/

聪
‘

丫一
’“ J ‘/ ’

门
/ ’J

一 八
’

控制作用对应的广义力与广义力矩对该振型不作功
,

即无法影响这个振型
.

这就是弹性系统

有限元方法所表明的不可控所对应的力学意义
.

用完全类似的办法可以指出
,

当系统不完全

可观测时
,

则观测矩阵C 的所 有列将与某个无控系统的振型正交
.

从而通过该观测矩阵得到

这个振型的信息为零
,

这就是有限元系统不完全可观测力学涵意
.

由于矩阵 M
一‘

K 的循环指数相当于 (M
,

K ) 矩阵束的广义特征值的最大重数
,

由此利

用仁1 3」可有

定理 1
.

4 系统 (1
.

1) 完全可控
,

又矩阵束 (M
,

K )的广义特征值最大 重 数 为 a
,

则存

在 B 〔R
” ‘a

R (B )C R (方)使系统

M父+ K x 二B u ,

夕二C x

完全可控
,

同样若 (1
.

1) 完全可观测
,

则存在行〔R
“ “” ,

R (亡了)二R (c 勺使系统

M无+ K 二二 B “ 夕= 亡x

完全可观测
.

若系统 (1
.

1) 完全可控又完全可观测
,

则

M 无+ K x = 云
。 夕~ 入

是 一 个最小阶实现系统
,

其中户
,

亡同前要求
.

并且 (1
.

1) 完全可控的必要条件 为 召之 列 数

111 ) 、 ,

(1
.

1) 完全可观测的必要条件为C之行数l夕 a ,
以上R 贬方)系召之列向量所张成的列空间

.
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二
、

系统的镇定和极点配置

为了对
·

系统

几才分十K 义一 尸“

进行镇定
,

显然在(2
.

1) 完全可控的前提下可以有线性反馈

(2
.

1 )

n l
一

%
一

1
, 二 . r 、

“= f l
.

}一 1 , 劣十厂
: 工

‘ 久
(2

.

2 )

使对应闭环系统

M 父+ K 二= B 「P
: x + P

:
夕〕 (2

.

3 )

具任意事前要求的 2n 个极点配置仁1 3
、

18 〕
.

若极点配置均在复平面的左半平而
,

贝}1对应系统

(2
.

3 )渐近稳定
,

若不仅如此而且要求极点配置距离虚轴有一定距离
,

则对应闭环 系统可以

具有事先要求的衰减率
.

在实际上常有兴趣讨论仅用位移反馈或仅用速度反馈
,

闭合有限元系统的可能性
.

设 (2
.

1) 对应矩阵束(M
,

K )的广义特征值全为单根
,

则系统(2
.

D 完全可控
,

具有b 〔R (B )

而使系统 M父+ K 二= bu b 〔R
”

(2
.

4)

完全可控
,

若 引入‘二M
一 ‘K

.

b
l
二M

一 ‘
b 则 (2

.

4 ) 等价于

父+ G 义二 b
; 。 (2

.

5 )

如果对 (2
.

的引入T 二〔b
l ,

G b
; ,

⋯⋯‘
” 一 ‘

b
、

」
,

由于 b
:

是 G 的生成元
,

T 可逆
,

从而 引进 变换

x = T z 就可将 (2
.

5) 变为

笼二 Cz (2
.

6 )

1 ............,
11n
�JLL‘IJ·nU

.....res

.

!
o

叭
、 、、 、

O
其中

+ e ; “

0 一

a
”

一
a 卜 l

‘‘。‘

aa

�一

111-11八U11

、

C 二

其中 护 + a ;
之
” 一 ’

+ ⋯ ⋯

之
\

( 2
.

7 )

+ a 。

是一M
一 ‘

K 的特征多项式
,

即 I)e t〔汀 十对
一 ‘

K 〕
.

利用对系统

么“C z 十 (?l u. “一 ( 2
.

8)

的极点配置定理容易证明
.

定理2
.

1 系统 ( 2
,

4 )完全可控当且仅当存在线性位移反馈
u 二厂x 使闭合系统

M 父+ K 二 = bu u 二厂x ( 2
.

9 )

具有
n
个事先给定的频率

.

证明
:
系统 ( 2

.

4 ) 完全可控当且仅 当 系 统 ( 2
.

5) 完全可控
,

当 且 仅 当 存 在 u = q肠 使

C + e ,

了具任意事先给定的特征值
,

由于通过 了 可使C + e :

了具任意事先给定的实特 征 值 就

能导致 ( 2
.

8) 完全可控
〔‘“’

.

由此 ( 2
.

5) 完全可控当且仅当存在 了使C + e l

了具任何事先给定

的实特征值
,

从而当且仅当 ( 2
.

6) 具任何事先给定的频率
.

定理 2
.

2 设矩阵束 (M
,

K ) 的 n
个广义特征值中最高重数为a ,

则存在B 任R
“ ‘ “

使 u ~ 尸*

所闭合的系统 M 父+ K x == B u u = 尸x ( 2
.

1 0)

具事先给定的频率
.

证明
: Y 任R

” 男 ”

其列是 (M
,

K )的广义特征向量使

Y TM Y 二 1
.

犷TK y 一 L 二 di a g 〔L ‘
·

一La 〕 (2
.

n )
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其中 L
‘

系对角阵
,

D e t [对
‘

一L
‘

〕是M
一 ‘

K 的不变多项式
,

(2
.

1 0 )变为

戍

由此L
‘

都是循环矩阵
,

令
x = y z 则

分+ L 之二 B
lu , “ = 尸

1 2 ,

B
,
二 Y TB

,

尸1 = 尸Y

令L
‘

的生成元为 b
.

i= 1 , 2
,

⋯⋯ a 并记

(2
,

1 2)

b
, 0 0

�一一-、�/ 、0
/ \

n‘

入口nU�日11

B ! 一

⋯:
、

交
、

芝泛
0 0

- - - - - -

一 0

( 2
.

1 3 )

故B 二 y ? B
,

则对应系统 ( 2
.

9) 必完全可控
.

现设了二 ( z ,了 ,

几丁⋯⋯ 2a 丁)则 ( 2
.

12 ) 分解为互相解

很的子系统

艺
‘

+ L
、二 ,
二 b

、。‘

f二 1 , 2 ,

⋯⋯ a ( 2
.

14 )

其中
“二 (。

: , 。。, · ·

⋯枷 )
, 〔R “ ,

显然 ( 2
.

1 4 ) 的每个子系统都完全可控
,

因而有
。‘

= 尸
‘

肠
、

使对

应子系统闭合后具事先给定的频率
.

若令

尸
1

P
,

0

0 0

则对应系统 耸 + L 二二B
I
尸

, z 具任意事先给定的频率
.

若记尸二尸
,
犷

一 ’

考虑到B 二 犷
一 r B

,

则闭合

系统具事先给定的频率
.

口

定理 2
.

3 系统 ( 2
.

1)
,

用任何位移反馈
。一尸二都不能使闭环系统

M无+ K 二= B u u = P x ( 2
.

14 )

渐近稳定
.

证明
:

( 2
.

1 4) 的特征方程是

f (之2 ) = D o t仁M 几
2
+ K 一 B P 3= 0

由于了(s) 是
S 的实系数多项式

,

因此f ( : ) 二 0 的根关于实轴对称
.

从而只要f (s) 二 0 的

根中有一个不是负实数
,

则f (几
“

) 二 0 必有具正实部的根 而 f (s) = o 的根全为负 实数时
,

f (矛) = o 也只有纯虚根
.

因此 ( 2
.

1 4) 不能渐近稳定 D

以上说明对完全可控的有限元系统说来
,

仅用位移反馈只能做到任意配置振动频率而无

法镇定系统使之渐近稳定
.

为了研究速度反馈对有限元系统的镇定作用
,

先引入〔16〕中的一个结果
.

定义 2
.

1 夕:
(劝系。次实系数多项式

,

其根为小
,

元
: ,

⋯⋯瓜
,

珑 (劝为m (或。
一

1) 次实系数

多项式
,

其根为拜
, , 召:

⋯ ⋯拼
二

(或从
,

姚⋯⋯入
一 、)

.

称91 92 为正多项式对
,

系指有

击< 从 < ⋯⋯ < 瓜< 汽< O ( 2
.

15 )

(或 几
,

< I’l < ⋯⋯ < 汽
一 , < 瓜< 0 ) ( 2

.

16 )

引理2
.

1 实系数多项式 g :

(几
2

) 十凡9 2

以
“

) 是 H ur w itz 多项式
,

即其根均具负实部当且仅

当夕
‘g ,

组成正多项式对“ 。’.
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定理 2
.

4 若系统 (2
.

1) 完全可控
,

M
,

K 均正定
,

矩阵束 (盯
,

K ) 的广义特征值均相异
,

则有b C 尺(方)与速度反馈
、二 九长

,

使闭合系统

M戈+ 尤劣 = bP
ZT戈 (2

.

17 )
是渐近稳定的

.

证明
:

相仿定理 2
.

1的过程
,

讨论与 (2
.

4 )等价的系统(2
.

的
,

其中口与e ,

由〔2
.

7) 确定
.

今 9 .

(劝二 护 + a ;
护

一 ‘
十 ⋯⋯ + a 。

二 D e t仁只I
,

+ 万
一 ‘

K 」由于 M
,

K 均正定且矩阵束 (M
,

人
一

) 只

有单特征值
,

则 9 1

(劝 二 0 之根之
, ,
之

2 ,
⋯ ⋯瓜可以 排戍

只
:

< 毛< ⋯⋯ < 只
。

< 0 元
、

〔R (2
.

18 )

现设速度反馈为
u 二厂三

,

则闭环系统为

艺二C z + e :
PT泛 P

丁
= (二

; ,
二 2 ,

⋯⋯ 二
,

) (2
.

1 9 )

它所对应的特征方程为
几

2 ·

+ 元
, ‘” 一 , , [ a

,
一 二 :

之] + 只
2 ‘
一

2 ’

正a
。
一 (二

2
一 二 ta :

)几〕

+ ⋯⋯ 十仁a
,

一 (二
,

一 二
, 一 ; a :

一
· · · · ·

一
二 , a 。 一 ,

)之〕

= 9 1

(只
2

) + 几口
。

(元
2

)= 0

其中 夕2

(s) = 。
: s ” 一 ‘+ 。

2 : 一
2
+ ⋯⋯ +

‘。卜 ; : + 。
。

~ 一二 , s一
‘
一 (二

:
一二 l a :

): 一
2
一

· · · ·

一 (二
,

一 二
。 一 : a ;

一
· · · ·

一
二 : a

, 一 ,

)

显然 9 2

(s) 可以通过二 , ,
二2 ,

⋯ ⋯二
。

的选择使 g ;

(s) 与 9 2

(
:
) 组成正多项式对时

,

对应系统

(2
.

19 )就可以渐近稳定
.

口

若令九
r 二厂T

一 ‘,

则对应 (2
.

1 7) 渐近稳定其中 T 系由(2
,

5) 化至 (2
.

6) 的复变换矩 阵
.

]

定理2
.

5 系统 (2
.

1) 完全叮控
,

又矩阵束 (M
,

K ) 的广义特征值为
n
个非负单根

,

其中

有一 零根
,

则存在b 〔R (B )与适当的速度反馈
。二九场使闭合系统

M父+ K x 二 b九 r分 (2
.

21 )

除一个零特征值外其余 2n
一

} 个均具负实部
,

即使 (2
.

2 1) 处于稳定的第一临界情形
.

证明
:

与定理 2
.

4 相仿
.

此时 g ,

(s )具有一个零根
,

由此可 令
,

夕 ;

(s ) = sh
Z

(s)
,

夕2

(s)

~ h
,

(s)
,

其中h
Z

(s) 具负实根为召,

< 科:

< ⋯ ⋯ < 拼
。 一 ,

< O 且有

夕l

(只
2

)十兄夕
2

(之
2

) = 兄仁h
;

(之
2

) + 只人
,

(之
2

)〕 (2
.

2 2 )

如果利用二 ,

⋯ ⋯二
:

的适 当选择
,

使 h
,

(s) 的根为元
: ,

只
2

⋯ ⋯瓜曰 且有 (2
.

15) (对应 阴 = n 一

D 则

h
:

(。)与h
:

(s) 也组成正多项式对
,

从而 g ,

(护)十切
2

(矛)除一个零根外其余 Z n 一

1 个根均具负实

部
,

即使系统处于稳定的第一临界情形
.

口

一般说来无控弹性体的运动中对应零特征值的运动是刚体运动
,

由于其对应的初等因子

是二次的因而运动发散
,

定理 2
.

5说明在此种情况下
,

只要速度反馈选择适当就可以 消 除发

散运动而归结为稳定的第一临界情形
.

就作为自由弹性梁的火箭控制而言
,

其控制常以两个

迥路来进行
,

一个主迥路用来控制刚体运动
,

一个弹性镇定迥路用来消除弹性振动影响
,

而

后者可按定理 2
.

5设计
,

而将对应一个零根引起的并不发散的误差留给主迥路进行消除
.

仿照定理 2
.

2
,

结合到定理 2
.

4 , 2
.

5
.

容易证明有

定理 2
.

6 设 (2
.

1) 完全可控
,

M正定而K半正定
,

矩阵对 (M
,

K ) 的广义特征 值最大重

数为 a ,

零特征值重数为刀
,

则存在 B 〔R
” ‘“
使系统M父十K 二= B u完全可控

,

并且有尸 〔R 优 ‘ “ ,

使
。 = 尸戈所闭合的系统

M父+ K x = B u u = P 分 (2
.

2 3 )

的2 ,
个特征值中除有 刀个初等因子为一次的零特征值外

,

其余 Z n 一

刀个均具负实部
,

此时闭

环系统 (2
.

2 3 )是稳定的
,

但并不渐近稳定
.

日
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由定理 2
,

6可以看出
,

如果盯
,

K 均正定
,

即弹性体的刚体运动 被约束住
,

则采用适当的

速度反馈就可以做到闭环 系统渐近稳定 (由于此时 刀二 o )
.

下面 一例将表明虽然采用速度

反馈在刀二 o 时可以镇定系统
,

但却无法做到使闭环系统具任意要求的衰减率
.

例
:

设无拧系统对应特征方程为 g 、

(矛)二 尸 十 4矛 + 3对应 g 、

(: ) = 0 的根为
s ; 二 一 3

, s :
二

一 1
.

设接上速度反馈后闭环系统特征方程为

f (劝二 9 1

(矛)+ 几决(矛)= 矛十价尸 + 4尸十“动十 3 (2
.

2 4)

其 中 夕2

(s) = z‘: : + 召
2 ,

显然召; > 0 , z‘2 > 0 且有

1 < 拼2

/ 拼
l

< 3 (2
.

2 5 )

则 当夕
; ,

g 。

为正多项式对时闭环系统渐近稳定
.

若要求 (2
.

2 4) 的根具性质R e只< 一 a
,

a > o
,

为研究 a 是否具上限
,

考虑

P( 劝一 f以一 a )二矛 + (拼
,
一 4 a )矛十 (4十 6 a “

一 3拼; a )矛

+ [ 3拜
, a “

+ 召
2
一 4 a (a

Z
+ 2 )〕只+ (a

4
+ 4 a 2

+ 3一群
, a 3
一拼

Z a )

由于f(劝的特征根有R e几< 一 a 当且仅当P(劝是 H ur w it z
多项式

,

而P (劝是 H u r w it z
多

项式的必要条件是 拼 L
一 4 a > o

,

4 十 6扩一 3气 a > 0 而这可归结为a 应满足

4 + 6a “

> 3科la > 1 2 a 2

从而有 a < 材厄7乏
.

这就是说不论 户, ,

召2

如何选取都不可能做到 f(劝 的根具条件 R e 几< 一心厄万
.

上例说明对有限元系统说来
,

仅用速度反馈即使可以镇定系统
,

但其镇定的能力也是有

局限性的
,

为了更大地提高镇定的效果
,

对有限元系统仍应采用位移与速度的混合反馈
.

三
、

关于梁和平面折线型刚架的讨论

为了讨论具体问题的方便
,

先证明下面一个定理
.

定理 3
.

1 系统

笼十 K 之 二方u

刀一 C 之
(3

.

] )

若人 系块状三又寸角实对称矩阵

‘
,
F 手

飞

F
1
G

Z
、
、、

(3
.

艺)

O

其中G
: ,

F
.

〔R
户x ” ‘= 1

,

2
,

⋯⋯ O〕
,

H
,

F
‘

均可逆
,

H 任R ” ’ ”
贝11对

应系统 (3
.

1) 是完全可控的
,

同理若C 二〔J
,

O o 」
,

J 〔R ”
户

可逆则对应系统是完全可观测的

、.................,呢X
。、··I·。·l。l。

X�
l、、

�\\
�、、一、\、汉证明 :

考虑 去Z 欠

O F :

万

B
,

K 召
.

⋯⋯K
” 一 忿B

O F 卜
,

⋯ F
:

H
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由于H
,

F
‘

均可逆
,

则上述矩阵是可逆的
,

立即得到证明
.

相仿可证明完全可观测的情形
.

口

对于 (3
.

2 ) 形式 的贡
,

一般说来 万的列数未必需 p 列
,

这应从贡的特征值的 重 数 来 决

定
.

由于一方面从实际上对空间杆系结构的观测与控制可以直接对 P 个参数进行
,

(户最多为

6 ) 另一方面存在反例说明 B 确需 P 个列
.

、.......皿...少

群吼GF厂......吸...L

一一

、......、..J

1.�1
1J

01
1、J

n
�

1
1

一nUO]例
: _ _

「
“ 一

{
显然 F

l
一

l: {〕

0 0

可逆
,

但 由于元之特征值为 D , 0
,

2
,

2
.

因而元的循环指数为 2
.

这表明对应该矩阵贡的系统的云至少应有两列
.

以下几种弹性结构的简单情形可直接应用上

述定理来处理
,

并可给出控制和观测矩阵的具体形式
.

1
.

空间直梁的受控与可观测的情形
.

考虑两端自由变截面梁
,

将梁分成
。一 1个单元

, 。
个结点

,

设在同一单元内截面形状与

材料相同
,

而不同单元截面形状与材料可不同
,

对空间直梁
,

梁单元的单元坐标系与总体坐

标 系一致
,

无需进行坐标变换
.

梁的单元刚度矩阵为
:

E A

l

1 2 E I
,

I
3

1 2刀 I

l3
对称

‘J

4刃几
l

o
一

理

几l
6 E I

l
2

0 O
4E 几

l

E 月

l

E A

l

1 2E I
z

l3

6 E Iz

l
2

12 E I
z

l
3

1 2E I

l3

4 E 几
l

1 2 E I

I
3

G J
o
一丁

~

G J

4 E 几
I

ZE 了,

l

O 。 。 卫
夸二一

丝
矜

6 E 几

不
么

ZE I
,

了

6E I

l
2

4 E I
:

U 一 了
-
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其中
,

E
、

G 分别为材料的杨氏模量与剪切模最
,

性矩
.

显然单元刚度矩阵可写成分块的形式

德 成

A 为截面积
,

几
、

Iz 为轴惯性矩
,

J为极惯

K
‘

二「法
L C

‘

C万1
B

‘
J

过
‘,

B
‘,

C
‘

均 〔Ra
“ 。

且对一切单元具有相同的稀疏特性
.

很明显

C
‘

是可逆的
,

将单元刚度矩阵综合到总刚矩阵
、...............

T

叫叫

O及cB
C

: 少

A
/ / 、

+

C
。 一 l

AB
.

\

。+
‘ z ,

BC口
、
、.少AC口.l...eees.leeeswe污

一一K

总质量矩阵M
,

统的方程为

当采用集中质量而又计及转动惯性影响时
,

M是非奇异的对角矩阵
,

于是系

M 父+ K x 一B “

夕= C x (3
.

3 )

令 x = 斌1订
一 ’ : ,

(3
.

3 )可等价地写成 (3
.

1)即

艺+ K z = B “

夕二亡:

其中元一 斌
.

而
.

一
‘

K 斌丽
一 ‘ ,

云= 斌丽
一 ’

B
,

亡= c 斌丽
一 ’

.

这时K 具有 (3
.

2 )分块三对角的形式
,

其中一切 G 任R
”‘ “ ,

而且不难验 证
,

G 对 一 切

川
, 2 ,

⋯ ⋯。
一 1

.

均可逆
,

由此容易给出 万与 亡的形式

f了
。

一

}
万一

!{}
。一沙

t O J

(

淤
I\氏则按定理 3

.

1系统是完全可控和完全可观测的
.

2
.

平面折线型刚架
.

定理 3
.

1 对于如图 l 示的力学模型应用也

是十分有效的
.

这种模型我们不妨称它为平面

折线型刚架
,

显然对于平面曲梁完全可以按这

男
一

一
-

一一
~ ~ ‘. . . . . . . . ~ 州 , .

样的模型来处理
.

我们也可将它离散为
n 一

1 个单元
, n 个结点

,

图 1

其单元刚度矩阵为
E A

l
1 2 E I

l
3 对称

6 E I

l
2

4 E I

l

刀月

l

E A

l

I一八O�i

一

1 2 E I

l
3

1 2E I

l
3

6 E I

l
“

ZE I

l

6刀I

l
2

1刃 I

l
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其中E
,

刀
,

l 与前面的涵意相同
,

I为单元截面对
: 轴惯性矩

.

显然上述单元刚度矩阵可写成分块形式

K
‘

一

[
A

‘

C不1
C

‘

方
,

」
月

,

B
‘,

C
‘

均 〔R
“‘ 3

将单元刚度矩阵综合到总刚矩阵时
,

需将它从单元坐标系转换到总体坐标系中去
,

这是

一个十分简单的正交变换
,

其变换矩阵为

e o s口

一 5 in o

5 in 召

e o s口 O
0 0

e o s口

一 5 1110

s in 口

e o so
T 节!

Jeel

nU八U
月
.

1

O
}

答T0
...2,!、

经过坐标变换后的单元刚度矩阵为

兀 : 一 ? 不亢
‘

一 {
T 考r法T 节

T 节
丁
c T 季 思习

一

{狱刁
S

、 ,

夕 {
,

‘
.

仍 〔R ““ “
.

客易验证 C
、

可逆
,

从而 G 可逆
.

对于折线型刚架如仍采用集聚质

量矩阵
,

又不略去绕
: 轴的转动惯性

,

则质量矩阵将仍为对角矩阵
,

且是非奇异的
,

于是系

统的方程仍可写成

笼+ f
Z 二 痴 元二叮丽

一 ‘

K 斌丽
一 ‘

夕二 己二 万二 斌丽
一 ,

B 亡= 材万
一 ,

c

几0
....rwe........t

一一

一B
选 {
则 r a n

k[ 若
,

厂若
,

⋯ ⋯元
” 一 ’

万〕= 3 。 满秩
,

因而在折线型刚架自由时
,

在一端作用有

二 , 夕方向的力
,

和垂直 x 夕平面的力矩
,

则系统是完全可控的
,

相仿
,

只要测出x , 夕方向的

位移
,

以及该端点的截面在 x 夕平面的转角
,

系统也是完全可观测的
.

3
.

直梁解叙的情形

直梁的单元刚度矩阵可以解偶成四个子矩阵
.

这是基于我们考虑的是小变形和略去轴向

力对横 向振动的影响而得到的
,

由于无需经过坐标变换
,

因而这种解祸的性质
,

在综合到总

体刚度矩阵时
,

仍可保持
,

即每 一单元的一种变形将只会引起邻近单元的同种变形而不会引

起邻近单元的其它变形
.

这从工程上来看
,

即直梁 (轴) 的扭转弯曲或纵向振动是不互相影

响的
.

由于这种性质
,

不仅在理论上处理可控性可观测性比较简单
,

而且具有实际意义
.

例

如发动机的转轴由于扭振而产生的破坏的观测就只需在扭转的子系统中进行
.

l) 梁的纵向和扭转子系统

由于这种情形
,

总刚矩阵均为三对角阵
,

而质量矩阵是对角阵且非奇异
.
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子系统仍可写为

M父+ K 劣 ~ B “

y二 C x

或等价地写成
:

艺+ K 之 二 B u K = 若二澎丽
一 ,

B

y二亡
:

亡 =

斌丽
一 ‘

K 斌丽
一 ‘

斌丽
一 ‘C

由于M是对角阵
,

K 将仍是三对角矩阵
,

且次对角线元素不等于零
,

因而K 没有重特征
~ r

值
.

由此取B 二 [ 1
, 0 ,

⋯⋯明子系统就是可控的
.

也就是说
,

在梁的第一个结点上加上纵向力

(对纵向振动) 或加上扭矩 (对扭振) 系统就完全可控
.

相仿只要测出第一个结点的纵向位

移
,

或扭转角
,

则对应的子系统就完全可观测
.

2 ) 弯曲子系统

在考虑一个方向的弯曲振动时
,

略去剪切变形的影响
,

梁单元的刚度矩阵为
:

1 2 E I

I3
对称

6 E I

l
2

1 2 E I

l3

12 E I

l3

6 E I

l
“

4 E I

l

6刀I

l
2

ZE I

l

6 E I

l
3

4E I

l

显然
,

K
‘

也可写成如下的分块形式
:

K
f

= 刀
‘,

B
‘,

C
‘

均 〔R
Z ‘ 2以及AC

且 D et C
、

笋 。
,

C
‘

可逆
,

因此总刚矩阵将是块状三对角阵
.

而质量矩阵按集 中质量处

理
,

并计及转动惯性
,

那么M依然是非奇异对角阵
,

从而弯曲子系统方程仍为
:

分+ K z = B u l

y = CZ

仿照以前的讨论
,

取户 = [I
: , o ,

⋯的则系统就完全可控
,

取 行= 云
了
系统也 是完 全可观

测的
.

当然这个B 的给法并非是必要的
,

倘若系统的振型已 知
,

B 只要取为与全体振型都不

正交的一个列向量就可以 实现弯曲子系统的完全可控和可观测
.

4
.

边界条件的处理 (直梁情形)

l) 固定端
.

若左端固定
,

由此第一个结点上全部广义位移为零
,

对应的总刚矩阵少去

第一块行与第一块列
,

此时总刚矩阵仍将与自由端的形式相仿而不影响可控与可观测性的结

论
,

不过控制点与观测点均需在第二个结点处建立
,
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幻 简支端
.

设在左端
,

而右端完全对称
,

此时对应纵向子系统的总刚矩阵划去第一行

第一列
,

因而对可控与可观测没有影响
,

而控制点与观测点均应在第二结点进行
.

对应弯曲子系统刚度矩阵变为

a 刀 下 0

刀 G
,
十C

:
F 百

图 2
/ \,

, 2J z

, / /, , , ,/ ,

\, ,

F
, ,

护
一日�

K
3

由于 a ,

刀
, ? 均护 0

,

且刀护 ? 则

K
3 。 ;

= a e ,
+ 刀e Z + 下。 s

淆二一未一月
图 3

讨论矩阵

( e ,

贡
, e t ,

爪
,

贡 : e , ,

元
3 e 2

⋯⋯ 元璧
一 , 。 , ,

元;
, e Z

) (
, )

的秩
,

由 于 (贡
3 。 , , 。 2

) 经式 ,
“

连续作用。一 2次后的矩阵〔( K 石
。 : , 。2

)
,

贡
。

(元
3 。: , 。

户
· · ·

⋯⋯

K 季
“

(K
3 e , ,

吸 )〕的后 2n
一

2行满秩
,

由此 (劝之秩为 Z n 一

1 即满秩
,

从而完全可控
.

相 仿 对于

简支端也可有完全可观测的结论
.

需要指出的是在此情况下
,

控制点或观测点
,

对应转角的

均可在第一个结点上进行
,

而对应 , 方向的位移则在第二个结点上进行
.

以 上无论是控制作用点与观测点在第几个结点上
,

反映在实际工程上是将实际可以安置

控制与观测点的位置作为结点之一
,

然后进行计算
,

以确定这种安置的合理性
,

而在直梁的

情形
,

我们分析所得的结论刚好说明这样在端点或接近端点作为控制与观测点是合宜的
.

这

同现在的关于控制与观测的要求也是吻合的
.

对于折线型刚架各种边界条件情形
,

也可仿照梁的情形进行讨论
,

并没有什么新的困难
.

但是对于平面刚架或刚架的一般情形
,

由于总刚矩阵并非块状三对 角矩阵
,

以及当我们有时在

集聚质量矩阵中略去转动惯性的影响
,

或更精密地采用分布质量矩阵
,

虽然可以采用静凝聚方

法使略去转动惯性影 响的质量矩阵仍保持非奇异
,

但这一切都将破坏总刚矩阵的块状三对角

的特性
,

对这样一些问题的可控与可观测性
,

主要将依靠一
、

二所提的一般的办法进行处理
‘

由于 目前已经具有比较成熟的计算方法求得正则矩阵束的广义特征值与 特 征 向 量 〔“’‘”,

13 ’
.

因此原则上讲利用一
、

二中的方法对弹性结构有限元系统的可控与可观测以及 镇 定的研

究在数值分析上将是可行的
.

在系统单元划分过多的情形下
,

上述数值分析将需要大容量和快速的计算机
,

但在实际

问题中
,

我们常常主要对系统的少数振动频率及其振型的控制
,

观测与镇定有兴趣
,

此时我

们可以利用大系统集积参数为小系统的办法来进行处理
,

这方1111 将另行研究
.
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