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摘 要

本文作者讨论了部份埋入水中悬臂圆柱体的弯曲自由振动
,

给 出了林水偶联体系振型函数的

精确解和以行列式表示的频率方程
.

指出了水的效应等价一个附加分布质量
,

因此
,

水中住体振

动频率低于无水时柱体振动频率
.

一
、

引 言

由于工业发展的需要
,

从三十年代开始人们就对水中柱体的振动问题进行了研究
,

直到

六十年代发表了不少论文 “ ’‘2 ’〔“’‘弓’‘”’
.

在上述所有工作中均假定水深与柱高相等
,

或用无水

振型函数 (本征函数) 代替有水振型函数
,

或以无水振型函数为基函数将有水振型函数展开

成无穷级数
.

作者与其他同志合作曾对水中柱体的剪切振动进行了研究
’6 ’,

研究成果已应用

到我国大三线建设中
.

在本文中
,

作者对水深与柱高不相等弯曲振动的一般情形进 行 讨论
,

给出了有水振型函数的精确解和以行列式表示的频率方程
.

尽管数学形式颇为复杂
,

但在 电

子计算机广泛应用的今天
,

进行数值计算是不困难的
.

本文只限于理论上分析
,

数值计算和

模型试验待以后进行
.

二
、

速度场势函数巾(r
,
e

, z ,
t) 的确定

假定圆柱体一端固定
,

另一端自由 (图 1 )
,

其高度为H
,

半径为
a ,

水深为 人(H > 劫
.

假定水是理想的不可压缩的不粘流体
,

运动是无旋的
,

忽略表面波动
.

采用柱坐标进行

分析
.

若柱体沿 , 方向振动
,

水被扰动
,

任一点的运动速度为 石(r
,
0

, z ,

句
,

报据假定则有
:

r o t 右= 0 (2一 )

于是存在一个速度势函数功(r
,

0
, 二 ,

t)
,

使

莎(r
,
0

, z , t)二 g r a d 功(r
,

0
, : , t) (2

.

2 )

关
钱伟长推荐

.
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又因水不可压缩
,

故其连续性方程为
:

d iv 万= 0

从而有

(2
.

3 )

巨口

其中
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V Z
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其中 y , y (z
,

t)
,

为柱体沿y方向的位移
.

定解问题 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )
。

令功(
: ,
口

, : , t) == 刀(r)。(e)z (: )分(t)

一二
_

粼
, . 、

d T
其中 T (t ) = 兰去一7 、

“
、’ 了

d t
.

代入 (2
,

4) 式
,

得三个常微分方程
:

Z ,’( 之) + 椒
2
2 (习二 0

日l’ (8) + n 忍日(口) ~ 9

因此
,

流场速度势函数 诱(r
,
0

, : ,

t) 的确定归结为

(2
.

6

(2
.

7 )

(2
.
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其中。
, 。
为分离变量 引进的待定常数

,

方程 (2
.

9) 为修正的 Be
s se l 方程

.

上述三方程的解分

别为

Z (2 ) = A
; e o s 从之+ A

: s in 仇z
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Z sin n o
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其中A
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B
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2) 为常数
,

1
.

(。r) 和 K
.

(m r) 分别为
n
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.
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.
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、
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,

即边界上的连续条件

a功 } _ a刀
_ _ _ 。

~ 气犷一一 } 二二 - 夏
~

几 U U 3 以

口r l
, 一。 d t

而夕(二
, t) = 犷(z ) T (t)

,

从而得

Y ‘二 ) 。。s。_ 罚 界互
2

创
) : 左

.

厂鱼二 i巨
。

、
。。 s

丝圣买坦: 二 :刀
t 。 。0 , , 。+ :

: 。 , i。 。。]
‘ 、一 , “”~ 一 扮 六 Zh “

’

、 Zh 一 /一 “h
一 “

‘”

一
’

一
’

一 “ - -

一
‘

利用三角函数系的正交性条件
,

得

月
: ,

= 0
,

(”护 1 )

B
: 。

二

且
. 1
=

4
兀 (2 5 一 l)

1 己
, , 二 、 _

(2s 一 1) ,
二 _

。

债丁严益巫刃
一

,
。 ‘ 戈“’ c 。 “

可一
““ “

于是

、、.户
产

a

, (r
,
。

, · ,

t) 一护(t)
一

州
一

柔
” / (25 一 l)厅 \
2 、 1 !

.

一一几屯了一

一
r ,

\ 乙八 /

(2 : 一 l)“
1

(
(2 盆一 l)二

2 h

.

CO S
(2 5 一 1)二

2 h
2 I y (占)e o s (2 5 一 1)

2 h
匹拟占 (2

.

10 )



540 张 悉 德

三
、

柱体振动方程的建立

由 (2
.

1 0) 式
,

不难确定沿柱体单位高度上水动压力的合力在 夕轴方向的投影为
:

f
’万 口苗 I
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.

从而可得 0 一h 段柱体弯曲振动方程为
:
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,
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因为自由振动时
,

各变量按正弦规律变化
,
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.
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,
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其中Y
,
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.
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可见水对柱体的影响相当于附加在柱体上一个分布质量 。 (习
.

h一H 段柱体的振动方程为
:

E , 少葱势
一。叭 F y
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其中 Y
:

(z) 为h一H 段柱体的振型函数
.

四
、

振动方程 (3
.

4) 和 (3
.

5) 的求解
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.
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1) 对应的齐次方程的通解为
:
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z
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方程 (3
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0

0

刀
sin kh一 s h kh

寿(e o s kh一 e h kh)一二
‘, ,

+ 口“
,

一 sin kh一 sh kh

一 ks(eo s kh + eli kh) + 名 (2 , 一名
‘4 ,

0

0

1

eh 掩h

左sh 介h一 a ‘3》

eh 几h

寿3 sh k几+ 乙 (8 )

0

0

0

一 e o s 吞h

k s in kh

e o s k h

一 k
s s in kh

一 e o s kH
sin 壳万

0

一 sin 益h

一 k e o s 左h

s in k h

k 3 e o s kh

一 s in 吞H

一 e o s 左万

0

一 e h k h

一k sh kh

一 e h kh

一k
s sh k人

eh k万
sli k万

0

一 sh 及h

一 k e h kh

一 sh kh

一k
s e h kh

sh kH

e h k刀
、

(4
.

1 4)

其中



部分埋入水中悬臂圆住体的弯曲自由振动

, + 乙 F
。

I爹
, ,

s~ 1

l + 乙 P’
:

I全
s ,

夕~ 1

E F
:

(I 才
’

‘

一 尸
‘ ,

)
子一1

l + 乙 尸
;

人
3 一

s一 l (4
.

15 )

中 ~ 乙 (一 l)
S = 1

: 一 ,

鱼二工丛
2 h

凡刃
,

乙
“ ’
一

毙
(一 , )

占~ 1

, 一 :
f喧丝卫立竺 F

‘

刀
”

(i= 1 , 2 , 3 , 4 )

从频率方程 (4
.

1引求出频率后
,

代入方程组 (4
.

13 )确定诸常数 D
‘

和 D 畜(l’= I
,

2 , 3 ,

4) (实

际上是确定诸常数的比值)
,

再把确定的常数代入式 (4
.

8) 和 (4
.

10) 就得到振型函数
.

五
、

结 语

通过上述分析得知
:

水对柱体的影响相当于附加在柱体上的分布质量
,

因此
,

水中柱体

自振频率比无水时降低
.

本文提出的部份埋入水中柱体振动分析方法
,

可以推广应用到内部贮水的圆筒情形
.

但

需假定圆筒作梁式振动
.

在此种情况下
,

只须以修正的第一类 Bes sel 函数 几
(2 ; 一 1)兀

2 h

·

)
代

替 K
:

了二架尹竺 ;

、
.

\ 乙n /

本项研究工作具有实际意义
,

例如
,

横跨大型水库的桥梁
,

其桥墩就是部份埋入水中的

柱体
,

水坝和港湾靠水平台都是部份埋入水中的结构 在进行这类结构的抗地震设计时
,

需

要知道它们的自由振动特性
,

即 自振频率和振型函数
.

因此
,

对水中柱体自由振动的 研 究就

越来越引起人们的重视
.
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