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摘 要

壳体的非线性应变分量是非线性壳体力学的基础
,

在壳体的稳定以及各种大变形问题中须 要

用到它们
.

由于壳体几何复杂
,

在现有文献中
,

还未见到较全面地表示此种非线 性 应变分量的一

般公式
,

现在导出六个用正交曲线坐标表示的包括线性与非线性部分的壳体应变分量的公式
,

其

中三个为拉伸应变分量
,

另三个为剪切应变分量
.

设P为壳体内一任意点
,

Q为尸的邻点
,

尸O代表变形前长度为d s 的微线元
,

尸
,

口
产

代表变

形后同一线元
,

其长度为ds
尹

.

各点的位置由下列正交曲线坐标表示
:

尸(占
, 叮,

亡)
,

Q (占+ d 占
, 刀+ d 刀

,

雪+ d 雪)

P
,

(占
产, 刀, ,

亡,
)

,

Q
,

(蜜
,
+ d 雪

, , 刀,
+ d 叮

, ,

乙, + d亡,
)

l
, 。

, 。
为d s分别对与正交曲线坐标占

,
「

冲,

亡在尸点相切的直角坐标二 , y , 二 的 夹角的方

向余弦
;

I,
,

m 产, n ’相应地为d 扩分别对在尸
尸

点切于夕
,

丫
,

夕的直角坐标丫
,

犷
, 2 产

的夹角的方向

余弦 ;

U
,

厂
,

砰为位移尸尸
/

分别在 x
,

y , 二
方向的投影

;

刁
,

B
,

C为在尸点将曲线坐标增量转为线性距离的拉梅 (L a m 的 系数
.

于是
,

d s在二 , 夕, 二
方向的投影分别为

:

ld s二 A d 雪
, 仇d : = B d 刀

, n d s == C d亡 ( 1 )

将上式平方后相加得
:

(d
s
)

2
二 (A d占)

2
+ (B d 刀)

您
+ (C d亡)

2

(2 )

尸
/

点的曲线坐标与尸点的曲线坐标的关系由下式表示
:

l
之1.侣J

000水叭价

夕 = 占+ 几

刀,
= 珍+ 拼

酬= 乙+ y

其中
,

义
, 拼

,

丫为睿
, 刀及亡的函数

,

即

元= 只(雪
,

# = 城雪
,

y= y (占
,

} (3 )

( 4 )

带 钱伟长推荐
.
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故

d ;
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dE+ 霍
d 。

,
一 d 。+ 。一。 +

贵
-

d ;
/
一、 + d : 一二十一

势

。;
, .

。;
, 二

飞
a 白十 5 {二一 a TI 个 万下一a g .

。。 L, 5

}

df+ 斋
一

dn+ 剖
“

}
“ +

粤
d 。+

粤
心 I

V ll V S 户

( 5 )

相应地
,

尸
/

点的拉梅系数A
产,

B
, ,

.

C
了

与尸点的拉梅系数的关系由下式表示
:

、!11、rl...少aA
.

日A
摊十

一

万二 拼十
~

万厂
~

下
口 ,l L, 5

夕丫超一
灭ac一
灭

++召群招一
助。一
助

++
‘

滩
.

滩

?一
、昭一
时。一
。

A , 二 A + d 且= 且+

B , = B + d B = B 十

C , = C + d C == C
、

+

(6 )

于是
,

变形后的线元 ds
产

在尸
产

点与正交曲线坐标雪
/

相切的直角坐标尸方向的投影为

‘,d一
“俄

/
一

(
“ +

器
“十

器
。+

器《
“: 十

器
“; +

器。+

黯
一

、。
)

_ _ , , 、 :

口A
, , ‘ .

aA
. , 。 .

日A
, 。 .

a之
~ 人a 宝卞 一万不

一

几a 白十 一万二
一
仔a g 十 丫 5万

,

y a 自十 飞于不
一
六a 自

口 g 口 11 廿5 0 5

口只
, , .

a A
十 花三 人a 刀十 一 万弃一月a ‘十 二

’

二 ‘

口丁I 口 5
( 7 )

注意上式括号内导数与导数的乘积项属于兰级微量
,

可以省略
.

沿 x , 夕, 二轴方向的位移分别为
:

U 二A 之
,

厂 = B召
,

附二 C护

经过下列简单变换
:

(8 )

(
一

留
一

、+

誉
“

)
“: 一

身望
1 aU

, ,

一

月 a g = 币
.

、 - 不下一 ‘a 占
J性 0 9

产d占=

下d雪=

一

赘
-

器Ad ; - 厂 a A

A B 口刀
ld ‘

~

鉴)

势
、 一

会器
‘ds

巧一巧叮一乒5日一aa一口

口之
一

.

三二一

直a 叮=
U V 普命(孚

一

)Bd
。-

; 备(李)Cd
; -

A

B

_

生了旦
口叮 \A

a还
一万下~ 月a g 二
0 3

)
m d :

)
·
dsU一AA 口

己
、

灭
一

式 (7 )成为

‘/“
一(

, +

贵霭
+

箭器
+

纂 留卜



壳体的非线性应变分量 5 07
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A a

十
~

五
.

一万一

刀 O刀

U 、
, .

A a / U 、

万 1协 a s十 万
一不 弃一 l 一了 In d s

了生 / 灿 a 乌 、了纽 /
(g a

)

同样地

。 ,d s, 一

身
一

易(孙
ds +

(
1 +

咨盟
+

备臀
U aB \

, .

B 口 / 犷 \

十
~

刃石
一

万歹夕勿
““十百

一 一

百互
一

又万夕
n ““ (g b)

C 口 / 研 、
, , .

C 口 / 不 、
日

,

口‘
,

=
~ .

面 不
~

云 l
~ 矛布一-

}咨口s 十 万-
~

不- - 卜二不- 1协 J S
“性 0 白 \ 七 / 0 0 刀 \ 七 /

犷
一

旦9入油
一西了万 d 刀 /

(g
e )

(1 0 )

+

门2一女�动一口
.

/ 二 l a砰
,

U
十 1 1 十牙而 一石 于厂 十 一万万

\ 七 0 5 / 1 心

设
‘
为线元ds 的应变

,

d s ,
一d s

d s

d s , == ( l + ‘
) d

s

而 (d
: ,
)
2
= (l

,
d s ,

)
2
+ (。

,
d s ,

)
2 + (

, , d s ,
)
2

将 ( 9 ) 与 ( 10) 代入上式
,

略去微量
‘“ ,

l + 2 ‘一

[(
1 +

身器
+ V a月

A B 口刀

W 日A 、
, .

月 a / U 、
.

A a
十

~ 万之不 一又不 一 )‘十 石 一又一
叫

l布
一

】m 十 7宁 一石了
一

直‘ O乌 / 刀 O刀 \人 / 七 口5

:

「B a / V 、
, .

/
J .

1 a V
.

研 aB
.

U aB 、
.

B 口
弓

. 1 而 一不玉 l
~

石
~

1‘个 { i 一 了i ~

不三 十 卜石牙
i 一

一三不
一

十一了朽 一不 不 尹阴 一 万
-

一三又
L Z I U g \刀 / \ 习 口TI 刀七 0 5 2 主习 口 g / 场 口 5

; )
·

〕
’

(令叮
.

「C 口 / 牙 、
, .

C a / 砰 、

十 l
we 丽 下下一 l 二石

~ es

JI 十 万 二, l一于气 一 Jm
L人 0 9 \ 七 / 。 o 刀 \ 七 /

a牙
.

U 口C
.

一
不了一十一二‘布 气亏矿 十
0 5 2性b 0 9

厂 aC

B C 口冲 )
·

〕
’

( 1 1)

( 1 Z
a
)

( 1 Zb )

l一C+自口得+

将式 ( 1 2) 展开
,

‘= ‘。12 + 〔,

m Z + ‘: n Z + , 。。

lm + , “ l。+ ,
。: m n

其中

1 aU
.

石, = 一万 一下 五 ~

十
“性 O白

厂 aA

A B a母

W 口A
.

I f「 l 口U
.

厂 口A
十布万

一 不 弃一十
与丙 下l 一了 布歹 十

~

石 万玉
~

石二 ,

了生场 0 5 ‘ LL
J 性 O 弓 了生刀 Q TI

砰 a A 1 2
.

f B 口 / 犷 \1
2 .

「C 口 / 研 \1
2
)

十一万矛
弓 一万不

一

l 十 ! 了 丫万下
‘

l , ,
~

J l 十 I
一
了 万下一 l

~

万
~

J 1 2
闷

‘性‘ 0 5 J L “性 U g \刀 / J L 了J U g \ 幻 / J J

‘
= 土一旦互

_

方 口叮

U 口B
.

1 「「A a ZU 、下
十

一

丽
一

而
一

十 艺
一

让万而 恤月
昭�灭里BC+

.

「 1 日犷
.

砰 口B
,

U 口B l

十 l 示了 一不丁
~

十
一石牙、 一不 弃一

卞
一j千玉

.

一不 不一 l
L刀 0 刀 刀卜 口S 直。 O g J

.
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1
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一
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旦
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+

青番(劲【盟
一
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+
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一
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+
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+

命 斋(铆
一

副劲

+
台备(劲〔器

+

答臀
+

多臀1

+

分
一

命(答)〔盟
+

多釜
+

普普]

认
‘
一

号备(答)
+

多备
一

(劲
+

吕一备(誉
一

)「臀
+

誓器
+

答 韶
一

]

+

务备(
一

普)会(令
一

)
+

少备(答)〔签
+

公蓄
一

+

誓器]

(1 Zf)

上六式为弹塑性体发生位移后在尸点 咕
, 刀 ,

0 的

六个应变分量
,

前三者为拉伸应变分量
,

后三者为剪切

应变分量
,

每一分量包括线性与非线性两部分
.

现将此等分量用壳体中面系数表示
.

如图 l所示
,

单位法向矢量指向曲面坐标乙的正方向
.

‘一(
1 - 一全

.

、
几 /

。 _ 。/
‘

亡 、
。 ~ P t i 一

,

丁二一
一

I
\ , . /

(13 )

用门拉底一柯打齐 (M a in a r d i
一
C o d a : 2 1) 关系

青 器一扁
一

(
一

令)

诱
一

器一晶(
一

今)} (1 4)
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,

(口(存的系关歹下有知

将 ( 1 3) 代入 ( 1 2)
,

并在需要时引用 ( 1 5 )得
:

a
一

刀
.口一�d

�

厂
一

口
+

_ _
_

工
_

_
厂

~

旦互
“

;
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汽
一

)
\”“

一 。
一

黑、
r ‘ /
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L d 刀
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叭
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(16 d )
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一
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介
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二
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灭
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(2 6 f)

为了验证式 (16) 的正确
,

使

省二劣
, 粉= y .

乙,
z

a , 刀, l , 介= r ,
” OO

我们得以下六个为众所熟邻的表示板的非线性应变分量的公式
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.

0 9 0 君

由

aU
日劣

+
a犷 a厂

口之 口戈
+
心 口劣

2
。

3

垂

5
。

6

参 考 文 献

L o v e ,

A
.

E
.

H
. ,

A T r e a t‘s e o n M a 亡he 川 a t ic a l T he o r, o f E la s tie fr,
.

4th
.

e d
,

T he

U n iv e r s ity P re ss (Ca rn b r id g e )
,

(2 934 )
.

S o k o ln ik o ff
,

1
.

5
.

a n d S p e e ht
,

R
.

D
. ,

M a the 川 a tfc a l T he o r , o f E la s tsc ‘t夕
,

M eG r aw
-

H ill Bo o k C o
. ,

In e
‘ ,

(19 46 )
.

T im o s lie n k o ,

5
.

a n d G o o d ie r ,

J
.

N
. ,

T h口o r , o f E la s t公e it夕
.

Me G r a w 一H ill B o o k C o 二

In e
. ,

(1 95 1)
.

R e is : n e r ,

E
. ,

A n e w d e r iv a t io n o f the e q u a tio n s fo r the de fo r m a tio n o f ela s tie sh e lls
,

月协
.

J
.

Ma th
,

6 3
,

l
,

Ja n
.

(194 1 )
.

H ild e r a n d
,

F
.

B
. ,

R e is sn e r ,

E
.

a n d T h o m a s ,

G
.

B
. ,

N o te s o n the fo u n d a tio n : o f t五e

t五e o r y o f s m a ll d is p la e e m e n t s o f o r tho tr o Pie sh e llo
.

N a t io n a l A d v is o r y C o m m it te e fo r

A e r o n a u tic s ,

(N A CA )
,

T e e h n ie a l N o te
,

N o
.

18 33
,

(1 , 4 9)
.

H 0 0 0 狱 , “ 0 ”
.

B
.

B
. 、

O c o o 。, ‘ H e 刀““e a 柑。‘ T e o 刃“翻 J ”刀夕: o c 功u
.

(194 8 )
.
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T he N o n lin e a r Stra in Co m po n e n ts o f Thin She lls

T a o Ch i
一

k u n

(S o u th二e ; t In s t‘t“te o f 枷‘ld ‘”夕 D e s‘g ”
,

C几。”夕d “)

A七, tr a c t

T he n o n lin e a r s tr a in e o m PO n e n ts o f s he lls a r e tlie fo 任n d a t io n s o f t五e n o n lin e a r she ll

m e e h a n ie s
.

T he v a r e o s e d in th e s ta b ility a n d v a r io u s la r g e d e fo r m a t io o a n a ly s e s o f s h e lls
.

Be e a u se o f the e o m p li亡a tio n o f s he ll g e o tn e t ry w e h a v e n o t se e n the g e n e r a l fo r m u la e o f

n o n lin e a : : t r a i。 。o o p o n e n t: o f s he ll, in th e e x is t in 蓉
r efe r e n ee s

.

H e r e w e p r e s e n t a s e t 。f

fo r m u la e in e lu d in g 11皿e a r a n d 皿o n lin e a r s t ra in eo m p o n e n t s o f sh e lls w ith o r th o g o n a l e u r v i
·

lin e a r eo o r d in a te s
.

T五r e e o f th e m a r e te n s ile
,

the o th e r s a r e sli e a r s tr a in e o m po n e几ts
.


