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无限体中受均匀拉伸的椭圆片状裂纹

周界上各点应力强度因子的讨论
’

蔡 增 伸

浙江工学院
,

年 月 日收到

摘 要

本文从  一

解川的裂纹表面位移场结果出发
,

应用坐标变换推出了无限休中受均

匀拉伸的椭圆片状裂纹周界上任意点
、

任意方位上的应力强度因子
, , ,

表达式 从而补充

了 的工作
〔〕,

证明了对椭圆周界上某一确定点而言
,

沿法线平面上所得的应力强度因子为最大

值 并指出了一些著作中
,

对〔〕中有关内容所作的错误解释 还推荐了一个更为直观 的 以 极 角

来表示的椭圆周界上任意点处的应力强度因子表达式

如图 所示无限体中无限远处受均匀拉应力
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作用的椭圆裂纹
,

二 功

 
功

裂纹边界线方程为

式中
、

—分别为椭圆的短轴与长轴
,

功—椭圆离心角或参变角

根据
一

解
〔‘’,

片状椭圆裂 纹 的

上下两表面
,

在此均匀拉伸作用下
,

产生张开

位移
,

位移结果变成一个椭球
,

其方程如下
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夕

右亡十肯万 不歹
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式中

图 均匀法向拉应力作用下椭圆片状裂

纹的张开位移

中 为第二类完全椭圆积分
,

即

中一
’ ,

其中
。 。

为
二 ,

二 处的 夕值
,

即图

椭圆中心
。
点的张开位移之半

,
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其中 为材料弹性模量
,

为材料波桑比

为了求出椭 圆片状裂纹周界上任意点
、

任意方位上的应力强度因子表达式
,

如图 所示
,

在椭圆周界上任意取一点 尸
,

尸 点的坐标便是 式
,

过 尸 点任意作一直线 尸, 与 轴交成

少角 同时再过 尸 点作椭圆周线的法线
一 ,

与 轴相交于 ’ 点
,

交角为 以及尸, 与 尸’

的夹角为

现在建立一新直角坐标系 占城 如图 所示
,

其中乙轴与 夕轴平行
,
尸 点为此新坐标系的

原点 新
、

老坐标系间有关系

功一刀 口
,

舀
‘

夕 亡

“
功一冲

 ,
一雪

,

将方程 代入方程
,

并令 睿
,

便得出裂纹张开时的椭球面与平面 呱 的相交线
,

图

中示出了 尸点附近部分相交线的形状
,

其方程为

图 有关椭圆周界上任意点尸的几何关系 图 尸点附近部分交线形状
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,
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,
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这样就得出了裂纹尖端 尸 点附近
,

在 呱 平面内
,

裂纹面张开位移半长的主项表达式

, 一
了 功

,
艺

功
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有了表达式
,

根据应力强度因子 的定义
〔“’,

便可求出椭圆周界上任意点
、

任意方位

上的应力强度因子
, , ,

为

劣 , , ,
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一 ,
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,
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由  ! 式可见
,

椭圆周界上备点的应力强度因子
, 二、,

不 但 与 该 点的坐标位置
, ,
毛 有关

,

而且还与平面 呱 的方位角 有关 从式中明显可以证得
,

对椭圆周界上任意

一点
,

当 。
,

即平面 成 与法线平面重迭时
,

见 图
,

二 , 二 ,

取最大值
,
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两端点为最大
,
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Ir w in 直接 由法线平面得出
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(见

〔3 」中 (6 )式
,

式中符号作者略有变动)
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图 4 椭圆的离心角与极角

式中 刀为一极小量
.
从而推证了沿着法线平面的 K

:
表式

,

即本文(11) 式
.
但〔3 〕中没有得

出关于椭圆周界上任意点
、

任意方位上的 K
:
(戈

, , z , ,

a) 表式
.
因此

,

没有证明沿法线平面的

K :(x
;, : 1

) 为最大值
,

而是直接用了这样的结果
.
本文对此作了补充

.

有的作者
【咭’在解释文献〔3 〕时所导出的公式 (见〔4 〕中(4

.107)式 )
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根据 〔4 〕中的定义 少为极角
,

即 。尸 与 : 轴间的夹角
,

其余符号说明见 〔4 〕
.
〔4 」中根据

(14)式所推出的应力强度因子公式
,

其实是

K
:
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式中 刀为 尸。 与 尸o, 之夹角 (图 4 )

旦
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,

这不是〔3 〕的本意
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此外
,

不仅国内(〔5 」已指出)
,

而且国外
‘“’
有一些著作中

,

将(11) 式中的离心角 价理解

为极角 扩
,

这显然是不正确的
.

由(10) 式可得出
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即以极角 扩 代替离心角 必代入 (11) 式计算的应力强度因子
.
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显然
,

仅当椭圆长
、

短轴的四个端点处有

K {(二
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此外
,

尤l(x
:, z ;

) 均比 K ;(x
;,
气) 要小

.
不难证明

: 当功= 士二/ 4
,

士3二八 时
,

K I (

、: ,

毛)

与K ,
(
x : , 之l

) 的相对误差最大
,

而且随着椭圆长
、

短轴之比 k二c/
a 的增大而增大

.
表 1 列出

了若干数值示例
.

作者认为
,

对椭 圆来说
,

显然极角 少 比之于离心角 协要来得直观些
,

为了便于 (11) 式

的应用
,

可对 (11) 式略作改进
,

使其变成极角 少的关系式
.
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由图 4 的几何关系
,
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综上所述
,

本文结论
:

1. 在 G re en
一

S
n e

d d
o n 解

L”
关于裂纹表面位移场结果的基础上

,

用 坐 标 变 换求 出 了

无限体中受均匀拉伸的椭圆片状裂纹周界上
,

任意点
、

任意方位上的应力强度因子K
,
(
二 , ,

“ ; ,

a) 表达式
.

2 . 补充了 I
rw in 的工作〔3 」

,

证明了对上述椭圆裂纹周界上某一确定点而言
,

沿法线

平面上所得出的应力强度因子为最大值
.

3. 指出了某些著作中对 Ir w in 著作〔3 〕有关内容所作的不恰当的解释
; 以及国内“ ,和

国外
【6 ,一些论著中在应用公式(1 1) 时错误地将极角 功

‘

代替了离心角功
.

4. 推荐了一个用比离心角更为直观的极角表示的 K
:
(二

:,
气)表达式

,

以便方便地应用

(1 1) 式来求取椭圆周界上任意点处的应力强度因子
.
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