
应用数学和力学
.

第 3 卷第 5 期 (198 2年 9 月)
A PPlie d M a th e m a t ie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委荟编

四川人民出版社出版

弹性力学中的立兹法和屈列

弗兹法的一般推导
’

熊 祝 华

(湖南大学
,

19 8 1年 8 月且 日收到)

摘 要

本文采用一般的数学表示形式推导了线弹性力学中的立兹法和屈列弗兹法
,

证明了立兹 法 给

出相应泛函极值的上限
,

屈列弗兹法则给出其下限
.

同时发现
,

特征值问题 (例如自振频率问题)

泛函变分法中的屈列弗兹法同求特征值的放松边界条件下限法是一致的
.

当然
,

此处的推导结果
,

也适用于一类泛函的变分法中
,

这类泛函的欧拉方程是线性正定的
.

在实际问题中
,

要求出满足给定边界条件的制约微分方程式的精确解往往很困难
,

因此

只有借助于求近似解
.

如果问题的制约方程为某一泛函 的欧拉方程
,

则求这种近似解的最有

效方法是泛函变分法
.

近二十年来发展极快的有限元法也是以泛函变分方法为基础的
.

为了

估计近似解的误差
,

我们希望能同时求出精确解的上
、

下限
.

弹性力学中熟知的立兹法是计

算泛函极值的上限
,

而屈列弗兹 (T re fft z ) 法则是计算其下限
.

有时
,

由泛函极值 的 上
、

下限可以求出某种物理量的上
、

下限; 例如
,

等直杆抗扭刚度的上
、

下限
,

自振频率的上
、

下限
,

电容器电容的上
、

下限等“
.

此处将采用一般的数学表示形式推导这两个方法
;

同时

以薄板振动问题为例
,

证明了特征值问题泛函变分法中的屈列弗兹法和力学中求自振频率的

边界条件放松下限法
t‘’L“’

是一致的
.

(一)

在一些问题中
,

例如在弹性力学中
,

有一类泛函
,

它们的欧拉方程是线性微分方程
,

可

以写成
:

月u 二f

式中月为线性微分算子
, u
为泛函的宗量函数

,

f为已知函数
.

可写成如下的形式
‘” :

( 1 1 )

这类泛函在一定的边界条 件下

.

薛大为推荐
.
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犷(u )= (A u , u )一 2 (f
, 。)

式 中(月“ ,

u)
,

(j
,

u) 分别为A u和 u ,

f和“的内积
,

即

(1
.

2 )

(, “ , “ )二{ (、“)。、:

J r

(1
.

3 )

(f
, u )二、f

o d
r

:
为泛函的积分区域

.

此处假定这个区域的边界是固定的
,

即只考虑不动边界的变分

今后
,

我们将式 (1
.

2 )中的(A u ,

u) 称为泛函 犷 (u) 的二次项
,

并记作 犷
。

(u)
.

当 A 是正

则 犷
”

(u )是正定的
.

在弹性力学中
,

只要边界是固定的
,

或者部份 固定
、

部份 自由
,

函都具有 (1
.

2 )的形式
,

而且 (月“ ,

u) 是正定的
.

可以证明
‘, :

(, 二
, ·)一 (A

一
) +

!
:

少(

一
)d ·

上式右侧的积分在泛函积分区域的边 界上进行
.

被积函数是 沪 和
u 的线性微分运 算

对应于问题的边界条件
,

具有下述线性性质

(1
.

4 )

问题
.

定的
,

则其泛

(1
.

5 )

式
,

它

中(左u 补 , u )~ 由(u 芳
,

k u )二 k少(u
开 , “)

其中 寿为任意常数
.

例如
,

弹性力学中平衡方程为

a
‘

川+ f
,

= 0

式中 ‘,

j= 1 , 2 , 3 ; 重复字母标号表示求和
,

f
‘

为体积力
;
标号前的

“

求偏导数
,

如 u ‘, ,
= 口u ‘

/ 。x
, .

几何方程为

l
, _

。 . ,
= 告(“

, , ,

+ 。, . ‘

)
2

、 一”矛

一
‘ , · ,

应力应变关系为
:

(1
.

6 )

(1
。

7 )
”

表示对位 置 坐 标

(1
.

8 )

口
‘,
= 还od

‘,
+ 2粼e‘,

(1
.

9 )

式中

0== 己“ = u 。, .

6
, ,

为 K ro n e e k e r d e lta
.

将式 (1
.

5一 1
.

10 )代入式 (2
.

7 )
,

可得

一 a
‘, , ,
二 一元(。

。。

)
, ,

一拼(u
, , ,

+ u , , ‘

)
, ,

(1
.

10 )

一〔
‘“+ “’

-

所以用位移表示的平衡方程式可写成
:

月u 二〔A 〕谧u 少二 {f卜

式中 A 为微分算子对称矩阵
,

其分量为

口劣
‘

口劣,

+ 。“
‘,
v

Z

l
u ,
一 ,

‘,。,

(1
.

8 )

一成一 以十。 )、

忿
+ 、

‘,铲

、
2
一

斋
+

备
+

箭
,

(1
.

9 )

(1
.

1 0 )

1) 满足(1
.

5 )的算子称为自伴随算子



弹性力学中的立兹法和屈列弗兹法的一般推导

魂u } , 咬u
、, 。: , u 3

少’
,

谧f }二 遥f
l ,

j
: ,

f
。

企万

9 8 1

(1
.

1 1 )

于是

一 (A u 关 , u )二 一 (A
、, u节u

·

)~

经过某些运算并应用 G ree n
定理

,

可得

一 (A
。许 , u )二 一 f刀。

, 、斧 )+

「
, , . 、

a Z u节
。 。 _ 、

〕
,

I L儿十拼 )不二孔二一u
、

+ 月O
‘, 咬V

‘u 丁)u 口公

L 。汗
fo 汤 , J

少 (u 书
, “)d s

(1
.

1 2 )

少(

一
)d一}

。

。; ”·d
。。、

一
。(· :

, 。
+ ·:

,

, 」“一d ·

一

}
.

〔““乙琦+ ; ‘一 + 、
, 了

, “‘
。·, d ·

(1
.

13 )

式中 0补二 “曹
, ‘,

l
‘

为边界上外法线的方向余弦
.

注意到
:

以口关肖
,
*
+ “ (u于

, 。
+ u 誉

, .

)〕l。~ 二节
。l。二P亨 (2

.

1理)

这对应于位移为子沪 矛时边界上的表面力; 而

「只夕乃
,*
+ 召(u , , 。

+ u ‘ , ,

)〕l
‘
二 。

, 、
l
。
~ P ,

( 2
.

25 )

这对应于位移为 考时时的边界力
.

于是式 (1
.

12) 可写成
:

‘A

一
)+

l
。

, : 一d一 (A

一
) +

{
.

,
, ·: d s (1

·

16 )

上式实际上就是功的互等定理
.

显然
,

式( 1
.

12) 与式 (l
,

5) 一致
,

其中 中(“等
,

u) 满足线性关

系 (1
.

6 )
.

(二)

设有三个函数
u , ,

叭
,

ua
,

而且 。 1
= 。2 一

扫: 3
.

因为 A 是线性算子
,

故由式 (1
.

2) 可得

犷(u ,

)二F (u Z

)+ 厂
0

(u s) + (月u Z , 。。) + (A u。 , u Z

)一 2 (f
, u 3

)

根据式 (1
.

5 )
,

上式可写成
:

V (一 )一 厂 (一 , + 厂。

(一 )+ 2 (“
一‘

,

一 , +

1
.

必(

一
, d 占

·

由上式可以推导立兹法和屈列弗兹法
.

(2
.

2 )

立兹法

设
u ; = “斧斧

是某一只满足边界条件的函数
,

u器苦 “a
‘

甲一

且设
,
益 (2

.

3 )

式中 沪
,

为满足边界条件的选定函数
, a

‘

为待定系数
.

又设
。: = “ 是泛函的极 值 函 数

,

它同

时满足边界条件和欧拉方程 A u 一f二 0
.

于是
, “ :

= 沪芳一 u二订是近似函数和 极值函数之差
,

显然它的边界值为零
.

于是根据 (A “,

u) 的正定性恒有

厂
0

(订)》 0 (2
.

4 )

只当 订 = O时才取等号
.

将 尹气
“及 窗代入式 (2

.

2)
,

可得
二(u * * )一 : (

u )+ :
。

(、)+ 2 (、u 一了
, 、) + }。(u

, 、)、: (2
.

5 )
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式中 犷(。 )= 犷极值
,

月。一f ~ 0
.

因 “ 满足边界条件
,

为零
.

于是式 (2
.

5) 变为
:

厂(u 朴井 )= 犷(u ) + 犷o (它)

因 犷“(云)> 0 .

所以

V (“料 )》犷极值

即 犷 (u
关

勺是泛函极值的上限
.

为了得到最好的上限
,

使 厂料取最小值
.

即确定 a 的条件为
:

订的边界值为零
,

所以上式的 边界积分

(2
.

6 )

应该调整式 (2
.

3 )中的待 定 系 数 a
‘,

日犷井 等

0 1 = 1 , 2 ,

⋯
,

吞
-

(2
.

7 )

这就是立兹法
.

屈列弗兹法

设
u ;

= u
是泛函的极值函数

; “2二沪 是近似极值函数
,

它只满足欧拉方程 A护一f= 。
;

并设
“井 = g 。

+ 刀
‘

g + 刀
。 汇= 1 , 2 ,

⋯
,

兔
。

(2
.

8 )

选取 g 。

和 9
.

,

使满足

A夕
.

= 0 公= 1 , 2
,

⋯
,

寿 (2
.

9 )

A g 。
= f (2

.

10 )

几
,

刀为待定系数
.

显然
, u 3

= u 一扩“订是极值函数与近似函数之差 将
u , ““及 订代入 式

(2
.

2 )
,

得到 :

: (·)一犷(二 )+ 厂
。

(、)+ 2 (A

一
f

, 、) +

{
:

中(一
“)d ‘

巳知 A矿 一了= O
,

所以

厂(·)一犷 (二 )+ 厂
。

(; ) +

}
,

, (一
; )d· (2

·

1 1 )

如果调整待定系数 刀
, ,

使得 沪 满足近似边界条件

}
.

, ‘一
“, d一 。 ‘2

·

‘2 ,

则 百二 “关一 u 的边界条件是 (近似) 齐次的
.

于是根据 犷“(动 > 0
.

由式 (2
.

1 1) 可得
:

犷(u )》厂(u 关 ) (2
.

1 3 )

上式表明
,

满足欧拉方程和近似边界条件 (2
.

12) 的近似函数将给出泛函极值的下限
.

这就是

屈列弗兹法
.

易于证明
,

调整待定系数 尽
,

使 犷
“

(动取极值
,

则可保证近似函数 沪 满足近似边 界 条

件(2
.

12 )
.

已知 犷
”

(的是 刀
‘

的函数
,

当 刀
.

存变分胡
‘

时
,
厂

“

(幻的变分为
:

占犷
o

(订) = (A 订
,
d百)+ (A 占百

, 百)

按式 (1
.

5)
,

可得

“川‘, 一‘A““
, “, +

}
:

, (““
, “)d ·

(2
.

14 )

注意到 汀” u一 “气 其中 u
与 价 无关

,

因此
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日“关
。 _

d百= 一占“铃 - 一 二认 占刀二 一 g. 占口
, i = l

,

2
,

⋯
,

寿
口卢

, 一 ‘- ,

一
。

. , ,

于是 (参阅式 1
.

6)
:

6 82

(2
.

15 )

d犷
。

(、)
一

2 (“。
‘ ,

; )占刀
‘

一

{
:

(。
·

, “)占刀d ·

犷
“

(丽)取极值时
,

d 犷
”

(动 = O ,

又 月g
‘

= O
,

6刀
,

是任意变分
,

由此可得

为
:

(2
.

16 )

厂
”

(订)取极 值 的 条 件

!
:

小‘。
‘, “, “一 。

,

共 (寿十 l) 个系数
,

= l , 2
,

⋯
,
寿 (2

.

17 )

为了确定 刀
。

及 八 再加一个边界条件
:

巾 (夕
。
+ 刀

。 ,

百)d s 二 0 (2
.

18 )

将式(2
.

17) 分别乘刀
‘,

然后相加
,

并加上式 (2
.

1 8 )
,

可以得到近似边界条件 (2
.

12 )
.

(三 )

设特征值方程为

A u 一兄田u = O (3
.

2 )

式中 切 为给定的函数
,

之为某常数
,

A 为线性正定算子
.

在函数
u 满足一定的边界条件下

,

式 (3
.

1) 为下列泛函的欧拉方程
:

V (u ) = (月。
, “)一 (之、u , u ) (3

.

2 )

上式便是特征值问题的泛函
.

当 u
为极值函数时

,

犷 (u) = 厂极值
,

而且

犷极值 = (A u 一之二u , u )= 0 (3
.

3 )

如果 u 是只满足边界条件的近似极值函数
,

且令

(3
.

4 )

z止」

则

6 1 一只jJ

了

占犷 (u )
J

(3
.

5 )一一
J
2

卜门了」,

了一

一

z
孟一r
孔了

一一一一只
.

凡

,门

上式表明
,

泛函 (3
.

4) 取极值与泛函 (3
.

2 )取极值是等价的
.

此即瑞利 (R a y lei gh) 原理
.

因

为 (A 。,

u) 是正定的
,

如果在积分区域内 功> o (有时 川 = 1 )
,

则 元总是正数
,

此时泛函 兄及

犷(u) 的极值为最小值
.

现设
“
料 是只满足边界条件的近似极值函数

.

因为广
答 只是所有满足边界条件的函数中

的一部份
,

所以对应于 沪
关的泛函极值是泛函真实极值的上限

,

即

犷(u开 开)》 u极值 = O (3
.

6 )

或者

厂(u关 关) = I关
苦
一只J 关关) 0 (3

.

7 )

由此可得

之苦关二
I关

关

J若关
夕之 (3

.

8 )
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式中

I共 井 = (月u 关气 u 井关 )
,

J芳关” (功u等 关 , u 劳等 )

式 (3
.

8) 表明
,

只满足边界条件的近似极值函数给出特征值的上限
.

用式 (3
.

8) 计算特征值的

方法叫瑞利立兹法
.

现在令
u = u等 + 订 (3

.

9 )

u 为泛函(3
.

2 )的极值函数
,

尹 为只满足特征方程 (3
.

1) 的近似极值函数
,

订为两 者之差
.

于

是
,

根据 月 为线性算子
,

应 有

犷‘·, 一厂‘二 , + 厂 (“, + 2 “““一 “叨“‘
, “ , +

{
。

中(“‘
, “, d

‘ (3
·

‘。,

如果令 沪 满足下列近似边界条件
:

f 币
, 二 , 。 、、 _ ‘。 , : 、

}
。

甲 、u
‘

” “ ’a s L “
·

“ 少

又知 A 尹一 之。沪~ o ,

于是
,

当 厂 (动 > O 时
,

则有

厂(u )) 厂(u 关 ) (3
.

{ 2 )

上式表明
,

当 犷(动 ) O 时
,

满足特征方程和近似边界条件 (3
.

1 1) 的近似函数
,

给出相应泛

函 极值的下 限
,

即

犷 (u
开

)( 0

或者

犷(“补 ) = I
关
一 元J 劳( O

由此可得

。一井一器纂李。 (3
.

1 3 )

上式表明
,

在 犷(动》o 的情况下
,

满足特征方程和近似边界条件的 函 数
,

给 出 (最小 ) 特

征值的下限
.

这是特征值问题泛函变分法中的屈列弗兹法
.

上述结论中
,

要求 厂(幻 ) 0
.

如果近似边界条件(3
.

1 1) 意味着放松泛函 的强 加 边 界 条

件
,

则恒有 犷 (动 > 。
,

犷(沪)( 犷 (u)
.

因为放松强加边界条件意味着在比原来泛 函 厂(u) 更

为广大的范围内选取函数 沪 使泛函到达极值
,

显然
,

这样得到的泛函最小值决不会大 于 原

有边界条件下泛函的 (真实) 最小值
.

例如
,

在力学中
,

放松强加的位移边界条件意味着放

松边界约束
,

这将降低结构的刚度
,

从而降低
、

或者说
,

不会提高结构的自振频率川
.

设近似函数为
u 等 = 刀

‘

j
, ,

f二 z
,

2 ,

⋯
, n (3

.

14 )

其中 f
、

为选取的函数
,

它们满足特征值方程
‘,

刃f
,

一 元田f
‘

= O

类似于上节
,

可以证明
,

调整待定系数 刀
‘,

到满足
.

确定 刀
、

的条件为
:

}
:

少‘f
‘, “ , d一 o

·

‘-

使 厂 (百)取极值
,

(3
.

15 )

则可使近似边界条件 (3
.

1 1) 得

l , 2 ,

⋯
, n (3

.

16 )

l) 计算特征值的下限还有其它的方法
,

例如见仁3
、

4
、

5 1
.
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将可着到
,

上式乃 刀
‘

的 n
个线性齐次代数方程式

,

其系数为特征值 只的函 数
.

要使 刀 有非

零解
,

方程组的系数行列式必为零
.

由此可以求出
n
个特征值

,

其中最小者乃真实最小特征

值的下限
.

下面分析薄板的弹性振动问题
.

设板的挠度为 。(x
,

的
,

边界固定
,

即在边界上 :

。(·)一。
, 一

豁
一

{
:

一 ”
(3

,

17 )

这是强加边界条件
.

现设放松边界约束
,

使板的边界在简支与 固 定 之 间
,

即 。(: )二 0 ,

而

a叨

日粉

: (切)二11[ (
。 , : :

+ 。
, , ,

)
:
一 2 (, 一 , ,

)(二
, 二 、:。 , , ,

一功
,

;
,

)〕、、、, 一 , l{
w :
、、。

‘。 , 。 、

, 、~ ,
一 飞庵L 、~

, , , ’
一 ”

y , “ 、

“
’ 、一

’
“

‘

一 ”
,

一
’ ” , 尸 “一 ‘“一 沙 了 ‘

1 1一 一 “’ 一沙 (3
.

18 )
D 口

之= 户。 2

/ D (3
.

29 )

p 是板中面单位面积上的质量
, 。 是周期运动的角速度

,

D 是板的抗弯刚度
.

泛函 (3
.

1 5) 的

欧拉方程为

V
Z
V Z山一 元切 = o (3

.

2 0 )

这是薄板的自由振动方程
,

设
切 = 田苦 + 杨 (3

.

2 1 )

式中 。 为板的真实挠度 (极值函数 )
, 。苦为近似挠度

,

其式为

功关 = 尽纵
,

‘= 1
,

2
,

一
, ” (3

.

22 )

选取 切
‘

使能满足特征值方程 (3
·

2 “)
,

在边界上 切 ‘

(s) 一 。
,

器{
,

满足近似 边 界 条 件
·

在式

(3
.

18 )中
,

以 须 代 、
,

就得到 厂 (肠 )
,

它是 刀
‘

的函数
.

犷(肠)取极值的条件为
:

口厂(杨 )
日刀

‘ 二 0
,

f= 1
,

2
, , · “, n (3

.

2 3 )

注意到 杨 = w 一阴关
,

。 与 刀
、

无关
,

则有

需一箫一
田‘, ‘一 ’

, 2”
” ’ ”

(3
.

2 4 )

利用上式及G re en
定理

,

不难得到
:

0厂 (澎)
a刀

‘ 一
2

!!
。(、

2、2切
‘

一 “。
‘

,澎d X d “

一 2

}
:

(留
+ ·

金)鲁
“· + 2

}
:

会【留
+ ‘卜

· ,

督〕
‘“一“ ‘3

·

2 5 ,

已知 V
“
V

Z田
。

一又切
‘
= 0 ,

杨(: ) = 0
,

(
’· ‘

叨仕) == 切铃
(
: )= 0 )

以及 w
,

(s) = O
,

a名功 ,

a s Z
= 0

,

所以上式变成
:

日拓

而于
a s == U , ’二 1 , 艺”” ” (3

.

2 6 )
缺n护。
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因为
器

一

器
一

嘿
,

器}
。

一 。
,

所以上式变为

口功朴 ,

不一“ 占
=

口n 豁ds 一 ” i ,
k = 1 , 2 ,

⋯
, n (3

.

2 7 )以�价护
口fll、.,曰

八
切
一

汀户
�

口八O|

山.

�J.1.t.

令

: “ ( , 卜 !
,

争 豁
一

d 一 ‘
,

“一 ‘, 2 ,

一 ( 3
.

2 8 )

则式 ( 3
.

2 7) 是刀
‘

的线性齐次代数方程组
:

下谓
*二 0

,

公,

寿“ 1 , 2 ,

⋯
, n ( 3

.

2 9 )

为使刀
‘

寺 O
,

要求

},
。!二 0 ( 3

.

3 0 )

由上式可以求出几个特征值
,

其中最小者乃薄板 (周边固定 ) 最小自振频率的下限
.

有趣的

是
,

上述结果和万因斯坦
一

钱伟长采用边界条件放松下限法所得结果完全一 致
’“’或’‘’,

后 者

是要求
一

瓮 !
:

的某种加权平均值为零
,

将这个条件作为求泛函极 值 的 一 个 约 束
; 然 后 用

L a g ra n ge 乘子法
,

将上述条件极值问题转化为非条件泛函极值问题
,

从而得到与此 处 完 全

相同的结果
.

式 ( 3
.

27 冲的
像

一

即为万因斯坦
一

钱伟长所采用的权函数
.

显然
,

权函数越多
,

放松的边界条件就越接近于原来的固定边界
,

所求得的下限值越接近于真实解
, 亦即近似函

数所包含的待定系数越多
,

用屈列弗兹法求得的下限值越好
.
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