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摘 要

本文讨论柔轴高速自转时由干摩擦激发的 弓状回转现象
.

摩擦力作用面不与集聚质量面重合
.

导出了回转频率和回转形态的计算公式
,

分析了它的运动稳定性
.

结呆指出
,

存在着稳定的 弓状

回转
,

其频率大于转轴的临界转速
.

柔轴的弓状回转现象
,

已被日益重视和研究
.

激发弓状回转的因素很多
:

油膜
、

内阻和

轴的各种不对称因素等等
,

均已有大量文献讨论
.

相比之下
,

讨论由干摩擦激发的弓状回转

现象的文献就少些
.

D e n H ar t雌在他的名著〔月中对该现象有过精辟的定性分析
.

他指出
,

柔轴高速 自转而引起的变形导至与固定周边发生接触而产生切向摩擦力
,

该力可分解为一个

力偶和一个作用于轴心上的力
,

力偶可被外力矩平衡
,

而力则激发出与自转方向相反的逆向

回转
.

要定量分析其回转频率和形态
,

由于力学模型和数学上的一些困难
,

以前大多对单自由

度转子的简单数学模型进行讨论
,

而且摩擦力亦假定是直接作用在集 聚 质 量 的 旋 转 平 面

上阵 , 3 , ,

本文对该现象作了进一步的分析
,

采用较复杂些的二 自由度模型
,

并且摩擦 力 作用

面不再限于在集聚质量平面上
.

本文推导了该模型的干摩擦弓状回转的频率和形态的计算公

式
,

并分析了每个可能回转运动的稳定性
.

结果表明
,

存在着稳定的弓状回转
,

其频率大于

转轴的临界转速
.

一
、

计 算 模 型
、

运 动 方 程 和 解

所用模型为长L 的轻质悬臂轴
,

端部B处附一个集中质量 。 (为简化计算不计入其 转 动

惯量) 轴上离固支端距离为l处的城点附有一轻质薄圆盘
,

它与外 壳 间 隙 为 , ,

视 图 1
.

文

献【4〕曾用该模型近似讨论过干摩擦何时不激发弓状 回转的问题
,

本文则欲用该模型讨论它可

能产生的弓状回转及其频率和形态的计算问题
.

设口为轴的自转角速度
, 。为弓状回转频率

,

召为薄圆盘和外壳间的摩擦系 数
, c
为集聚

肠

欧阳色推荐
.
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图 2

质量B 处的外阻尼系数
.

f
, :

为A处作用单位力而在A处引起的位移量
.

人
:

为B 处作用单位力

而在B处引起的位移量
.

f
; 2

为 B处 (或A处) 作用单位力而在月 处 (或 B 处 ) 引起的位移量
.

当轴高速自转时
,

由于某种原因 (如不平衡力) 使 A 处圆盘偏离而与 外周 接 触
,

圆盘

在接触点处受到正压力 R 和切向干摩擦力 拼R
,

于是引起弓状回转
.

轴在 B 点的离心力和阻

尼力以及 A 处的正压力和摩擦力联合作用下
,

引起空间弯曲变形
,

并以该形态 以 。 作 定常

回转
.

为描述其变形
,

沿横向取一个固定的极坐标系
,

设 B 点的径向位移 占
,

A 点的径向位

移应为间隙 下,

该两径向位移间夹角 0
,

于是
,

轴在 B 处的径向离心力为 。。咭
,

切 向 阻 尼

力为 c。氏 此外
,
月 处有径向正压力 R

,

切向摩擦力 拼R
,

其方向见图 2 该图为轴向 投 影

图
.

于是
,

柔轴的变形方程为
:

j = 一f
l :

(R e o ss+ 召R s in o)+ f
, Zm o Z

占 (1
.

1 )

0 = 一f
, :

(R s in o一召R c o s o )一f
: : c 。占 (2

.

2 )

, = 一f
; I

R ,+ f
, 2

(m o Z
d e o s s一 e 。己s in o) (1

.

3 )

0 = f
t l月尸一f

l Z

(m 。之占s in o+ e 。占e o s乡) (2
.

4 )

这就是柔轴的弓状回转方程
.

由此解出 。
,

乃
,

R
,

乡
.

由该四式直接可得 群R 夕二 c 。子
,

即摩擦功等于阻尼功
.

该公式下面不用
.

力 R 二 占
.

曰 _ c

学
: 八 一 蔽石知 。 一下

,
人一武

“ 一蔽玩
(1

.

5 )

f
l , f

l ,

f
2 2

,
f

, 2 ,

l
] 12
一

-了 , 田 石二 二
一 _

了 一

J 2 2 Tll J 2 2 {
、.产、.7、、.户、.Jr

口n叮iC八O口
.

⋯
J.l,11.二‘上省了.

、
了健、了.了、.、

其中 。。

为该轴的临界转速
.

于是(1
.

1) 一(1
.

4) 化为无量纲方程

(l 一几
2

)d + f
, 2

(e o s 6 + 召 s in s)R = o

云之d + f
, 2

(: in o一 拼 c o s o )尺= 0

了
; 2

(几
Z e o s口一以

s in 口)J一了
; ,

左= l

了
1 2

(之
, 5 1二口+ 行只e o s口)J一 召了

; ;

反
‘

= o

由(1
.

8 )
、

(1
.

9 )解出

“=
而不而驾

0 + 口e o s口
n 口)一己(

。 ,。s召+ , z s in 口)] (1
.

1 0 )
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J二
f

1 2
义[义(拜。0 5 0 一 s in o )一厅(。0 5 0 + 拼sin s)] (1

.

1 1 )

把 (1
.

10 )
、

(2
.

2 1 )代入 (1
.

7 )
,

得
:

(1
.

1 2 )一

叩对
又若 (1

.

6 )
、

(2
.

7 )

f
; :

+ f圣
2

(s in o一 召e o s o )(几s in o+ 云e o s夕)= 0

R
、

J 欲有非零解
,

必须

e o s口+ 拼s in o
sin o一 召e o so

1一矛
百几

(1
.

13 )

巨口: tg o =
(几

2
一 1 )井一厅之

护一 1 + 订几拜
(1

.

1 4 )

把 (1
.

14 )代回(1
.

1 0 )
、

(1
.

1 1 )和(1
.

12 )
,

娜几(犷一 l) 一厅+ 护久拜

得
:

拼[ (几2 一 z )2 + 石!
之2 〕

f
: ,订(1 + 召2

) (1 + 矿 )fr
: 厅几

(1
.

15 )

二 群 /
d =

~ 亏于 三几 飞
,

了一ZC 式 ,

云乞久
忍
+ (又

2
一 ] )

“

1 + 拼2

拼沂, ,

[(元
2
一 1 )

2
+ 己2

几
么

〕一几f全
2

[ 群几(久2 一 l)一石+ 己2
又解〕= o

其中 (1
.

15 )的第二等号是利用了 (1
.

17 )
.

(1
.

17 )即为所求的特征方 程
,

解出回转频率 几
.

再由(1
.

14) 一(1
.

16) 求出回转形态
.

(1
.

16 )

(1
,

17 )

给出 云, 拜等值
,

即可

二
、

小 阻 尼 情 况

若 厅= O
,

由(1
.

17) 得两根
,

_
. ,

_
_

/一
,

了;万一
几 1

-
1 , 几 2

- 、产 不
-

一 下丁一
’

j
; ,
一 ] 犷

:

(2
.

1 )

若。< 。 《 1 ,

贝。令 ,
;
一 , + 。,

和 ,
2
一
了户份

+ 。: ,

其中
: ;和 。:

均为 。阶 ,l、量
,

代入 (1
.

, 7 )
,

J
1 1
一 J i :

保留 云的最低阶项
,

得第一弓状回转频率和形态为

儿 岛 1 +

0
1
岛 0

,

1
岛

而
-

(2
.

2 )

(2
.

3 )

而第二弓状回转频率和形态为

协了几几; 一命

ts6 ”“
,

”、

袱。万丽了升不
了羚而

(2
.

4 )

二 产 f
: :

。岛不不了莎万雨不不歹

(2
.

5 )
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它们为小阻 尼时的显式解案
.

由(2
.

2 )
、

(2
.

4) 知
,

对本模型
,

回转频率都大于临界转速
,

此

外
,

第一形态因 0、 0 而近乎平面变形
,

第二形态为空间变形
,

且因 尺
,

J

量较大
.

。 l
二E

.

于

‘
量级

,

故变形

三
、

运 动 稳 定 性

需考察上述两定常弓状回转解的运动稳定性
.

现假设轴处于一般的运动状态下
,

B 点极

坐标为(户
,

句
,

A 点的为 (丫
,

必十的
,

这里 p ,

功
,

e 均为时间的函数
.

于是轴在 B 处受径向

惯性力一 。(方一 p 苏
“

) 和切向惯性力一。(2 户必十户必)
,

同时还受径向阻尼力一 c 户和切向阻尼力

一 c p场
,

其中
“

·
”

表示对时间求导
.

于是
,

轴在B处所受的径向合力N 。 和切向合力 T
。

分别

为

N 。= m (p 苏
2
一方)一 c 户 (3

.

1 )

T
。
~ 一。(2户苏+ p成)一 e p必 (3

.

2 )

此外
,

轴在月 处受径向正压力 R 和切向干摩擦力 召R
.

方向见图 3
.

它亦为轴向投影图
.

于

是
,

轴的运动方程为

‘一巴
一 、

、 曰口 I

汽汽汽

}}}}}}}}}}}}}}}
}}}}}}}}}}}}}}}
}}}}}}}}}}}}}}}
{{{{{{{{{{{{{!!!

ZZZZZZZZZZZZZ
///////// ⋯⋯⋯

口口口口沪沪
口口

/ ///////

图 3

0
.

2 0
.

4 0
.

B 0
.

8 1
.

0

图 4

, = 一f
1 I

R + f
l ,

(N o e o s o + T
, s in o) (3

.

3 )

0 = f
; ; 拼R + f

; 2 (一N
o sin 口+ T

o e o ss) (3
.

4 )

P = 一f
, :

(R e o so + 拼R sin o )+ f
Z o

N 。 (3
.

5 )

0 = j
t Z

(一 R s in o + 召R e o s口)+ f
2 2

T
。

(3
.

6 )

令p = 占十 p l ,

杯二 。 + 拯
; ,

口= 0
。
+ 夕

; ,

R = R
。
+ R

, ,

其中占
, 。 ,

0
。,

R
。

用来表示定常回转解
,

p : ,

杯
; ,

0
; ,

R :
为一阶扰动量

.

代入 (3
.

3) 一(3
.

6)
,

保留扰动量的一阶项
,

得如下无量纲扰

动方程
:

一了
: ,

尺
, 一了

1 2

) 几(久s in 口
。
+ 。e o so

。

)o
,
+ 了

: Z e o s口
。 ·

‘一了
; : sin o

。·

万 == o

群了
, ;

R
;
一了

: : J几(义e o s口。一。s sn 夕。)口
,
一了

; Z S in o
。

·

G 一了
; 2。0 5口

。
·

H = o

(3
.

7 )

(3
.

8 )
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声, 一G

2t几
一

lf

一 (c o so
。
+ 月 sin o

。

)尺
,
+ (s in 口。一月e o s o。)尺

。
o , =

(3
.

9 )

一 (s in 口
。
一拼e o so

。

)R
:
一 (e o s o

。
+ 拼s sn 夕

。

)R
。
口

;
二万/ (3

.

10 )

、.、户.声、.J户、.了,二9�OOJ皿�,二心.占,上叮
.二

.

⋯
nQ,dno,门了.、‘了吸了.了、.、其中 R ; R

-

叨。沙

万 _ P l _
_

_
_ _ ‘

, r’ ’
一不

一
, 石

~ 切0’

又
,

( 3

口= 还切
;
+ 2只势

: 一分一厅声
,

H = 石(护
; + 庐

;
) + 必

,
+ 2劝

,

萝
: 二 J咨

:

刀
。 ,

0
。,

百对应于无量纲的定常回转解
.

”

表示对无量纲时间
:
的导数

,

由 (3
.

9 )
、

·

10 ) 解出
:

R : = 且
c匹00 士严丝, 凡) (诬、巴夕乏二咬丛丝

p一拼co so
。

)H

( 1 + 拼
2
)f

: :

s i n 夕
。

·

声。0 5 夕
。

了
, :

( l + , ‘2 )

l一护

己义

(”
1
一G , + H ] ( 3

.

15 )

口
:
=
一 ( e o s夕

。
+ 召s i n 夕

。

)H + ( s i n o
。
一召e o s夕

。

) (户
,
一G )

( l + 召z

) R
。

f
, :

5 1双夕
。
一召e o so

。

一

而
,

灭了+ 房)
l一护

二 二 . , 二 。
、

一一二
; 一月 十 L尸 ,

一行 )
C 乙

( 3
.

1 6 )

上述两式的后一等号是利用了 ( 1
.

13 )
.

将该两式代入 ( 3
.

7 )
,

( 3
.

8 )
,

私手:

了
: :
(几

,
一 l) (户

:
一G )一 j

: , 。几万 + “j
; ,

(几, 一 1 )万 + 拼j
; ;订久(户: 一G )

+ f
;
里以

2
一 1 + 石拌又)G 一f

,

孟〔一乙几+ 召(矛一 1) 」月 = O

利用 ( 2
.

13 )一 ( 1一 7 )
,

拼f
: :
〔(护一 l ) (户

:
一G ) 一J只H 」+ 了

,

要【(护一 l )拼一以 IG + f
, 爱(护一 1

+ 石几川 H 一
泥f
铃{普沃劣揣幸则

一〔‘、一 ‘’“ + 厅“‘户二一‘’〕 {
(3
一

一 o

)
(3

.

17 ) 即为扰动方程
,

小阻尼下第一弓状回转频率解为 (2
.

2 )
,

代入 (3
.

, 7)
,

此时护一 ; 一二
,

每个方程中
尸

仅保留订的最低阶项 (第一式保留的是行的一阶项
,

第二式是零阶项 ) 得

了
, 、

(户
,

一G ) +
_

了
:

呈G = o

H + 川户
,
一G ) = 0

将 ( 3
.

12 )
、

(3
.

13 )代入
,

仍保留己的最低阶项
,

得
:

( 子
, ,

一 了
,

理)艺一 2 ( 厂
, ,

一 了
:

圣)步
,

+ 厂
,

里声
1
二 0

召万
: + 必

, + 2声
;
一 2产势

;
二 O

令户
, = 刀; 。e 食r ,

沪
,
= 沪; 。e 自‘

代入 ( 3
.

19 )
,

得k的特征方程
:

(了
: , 一f

, ; )左
3
+ ( 4了

, , 一 3了
,

孟)k一 2召f
:
; = o

( 3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )
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轴的弹性应变能总是正 的
,

故 恒 有 j
l ;
一了

;

里> o
,

但 (3
.

2 0) 的 常 数 项 为 负
,

H盯 w itz 准则知
,

(3
.

20 )有正实数根
.

由此证得第一弓状回转运动是不稳定的
.

由 R o u th一

考虑第二弓状回转
,

将(2
.

4) 代入(3
.

心户
,
一G + 拜H = 0

17 )
。

保留‘的最低阶项 (零阶项)
,

得
:

(3
.

2 1)

川蕊(1一从 )户
:
一拜(1一此 )G + (从一 l) H = 0

其中瓜为(2
.

1) 式
.

将(3
.

1幻
、

(3
.

13 )代入
,

仍取最低阶项
,

得
:

笋
:
十拼杯

:
+ 2拼瓜声

;
一 2 棍萝

: = 。

一户万
: + 蒸

:
+ 2 之

2

声
:
+ 2之

2户庐
:
= 0

(3
.

2 2 )

令户
;
= 户

, 。e ‘r ,

砂
:
= 势

: 。e 行 ,

代入 (3
.

2 2 )
,

得

kZ + 4只受= 0 (3
.

2 3 )

解出k , 士2瓜i
,

于是证得第二弓状回转是稳定的
.

综上所述
,

对本模型
,

小阻尼时
,

干摩擦实际激发的稳态弓状回转的频率近似为

、.尸户、.产J雌才任O自9自

。一。
。

了 f
: :
f

: :

了
: :
了

2 : 一了八

它显然大于。
。,

比如
,

取均匀悬臂轴
,

f
: l
二

得

l
3

3 E I
’ f

2 2 L
.

5万了
一 ’ f

; :
I: (3L 一l)

6E I

(3
.

,

代入 (3
.

。2

。舌

4

4 一舀(3 一占)2

.

2 5 )

其中 ; 一广
,

(3
.

2 5 )曲线见图 4
.

除、一 。夕卜
,

其回转频率都大于 ,尚界车专速
.

JJ
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