
应用数学和力学
,

第 3 卷第 5 期 (198 2年 9 月)
A p p lie d M

a the m a t ie s o n d Me e h a n ie s
应用数学和力学编委会编

四川人民出版社出版
‘ 二二二

一
二 . ‘ 二‘二

方程带两参数的高阶椭圆型方程

一般边值问题的奇摄动

林 宗 池

(福建师大数学系
,

1980年 6 月比日收到)

摘 要

本文研究方程带两参数的高阶椭圆型方程一般边值问题解的渐近式的构造
.

用两参数表示法

给出渐近解的表达式和有关的余项估计
.

拓广了文〔1 〕和〔了 ]的结果
.

一
、

月U 舀

关于椭圆型方程的奇摄动问题
,

过去大多数是研究狄立克雷问题
‘” 一 “ ,

.

1 9 71 年
,

C
.

柯

姆斯托克开始应用两变量展开法研究了四阶椭圆型方程的混合边值问题
‘6 ’

.

19 7 8年
,

江福汝

提出应用两变量展开法直接构造边值问题的边界层项
‘“ ’,

简化了柯姆斯托克的工作
,

随后
,

江福汝和高汝熹又研究了高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
〔”

.

19 7 8年
,

作 者 亦 曾 用

M
.

H
.

B。。。 K 和 J’I
.

A
.

月。cT 叩 H 。二 的方法
,

研究了在边界和算子摄动的情况下
,

四阶椭

圆型方程和高阶椭圆型方程的一般边值问题的奇摄动
「‘’, ‘。’

.

本文将进一步研究方程带两个

参数的高阶椭圆型方程一般边值问题解的渐近式的构造
,

用两参数表示法给出渐近解的表达

式和有关的余项估计
.

我们考虑如下的含两个参数的 2(l十巾)阶椭圆型方程的一般边值问题 刁
。, , :
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的奇摄动
.

其中
。, “为相互依赖的正的小参数

,
口表示

n
维空间R

”

中的有界区域
, a口 表示 口

的边界
,

并假设a口是足够光滑
,
L0 表示 Zm 阶强椭圆型算子

:
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式中
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。

艺 C , (x )占“》 a 。

{省!
2 .
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a0 为正的常数
,

刀= (刀
; ,

⋯
,

几)
,

}刀! = 刀
:
+ ⋯ + 凡

; L : :
表示 2 (l+ m )阶强椭圆型算子

:
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⋯
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l
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⋯
,

l+ 。一 l) 表示边界微分算子
:

B 二乙 b孟
, ,
(x )皿

, o( 。 ,

( 2 (l+ 。 )一 z

式中句 ” (对为充分光滑的函数
,

在薄板和薄壳理论中
,

常遇到这一类边值问题
‘川

。

二
、

形 式 渐 近 解

假设边值问题 (1
.

1) 一(1
.

2 )存在唯一解 U
: , ,

任户
“十 ‘,

(万)和退化边值问题A
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L
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B
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1
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(劣 ) {。。 (了= 0 , z ,

⋯
, 。一

对任意充分光滑的函数j( x) 和以 x) 存在唯一的充分光滑的解U
。, 。

.

解存在的条件
.

)

在文【1 0] 中
,

讨论了这些

首先
,

我们在区域 口内构造问题A
, , ,

的解
,

鉴于问题A
。 , ,

包含两个形式参数
,

因此
,

假

定解 U
. , ,

也具有两个参数的如下的形式的渐近展式
:

U ., ,

~ 乙 云
/ 召 、p

一 ’ _ r

。
!

—
夕 己

’

月/ 。~ ‘, t
t 劣 )

\ 君 /
(2

.

1 )
价 . 0 ‘. 0

将 (2
.

1) 式代入方程 (1
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和 召的各次幂的系数

,
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方程带两参数的高阶椭圆型方程一般边值问题 的奇摄动

(i == 0 , l ,

⋯
,

p
;

p = l , 2 ,
·

⋯ )

在
_

L式以及以后的计算中
,

都将负下标的量取零 下面构造边界层项
.

在边界口口的邻域建立局部坐标系(p
, 切 )一 (p

,
中 ,

⋯
,

叭一 )
.

以 甲 = (沪
,

⋯
,

弘
一 ,

)

。口上的点的坐标
,

因此
, 户二 0表示边界ag

, 。< p ( 刀表示连接到边界的带形邻域
,

着法线到边 界的距离
.

在(p
,

切 )坐标系下
,

算子 乙
; , 。

月 有形式
:
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P 表示沿
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其中
a : ‘; , 。 ,

= a : r . , , 、 , 。 ,

⋯
, 。,

b
, . : 。 ,
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, 2 。 十 , 。 ,

⋯
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C
: 。

~ C
: . , 。,

⋯
, 。

.

在 。幻 的 刀邻域引进变量 t ,

令
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假定算子 乙
, , 。

的系数都是足够光滑的
,

在 p = O附近按 T ay 1Or 公式展开 (2
.

7) 式中的

每一个系数
,

得到
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a : 。, 十。、(p
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’a : 。, 、 , , , ,
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.
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式中
a Z。: , 。、
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, e ,
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其余系数均同样进行展开
,

并在 (2
.

4) 式中各个系数用其展开式替换
,

则得

(2
.

9 )
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其中 M
。
” a Z ‘, , 。)

(甲 ) D 于
“ + . , + C

Z二
( 甲)D 于

“

( 2
.

10 )

是关于 r的 2 ( z + 。 )阶的常系数常微分算子
.

而 M 。 (k = 1 , 2 ,

⋯
, n )

,
R

r , 、 ( r = 1 , 2 ,

⋯
, 2 1一 l ;

‘一 。
, 1 ,

⋯
, 。 )均为不高于 2 (l十 m ) 阶的变系数常微分算子

,

其系数为关于 t 的多项式
,

次 数

不超过 j( j( 哟 . 又 M
。 , : ,

尺
, 。 , : ,

(
, = 1

, 2 ,

⋯
,

21 一 l) 也为类似的变系数常微分算子
,

但 其

系数是关于 t 的光滑函数
.

由于经过以上的变换
,

算子 L
。 ,

几
。

的强椭圆性不变“ ‘,

因此
,

(一 l )
‘十 . a : ‘: , 。 , (甲 )> 0 (2

.

1 1 )

(一 z )
,
C

Z ,

(沪) > o ( 2
.

1 2 )

并由条件 (2
.

1 1)
、

(2
.

12 ) 知道
,

常微分算子 M
。

的特征方程
:

C
二

(义)二 a Z ‘: 十 。,

(切 )几么“
+ “ ,

+ C : 。
( 沪)几

2 ,
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.

1 3 )

存在 l个具有负实部的根“ 2 ’
.

假设边界层项具有下面形式
:

犷( t , 甲 )一: q
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一

丫
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‘ , ‘
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, , )
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其中 q 是待定常数
.

把上式 代 入 ( 2
·

9 ) 式
,

令誉
, 。 的各次幂项的 系 数 为 零

,

得 到 关 于 求 犷
。, 。

(‘
,

, )
,

厂卜
‘, ‘

( t , 甲)的递推方程
:

M
。
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(i二 0
,

l
,

⋯
,

力;
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。一‘, ‘,

是线性的
,

所以边值问题
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一
,

P
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2
,

⋯ )

P ~ 。
,
1

,

⋯ )应满足的边界条件
.

因 为 方程

(l
.

1) 一 (l
.

2) 的解 U
已 , 。

具有下面形式的渐近展开式
:
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将边界条件 ( 1
.

2) 用局部坐标 (p
, 甲) 表示出

:
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⋯
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,

再根据 (2
.
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,
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,
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B
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,
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:
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⋯
,

l十 。一 1 )和川 = l的情形 (关于其他
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,
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, 1 ,

⋯
,

p )

N + . + J一 1

Z 人 l。。 = 一。 ,

乙
户· N 丰 2

一鑫(
H “

。)
+ ·

H ‘
。’

)(誊)
’一 ’·‘

F
,

一’
。

一
丫。‘“

, “, ·’

凡
一 :

Z ,
吞口

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯ ⋯
诊 . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

一(鑫
一H ‘” )

对 + . + 宜一 l

乙
户一刀

吞 / 川
,

一
; ,

台、下 /
‘ ; 卜

. , ,

⋯

口口 ~ y。 一 :
( e , 召, 甲) ( 2

.

2 5 )

B
o

Z ,
!
。。 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . .

⋯⋯

口‘
十。 一 ,

Z *
1
。。二 0
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从上面的讨论中可以看出展开式 (2
.

x6 ) 中的 矛厂。 , 。

(x )
,

研
, ,

(x )和厂
。, 。

(r
, 切 )

, 厂
‘ , ,

(t
, 甲)

是分别由递推方程 (2
.

2)
,

(2
.

3) 和边 界条件 (2
.

21 )
,

(2
.

2 3 ) 以及递推方程 (2
.

14)
,

(2
.

15 ) 和初值条件 (2
.

2 2)
,

(2
.

2 4) 的解而得到
.

其求解程序规定如下
:

首先求出 沙
。 , 。

(x)
,

接着求 厂。 , 。

(t
, 切)

.

对于 那
, ,

(劝
,

犷
, , ,
(t

, 沪)
:

( l ) 二 者 均 按其

下标和 (‘+ j) 的大小
,

依次从小到大求解
.

( 2 ) 在求相同下 标 和 (i + j) 的 班
‘, ,

(劝 和

厂
. , ,

(t
, 砂 )时

,

先求第二个下标为零的
,

即 才
. , 。

(劝
, 厂

, 。

(t
,

切 ); 次之
,

求第一个 下 标 为 零

的
,

即 川
。 , ,

(x )
,

犷0, ,

(t
, 甲 )

,

然后按第一个下标依次递减求解
.

( 3 ) 在程序 ( 2 ) 的求解

过程中
,

按 附
‘, ,

(x) 和 厂
. , ,

(t
, 甲 )的下标数相同的交替进行

,

先求 尸
. , ,

(x)
,

后求 厂
. , ,

(t
, 尹 )

.

( 4 ) 当下标数之和(i + j) > N 时
,

转为求 I,’
, ,
(t

, 孕)
,

此时认为 川
, , ,

(习 三 0
.

例如
,

我们可由退化边值问题
:

L
。

附
。, 。
= f(二) (2

.

2 )

B
,

附
。 , 。

I
。。二 g ,

(甲 ) (2
.

2 1 )

求得解 才
。, 。

(x)
,

其后
,

又可以在边界邻域
,

求问题
:

M
。
犷

。, 。
== 0 (2

.

14 )

H 舀
. ,
犷

。, 。

(0
, 甲) == g 。

(切)一B
二

才
。 , 。

(o
, 职)

{ (2
.

2 2 )

H 占
” + 口 ,

犷
。 , 。

(o
, 卯)二 0

的解 犷
。

(t
,

初
.

将特征方程 (2
.

1 3 )的 l个负实部的根记为
:

有如下形式
:

一 几
: ,

⋯
,

一几。
,

此时解 厂
。, 。

(t
, 甲 )

犷
。 , 。

(t
, 甲)二 兄 C

,

(甲)e
一入了‘

式 中系数 C
‘

〔尹)
,

(j= 1 , 2 ,

⋯
,

l) 由初值条件 (2
.

2 2) 唯一确定
.

由 0
.

B
.

F y ce B a ‘’“’的文章可知
,

退化问题 A
。

有充分光滑的解
,

这样就保证了 第一迭

代过程能够进行
.

因此
,

按照上述规定的求解程序
,

可类似地确 定 才
, ‘
(x) 和 犷

‘ , ,

(t
,

叻
,

关于 犷
‘, ,

(t
,

司的结构形式
,

据第二迭代过程的递推方程 (2
.

1 5) 知道
,

其非 齐 次 项形

女口
:

艺 p
‘, , , ,

(t
, 中)e

一入
·

‘ (2
.

2 6 )

其中 P
, , , , ,

(t
, 切)为 t 的多项式

.

因此
,

由选择系数法可 以求得具有 与 (2
.

26 ) 相 同形式的特

解 厂代
,

(t
,

初
.

于是其一般解为

犷
‘, ,

(t
, 甲)= 犷竺

,

(t
, 中) + 兄 b (砂 )e

一 入
·

‘

其中系数 b
r

(甲)
,

(: = 1 , 2 ,

⋯
,

l) 可由初值条件 (2
.

24 ) 唯一确定
.

上面求得的 厂
‘, ,

(t
,

叫
,

(i
,

j二 。
, l,

⋯
,

N + 。 + l一 1) 只是在边 界的 冲领域有 定 义
.

为了

得到在整个区域 口有定义的边界层型函数
,

引进光滑函数 少 (x ) 任C 一 (刃)
,

它在边界的 , ,邻
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~ 二 、 ,

* ~ 、
、r , 。

一
_

, l 、
L

, 、
.

~
。
一

, r, , _ _ 、

,
.

侧
.

‘ 少p 斗狡令但
,
曰 V 浪尸久万刀浏 井凡门且 1 个目 V 浪 岁 L潇 )浪 l,

O

厂卜
‘, ‘

= 梦 (劣)厂
, 一 , , ‘

(i= 0
, l ,

⋯
,
p ; p = 0 , z ,

⋯
,

N + 。 + l一 l)

则函数护卜
‘, ‘

为在整个区域。 上有定义的边界层型函数
,

并且在边界的粤
。邻域内夕

, 一 , ,

一
口

犷, 一‘, ‘ ,

因此问题 A
。 , ,

具有N 次形式渐近解如下
:

川 自
, . : r

一 一
/ U 、P 一 ‘

, , 廿
_

二竺, 、
.

、
’

r
es
二一 .

~
‘’,

一 子州 子州 \己 /
P一 即 ‘一 U

拟+ t干 . 一
e ‘

附卜
, , ‘

+ 。“ 十’

乙
户一 0

召‘F卜
‘, ‘

(2
.

2 7 )
召一"

,

习i-0

三
、

余 项 估 计

下面将导出摄动问题的精确解 U
: , ,

(x) 与所求的N 次形式渐近解 U 饥
,

之 间 的 余 项 的

估计
.

为书写方便
,

记 (2
.

27 )式中

脚 p

班告
, ·

“ , 一

冤买(誊)
尸 一

’

·‘

才
。

一

N + 祖+ 价 一 l

丈f二丫
一 ‘

几而 、 己 /

召‘犷一
‘, ,

乙P-0仁犷召 ~
。, +l

于 . , 邵 ~

于是当 戈 〔口 时
,

由递推方程 (2
.

2 )
, .

3 )得到
:

拌一
e

,

乙l-0
,

乙
L

. , 。

平令
, ,
= f (x ) +

。名‘ e ‘

L 2 .
牙

, 一 ‘, ‘

P一N + 1 一 Zr

召一
。

,

E间
、

乙
2 口一l

+ 乙 留 “ L
,

附
, 一‘, ,

尸. 1 P . N + 1 一 2尸

一“二 , +

(誉
+ ·

)
“ ‘ ’

〔一 (誊
+ ·

)
一 么‘ +

艺
;

·

(誉
+ ·

)
一’r

]
。

,

(X )
(3

.

1 )

其中少
:

(二 )= o (l)
,

以口。表示边界的d邻域
,

当 二 任g \。
, 时

,

由于夕卜
‘, ‘

(t
, 甲 )= o

, ‘二 o
,

1 ,

p ; 力= 0 , a,

⋯N + m + l一 1 )则

乙
。 , ,

夕罗
, ,
= o

(3
.

2 )

‘ 〔认\口如时
,

则

�当

L一 户‘
,

一
:

一【M
。

+
付午仍 干 1

一 、
‘
+

蓉笔
’

(省
一

)
r

一 R 一
〕户气一

少
2
‘· ,

艺h-l
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其 中 小
2

(二 )= O (l)
,

M 为任意正的自然数
.

又当

“ C气尹
,

则汽
一气一 所以 由递推方程 (2. 14 ), (2

·

15 )得

阿 + 曰 + 稼
M

‘+

蓉瞥
‘

(髻)
护

一 R 一
]夕
“

, ·

乙k-l
。

一 {M
。
+

_ 。

一 {
陀 干爪 + - 2 1 一 V + 价 + -

M
。
+ 乙 砂 M

*
+ 乙

几一 1 了一 1

‘竺、
\ 己 /

已*
R

, , 。

〕
犷伙

·

乙.-0

_ 。

一 {
N 千价 + r 一 。

:烹{
。

(誉)
’一 ‘ “‘

厂
’一 ‘’‘

乙,-j

、.‘李
」,

I
J

口,

2矛~ I N + 吊 +

+ 乙
f . 1

(誉)
’

一 ,

蒸
_ 。

[叠(警)
’一 ‘

召‘

R
r , *
厂

。-

乙回

乙r-l
r.
...L+加+N、、2.产

_ :

一 (
八 + 而 + 了

竺+ 。

e

。‘

r少
+ 。

、
一 “

\ 七 /

、.声

X
了.、

3巾
飞
且

IJ旧一、
12

矛

召+
拼己

了/.、、
‘

自

召

、、,.
口

/户己/了‘、、�乙*-0
V2 1 一 1

+ E ( 3
.

3 )
r 一l

其 中 巾
3

(二 ) 一O ( 1)
.

综合 ( 3
.

2 )一 ( 3
.

3 )得到

L
: , ;

U答
, , == f (二 ) 一 G (

。 ,

召)巾
;

(二 ) 二 〔 口 ( 3
.

4 )

其中

叻
‘

(二 ) == O ( 1 )

‘(“
,

一 {
召N + , ,

当
拼

e 2
、口

,

当 。、 O 时
,

O( 月( co
.

(誉)
“

〔
·+

一 (警)
’“

〕
,

当代
一。 co

,

君 -
( e 、0时 )

因此
,

用Z N 表示U
; , ,

与 U夸
, 。

U
: , ,

=

的余项
,

即

U 召
, 尸
十 Z 、 (3

.

5 )

由 ( 3
.

4 )和边值条件( 2
‘

25 )得到关于 Z 二 的边值问题
:

L
: , , 艺 、

一 G (。
, 召)巾

‘

( x ) x 任口

B
,
Z

、

{
。。= 下

,

( : , 召 , 甲)
,

( j= o , z ,

⋯
, m + l一 1 )

其中当 j》二 时
, 丫,

(。
, 拼

,

初二 O

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

以 2 、 表示在。。上满足边值条件 ( 3
.

7 )的 c
“ ‘二 十 ‘, (豆 ) 中的函数和成立

:

Z
、

= G (￡
,
召) 尸 ( % ) ( 3

.

8 )

其中 P ( x )“O ( l )
,

作函数
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艺
, 二 Z 、一易 (3

.

9)

则Z 、
确定于下面的齐次边值 问 题

:

L
。 , 。

Z 二二G (:
, 召)少 (x )

, 、 〔口 (3 10 )

B
,

乞
、
I
。。二 o

,

(, 二 o
, l

,

⋯
,

。 + l一 l) (3
.

1 1 )

其中 巾 (, )二 0 (1 )

假定 当 。< 。( 匀
,

O< # ( 拼
。

时
,

算子 L B,
,

有一致有界的逆算 子 L ;,l
。 ,

即对于满足边值

条件 (3
.

11 ) 的任意函数 才 〔C
Z ‘”

”

(动
,

成立

1IL
: , 。

研 }l
: : 》K

。

}】班 11
: 2

其中 K
。

是正的常数
,

则

I}Z
,
11
: 2簇K

I
G (。

, 召)

并由 (3
.

8 ) 得到

112
二
1}
: :
( K : G (

。, 拌)

故得

112
,
11
: 2 ( 112

* 一 Z ,
}l
: : + l}Z

、
11
: 2

( K
3
G (e

, 拼)

以上 K
: ,

K
: ,

K
:

均为正的常数
.

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

四
、

结 论

综合前面各个部分结果
,

即有下而的两个定理
:

定理 1
.

假设成立如下条件
:

1) 算子 L
。

和 L : ,

分别为 2。 和 2 (m + I) 阶的强椭圆型算子
,

算子 L
,

(
, = 1 ,

2. 二 ,

21 一 l)

为不高于 2 。 + , 阶的线性偏微分算子
.

幻 问题 A 。
,

和 A
。

的参数
,

即算子 Lr
,

(r = O
, 1 ,

⋯
,

21 )的系数
,

函数 j( 幻
,

边 界 a口

都是充分光滑的
.

3 ) 问题 月
。

的解存在且唯一
4 ) 算子 Le

, ,

有一致有界的逆算子L刁
,
(如前定义)

.

5) 。, 召为互相依赖的小参数
,

并 且誊令
“(‘, “,

,

则问题 A
。, ,

的解 U
: , ,

(二) 有如 下的

渐近式 :

召‘犷卜
‘, ‘

+ Z 孙 (4
.

1 )
拼一君

,

乙t-0
乙P-0

可 p

U

一溉买(苦)
’ 一’ ·‘

班
,

一+ “’ ‘ ’
N + . + I一 l

其中 体
。, 。

(x) 是退化边值问题 月
。

的 解 , 才 卜
, , ‘

(P二 1 , 2 ,

⋯
,

N ; f= O , 1 ,

⋯
,

川 由 递 推 方 程

(2
.

3 ) 和边值条件 (2
.

2 3 ) 确定
, F 卜

‘, ,

(t
, 卯)= 岁 (% )犷卜

, , 、

(P = 0 , 1 ,

⋯
,

N + m + l一 z ;

‘== O, 1
,

⋯
, P )

,

其中 犷卜
‘, ‘

(t
, 甲)是边界层函数

,

由递推方程 (2
.

14 )
,

(2
.

15 ) 和初值条件

‘2
·

2 2 ,
,

‘2
·

, ‘, 确定
·

Z N
是余项

·

若奋峥。 (: 令”) 。、刀< OO
,

贝。有如下的余项估计式
:
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}12
、
!}
、: = O (e万“ )

65 1

(4
.

2 )

对于
誊
令一 (。。 O时 ) 的情形

,

我们将讨论一种特殊情况
,

即 “= 。’ 十 “

(O< a < l) 这时有

。
’

(。
, 召) = e ‘ “(: + e 一 ’“ 一 “’ + “

“ ‘

)

扭

汀
~

, _ , , 、 、

明一 1

以
“ 一 ‘ ’

), 白 而习 长 a 戈
一

谕

O (c
“N 子‘

)
,

当
tn + I (

a < 1
。

l
‘‘.
,
.t

一一

因此
,

有如下结果
:

定理2
.

在定理 , 的假设条件 , )一5 ) 之下
,

若 , 一 , 二
,

{
一

望下{ <
。< ,

、
,

则 问 题
、 了“ 州- ‘ /

刁
。 , ,

的解 U
。 , ,

仍有形式渐近解 (4
.

1)
,

而其余项 Z 、 成立如下估计式
:

1!Z
二
}1
: : = }

。“
’“
’

,

’

罚
一

< “ <

默
! 。

, 。 、、 , 、 、 r ,

tn 十 1 , ,
.

l 以气己一
’

一

j’ 曰 一二二下万
.

气 a < 、 i

几 刀‘, - ‘

最后指出一点
,

当摄动算子的最高阶项算子 乙
2 、

所含参数
。与低阶项算子 L

,

(r ~ l , 2 ,

⋯

2‘一 1 ,所含参数 。满足譬一
。 (。今。)的}青况 此刚

一

摄动问题A
· , ·

为 自然正贝。退化
·

而在文‘, ,

中所讨论的
e “召的情况

,

一般地
,

不具有自然正则退化性
.
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Ab str扭o t

w e e o 牡s id e r e o n s t r u e tio n o f a sym pt o t ie e x p r e s sio n o f s o lu t io n o f

tw o 一Pa r a m e te r
.

g e n e r a l

b o u n d a ry v a lu e Pr o ble m

th e u si n g o f th e m e th o d

e s tim a tio n e o r r e sPo n d in g

a n d L 7 」
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fo r hig h e r 一 o rd e r

o f tw o 一 p a r a m e te r

e lliPtie e q u a t io n e o n ta in in g W ith

e x Pr e s sio n , a s ym p to t ie e x p re s s io n o f so lu t io n a n d

r e m a in d e r te r m a r e g iv e n .

T he s e r e su lt s a r e th e e x te n s io n o o f [ 1 ]


