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摘 要

本文综述了我国近年来加权残数法用于固体力学的进展情况 加权残数法是一种解微分 方 程
式的近 似解 法

,

广泛地用于流体力学
、

热交换问题等
.

于国内
,

由于需要
,

近年来发展此法用于

固体力学问题
,

发现 有 较多优点
.

文章简单地介绍此法之后
,

即综述此法用 于杆
、

板
、

壳
、

网 壳
、

弹 性 力 学 二 维 及三 维问

题
,

有关泛函研究
,

收敛性问题
,

配点地位问题
,

试函数研究
,

样条函数及梁函数的应 用
,

非线

性问题及于时 间领域内的应用等
.

作者总结过去
,

提出了几个加权残数法今后需要研究的课题的建议
.

一
、

引 言

加权残数法 (下简称 MW R ) 是一种求微分方程近似解的数学方法
,

一直用于解 流体力

学
、

热交换及化工等问题 “’‘“’‘”’
.

国内由于寻求新的数值方法的需要于 1 9 7 8 年开始研究用于

固体 力学川
〔”’

.

由于这种方法具有方法原理的统一性
、

应用的 广 泛性
、

不依赖于变分原理
、

工作量小
、

程序简单
、

准确便捷及误差可知等优点
,

国内计算力学工作者予 以研究开发
,

已

在弹性力学
、

板壳结构
、

泛函研究
、

试函数及非线性问题
、

动力问题 等方面有 了 广 泛的成

果
.

作者认为
,

及时总结
,

提出一些未来的课题的建议是需要的
.

二
、

方 法 概 述

加权残数法是直接从应用科学中的控制微分方程式求得近似解的数学方法
.

程科学问题的控制微分方程式及边界条件分别为
:

F u 一f = O 〔厂域)

G u 一 g = o (S边界面 )

“为待求函数
,

F 及G 为微分算子
,

f及 g 为不含
“ 之项

.

我们假设一个试函数为
:

如有某一工

(2
.

1 )

(2
.

2 )

‘二乙
c ‘

凡 (2
.

3 )

其中
c ‘

为待定系数
,

N
‘

为试函数项
,

将 (2
.

3) 引入(2
.

1)(2
.

2) 之后
,

一般不会满足
,

于是

分别出现了内部残数R
,

及边界残数R 。 :

737
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R 一尸订一 f笋 0

R b = G 百一 g 护 0

次 达

(2
.

4 )

为了消灭残数
,

我们应用了内部权函数才
‘

及边界权函数研
。,

及消除边界残数方程式
:

了2
.

5 )

列出了消除内部残数的方程式

}
; R

、

研
‘

d 厂一 。

{
s R ‘
牙

‘d s 一 。

(2
.

6 )

(2
.

7 )

据此得到代数方程组可以解求待定系数
。‘

(‘= 1
.

2 ,

⋯
, ”)

,

于是获得了近似解
.

若 (2
.

3 )已满足(2
.

2 )则仅须应用 (2
.

6 )以消灭残数
,

这种方法称为内部法 若 (2
.

3 )已满

足 (2
.

1)则仅须用(2
.

7 )消灭残数
,

这是边界法 若 (2
.

3) 既不满足 (2
.

1) 又不满足 (2
.

2 )
,

这

是混合法
.

按权函数的形式分
,

加权残数法有五种基本方法 “’:

表1 加权残数法的基本方法

附附 注注

(((i~ 1
,

2
, ·

⋯
”
)))

开开D ir a e△函数 (s, 1
,

2
.

⋯
,
n )))

牙牙一 {; {恕{{{

注
: x 可以是一维的或多维的

.

上列基本方法可以组合使用如最小二乘配点法
,

子域伽辽金法等
.

于最小二乘配点法中

以域 厂 中配点坐标代入
,

R
.

见 (2
.

4)
,

以边界配点坐标代入
,

R
。

见 (2
.

5 )
,

列出 矩 阵方

程式
:

R = B C一 e (2
.

8 )

为其中R为
:

R = {凡 (c , 戈 ,

)⋯ R
:

(c ,

翔 )
,

研 R
。

(c , 戈‘, 、

)⋯牙尸
。(c , 二 ,

)冬T (2
.

9 )

班
、 _

_ ,

_
_

⋯
_

‘

_
‘

二 _
_ _ _

_ _ _
_

_ 一 _

牙 = 飞淤
,

C为系数。的列矩阵
,

B为其系数矩阵
, “
为不含“的列矩阵

·

组成 R 了R 式求其最

小值可得
:

B TB C二 B 7 e (2
.

10 )

据此可以编程序计算得
c ; .

此法称为离散型最小二乘法
’吕, .

三
、

国内加权残数法研究工作的进展

内部法及混合法计算杆
、

板问题

加权残数法用于杆件弯曲扭转稳定及应力波传播等问题见 f4〕
.

国内首次应用离散型最小二乘法分析薄板弯曲问题系混合法型
〔巧’,

试函数为一双重幂级
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数

肠 二 兄 习 C
吊

一

片
·

孙 (3
.

1 )
仇 一 0 2落 . 0

其中一符号表示无景纲量
.

具体计算了五种边界的矩形板
,

四边简支板
、

四 i红固定板
、

三边

简支一边 自由
、

三边固定一边自由
、

二对边简支另二对边自由
.

与解析解的结果
‘6 ’比较

,

板中

点挠度及弯矩的误差依次为
: 0

.

0 7 3 9 形
, 0

.

0 2 0 8多 ; 0
.

2 37 拓
, 0

.

2 92 形
;

1
.

5 5形
, 0

.

7 6 形
;

0 形
,

2
·

7 形 ; 0
.

7 6多
,

o拓 〔“ , ‘, 3
.

2
.

边界法及半混合法分析壳体

国内
,

北京中国建筑科学研究院何广乾及张维岳用最小二乘边界配点法分析板壳强度取

得成功
‘6 ’

.

他们先求扁壳控制微分方程式
:

俨 , + 。v : ; 一分 (3
.

2 )

的齐次解及特解 以满足内部
,

然后于边界上适当配点用最小二乘法解算
,

于 (3
.

2 )式中甲为应

。

_
、 , , , 。

1 2
。 、 , ‘ 。 _ ~ _ 。

_ 二 六

~
.

~ ~
,

~
_

~ ~
、 , 、 , _

一 小 .、

~
, 、

_

~
_

一
, _ 、 , , 、

力函数
,

K
么
= 弓是

- ,

V 孟为一般扁壳中含常曲率 掩
,

及左
:

的算子
, :
为法向载荷集度而 D 为抗/ J 卜曰

从
’

一 h
Z ’ v 左 / 护 ’J人 ’r门 2 。

一

’
一

目
’‘J ’

川
一 1 一 ’ . 1

~
” 艺 ” 砂

一
J ’ 一 / J ’

伯
’曰J

侧
’, 刀、~

’‘叼
一 / 砂 J, “

弯刚度
.

齐次解及特解为
:

中= R e

E 乙怀
,

(3
.

3 )
仍 . 1 了一 l

辛。 = j百刀2寸
/ 男心

.

夕4

几~ ~

j 三 ~ r 砂二i

、 尺 呀 母 牙
(3

.

4 )

式中中
。

是含4二个待定系数的复数形式的指数函数
,

于边界上配32 。个点即可求出 32 m 个实数

系数
‘

作者具体解算了扭壳及四坡顶扭壳问题
.

浙江大学薛德明
、

唐锦春
、

郭鼎康应用了离散型最小二乘半混合法分析了圆柱形网壳的

强度
‘。’,

网壳的控制微分方程式已化为正交异性圆柱形薄壳的三个位移法微分方程式
,

他们

用的试函数满足一部份边界条件
:

、..........‘了....哥..

u二 E 乙 且
‘, ,

‘一 ‘s in j二二 / l
,

‘一 x z 二 玉, s , .

石 乙 B
. , , 一‘e o sj二二/ l

=
l, “ ,

⋯
(3

.

5 )

乙
玄犷 1 2 . 1

二 C
、,
犷

一 ’

co sj’。/l
, 3 , 二

其中 l为壳的长度
.

由于对称
,

他们编 制了T Q 1 6
一
B心Y语言程序计算了 1/ 4 壳体

,

计算结果

与铁氏‘“〕的解较为接近
.

3
.

弹性力学二维问题 及三纷问题

西南交通大学徐文焕及陈虫L用离散型最小二乘边界法分析弹性力学平 面 问题“ “’,

用于



74 9 次 达

问题的控制微分方程式v场= 0 的试函数为
:

‘一

户{
‘c

:
!

一
卜C

‘2

一
十C

‘3“一
’
+ ‘

4 “一
“ 1
” S ‘

一

+ (C
‘6 e a , ,

+ C
‘。e 一 a , ,

+ C
.
7夕e a , y

+ C
f。夕e 一 a : y

)e o sa , x

+ (C
‘。e a Z‘

+ C
‘; 。e 一 a Z ,

+ C
‘, ; x e a Z ,

+ C
‘, Ze 一 a Z“

)sin a Z梦

+ (C
‘; : e a Z‘

+ C
‘, 4 e 一 a Z ‘

+ C
‘1 6 x e a Z ,

+ C
‘l o e 一 a Z “

)e o sa Z夕 (3
.

6 )

式中a ,
“ 。二/a

, a : 二 n 二/b
, a 及 b 为平面体二及 夕方向的尺寸

.

具体计算了矩形板及三角板的

平面问题
, n = 3 即已准确

.

陈虫L曾应用离散型最小二乘法解弹性力学三维问题
‘川

。

4
.

方差泛函理论探讨及最小二乘法收敛问题

最小二乘法虽然回避了泛函变分问题
,

然而根据后者的概念去探讨方法的基础理论实质

是很有裨益的
.

Fi nl a
ys ol : 于【1] 中已研究了方差泛函

:

‘(·)一

{
。 (F一了)

Z
d 犷 (3

.

7 )

并建立起收敛性定理
.

我国七机部邱吉宝“ “J
扩大了(3

.

7 )的概念形成了较为广 泛的方差泛函
:

“
·

, 一

}
; R

‘2

研
‘

d V +

石}
: R ‘2

研
‘ d s

(3
.

8 )

式中R
‘

及尸。见 (2
.

6)
,

(2
.

7 )
.

经过探讨
,

得出结论
: (1) 1 (们有极小值

; 极值条件也是占I(u) = o
,

极小值为零
; (2 )

取I(u) 极小值等价于解控制微分方程式
;

(3 )方差泛函系二次正定
;

(4) 构成方差泛函 时未限

制微分方程
,

因此线性及非线性微分方程都可解
; (5) 将里兹法用于方差泛函即得到最小二

乘法
,

于是关于里兹法的收敛性结论也适用于最小二乘法
.

5
.

酉己点地位问题

邱吉宝于〔1幻中提出高斯配点离散型最小二乘法
.

这种方法如果任意配点即有一定的盲

目性
,

计算结果即散漫无定
.

如果按高斯配点则可以提高计算精度
,

还可以减少配点数
.

他

将试函数 百= NC 引入 (3
.

8) 式得 !(c) 二C 犷KC 一 Z C 了P十 d 由极值条件 盯 = O 可得
:

KC = P (3
.

9 )

K
,

P
,

d 都是积分式可以应用二维高斯积分式处理
.

J
rr少业望“

r币“6
.

试函数的选择

作者认为MW R 的试函数有三类
: ( 1 ) 内部法试函数 (满足边界条件)

,

( 2 ) 边 界

法试函数 (满足内部微分方程)
,

( 3 ) 混合法试函数 (两者都不满足 )
.

湖南大学王磊提 出四种内部法试函数
:

梁振动函数
,

样条函数
,

柱稳定函数及三角级数

多项式
‘’3 ’,

前二种国内已经在应用
.

边界法试函数最好从控制微分方程解析解中得到如【s j〔1 0〕
,

混合法试函数有双重幂级

数
‘“’‘7 ’及幂级数项与三角级数的乘积

t“’
等

.
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了
.

样条函数及梁函数的应用
,

板非线性问题

广西大学秦荣于 1 9 81 年春写成资料
: “

样条加权残数法
”

及
“

样条能量配点法
”

是国内

外首先研究样条函数用于MW R 比较全面系统的工作
【弓 ’‘“」,

用于薄板弯曲问题的挠度试 函 数

是
:

。= E 乙 尹
‘

,必
‘

(二 )功
,

(g ) (3
.

1 0 )

式中认 ,
为待定系数

,

功
‘

(劝及劝
, (妇是五次 B 样条函数

,

也可以换成为梁函数
.

他又发展了加

权残数法的类型及将能量原理引入MW R 方法中
.

合肥大学焦兆平
〔‘“’也以梁函数及样条函数用于板弯问题

.

同济大单陈子栗
〔’7 1

应用了梁函数于离散型最小二乘法中解薄板线性及非线性弯 曲 问 题

获得成功
,

薄板的挠度试函数表示为
:

汤= E 艺式J
.

(勤玖(脚 (3
.

1 1 )
勿 一 1 ff . 1

其中A , 为待定系数
,

X
。

(幻及玖 (功是梁函数
.

于几何非线性板弯曲问题中
,

他用了 L o
ve

n ·

be r了一

M a r g u a r d t法求解与 L e v了的解很为接近
‘’8 ’.

8
.

加权残数法有限元问题

有限元法的长处在于能解形体复杂的结构问题
.

然而在连续体应力变化剧烈处只能采取

细化网格的做法
,

导致众多自由度及巨大工作量
.

于 MW R 中试函数可以参考已有解析解选

取可以应用于应力剧烈变化处
,

但方法往往限于形状简单的结构物
.

二者方法相互结合可以

相互弥补
,

扬长避短
.

邱吉宝于〔1 2 )中将连续体分为若干分块
,

然后在分块邻边之间消灭残差
.

他已编就板弯

曲通用程序
,

效果良好
.

二机部谷芬毓“ “’
应用最小二乘法配置有限元

,

用节点参数法解算了一维及二维问题
,

效

果 良好
.

9
.

加权残数法用于时间领域及有限条法

同济大学金瑞椿
LZ 。’

应用M W R 的概念统一处理解决结构物动力响应问题的逐步积分沙单

步格式
,

提出一种新的积分格式具有改进精度及无条件稳定等优点
,

已用于非线性地震响应

问题
,

这是首次将MW R 用于时间领域
.

天津大学赵祖武将MW R 用于从有限条法解薄板弯曲及柱体扭转问题的微分方程中得到

较好的刚度矩阵
t“‘’.

四
、

结 论

国内固体力学加权残数法研究 自1 9 7 8年以来发展较多
,

已逐渐形成一个新的计算力学领

域 过去的大部份研究工作系在连续体线性平衡问题方面
,

个别工作已有深入研 究 方 法 本

质
,

接触刊非线性问题及动力学问题等
.

结合到
“
四化

”

需要
,

个人认为如果加权残数去能

在 厂
, ,

弓儿方面进行研究 洋出尽: 绩是很有裨益灼
:

( 1 ) 复杂几何形状弹性体的 平 衡 门 越
,
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( 2 ) 几何的及物理的非线性问题
,

( 3 ) MW R 有限元问题
,

( 4 ) 弹性体动力学 问 题
,

( 5 ) 弹性力学奇异性问题
,

( 6 ) 流体及固体相互作用间题
.

文中收集情况限于 198 1年为止
,

有不全面处及欠妥之处
,

请提出批评指正
.
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