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摘 要

摄动法是解决非线性连续介质力学问题的一种有效方法
.

这种方法是建立在该问题的线性 解 析解
的基础上的

,

因此
,

若得不到一个简单的解析解
,

应用这种方法去解决一些复杂的非线性问题将 遇 到

困难
.

有限元法对解非线性问题也是一种十分有用的工具
,

然而一般来说
,

它需要相当长的计算时间
.

本文介绍摄动有限元法
.

这种方法吸取上述两种方法的优点
,

能够解决更复杂的非线性 问 题
,

而

且也能大量节省计算机的计算时间
.

本文讨论了比例加载下的弹塑性力学问题
,

并提出一个带孔拉板的数值解
.

一
、

引 言

建立在线性解基础上的摄动法是解决非线性连续介质力学问题的一种比较有效的 方法
.

然而
,

由于问题的边界条件比较复杂
,

人们往往得不到一个简单的解析线性解
,

因此摄动法

的应用受到一定的限制
.

自有限元出现和发展后
,

大量复杂的非线性问题更多地依赖这种方

法的数值分析
.

然而这 种方法往往需要大量的计算时间
,

也常常会出现迭代计算过程中不收

敛的现象
.

把摄动法和有限元法联合起来
,

吸取这两种方法的优点
,

成为一种新的方法
,

将

会更顺利地解决更复杂的非线性问题
。

关于摄动有限元法的讨论
,

目前在国内外文献中尚不多见
.

19 68年T ho m p s
on 和W al ke

r

最早提出离散结构的摄动分析的概念
, ‘’,

并以此计 算了 一 个 梁 的 大 挠 度 问 题
.

19 7 4年

G al la g he : 也曾用此概念分析了在载荷增量下的几何非线性问题以及临界点的计算 问 题‘2 , .

1 9 7 6 年 日本学者 Y 。k 。。
,

N a k a m u r a ,
u e ta n i 曾 以增量摄动法解决弹塑性结构的大变形问

‘

题〔“’.

这种增量法实质上是把过去在有限元法中所引用的分段线性加载方法改 为 非 线 性加

载
.

一般认为
,

在线性基础上的摄动理论
,

只能应用于偏离线性不大的非线性问题
‘

而在载

荷增加的过程中
,

只要增量是足够微小
,

都可以 认 为 问 题 的 非 线 性 是 不 大 的
.

因此
,

G al la g he r 及 Y o k oo 等引用增量摄动法求解是成功的
.

这种增量摄动法对研究非比例加载的

弹塑性问题和稳定性问题看来是必要的
,

但这种方法还不能节省大量的计算时间
.

本文联合摄动法和有限元法
,

即在变分法中引入摄动过程
,

并用有限元法求解变分摄动

方程
,

解决了弹塑性全量理论中应力应变分析问题
。

由于引入应力
一

应变幂级数
,

使摄 动 法

扩大应用到偏离线性规律较大的非线性问题中
.

用这科方法可以大大缩短计算时间
,

也不会

出现迭代计算不收敛的现象
。

朴 钱伟长推荐
.
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本文导出弹塑性平面应力问题的摄动有限元法的全部公式
,

具体计算了带孔拉板的弹塑

性应力
.

计算结果与实验结果比较
,

两者符合很好
.

二
、

变分法中的摄动过程

/
‘

沪图

1
.

弹塑性全量理论的基本方程

对弹塑性的受力物体 (图 1 ) 以灭‘表示物

侧: 上任一点A 的笛卡尔坐标
, a ‘

表示该点的位

移分量
。

引入无量纲量
:

二‘二灭‘/ L

u ‘= a .
/ L

其中 L 为物体的一个特征尺寸
.

于是无量纲的

应变分量将表示为

l ,

召‘才=
~
二不

~

L“‘, 了一材了, ‘少
‘

(2
.

1)

它是一个小变形理论公式
。

物体上一点的应变偏量和应变强度分别为
e‘, = 。 . , 一 : 占‘,

厂= 斌落瓦
‘

云下一

其中
。
为单位体积改变

,

即

l
e = 了

￡“

(2
.

2)

(2
.

3 )

(2
.

4 )

d ‘, 为 K ro n ee k e r
符号

,

己‘, =
= I

笋j

设物体上任一点的应力为 J
‘, ,

其应力偏量

厅补= J 月一 J山,

式中J 为平均应力
,

即

‘一
静

“

根据塑性理论
,

一般认为物体的体积改变是弹性的
,

即

J 二 二

3K (2
.

5 )

其中 E 为材料的弹性模量
; p
为波桑系数

.

引入无量纲量后
,

得

伪 , = 民 ,/ 3K (2
.

6)

口 = 了伪
‘ (2

.

7 )

a 二, == a ‘, 一时
‘I

口= 夕

(2
.

8 )

(2 9)
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物体任一点的应力强度用 S 表示
.

引入无量纲量 S = S 邝K
,

得

S , 斌万丁万万

弹塑性全量理论的应力
一

应变关系可表为

(2
.

10 )

。、, 一

辛
·、, 一。。、,

(2
.

2 一)

其中召是应变状态的函数
。

设夕
‘
表示物体边界力

,

动表示边界面
,

口
。

表示受力的边界面面积
,

夕表示物体的体积
,

则最小位能原理为
‘“ 一

{
, J ‘, ““ , “夕一

}
。,

夕
。
占。

‘
“‘夕一 。

令F ‘= 夕
‘
/s K

,
犷二诊/尸

,
。 = 刃/刀

,

得
。

/ 刀 \ f
。 . , ,

f 一
。 ,

。
。
气万灭更

渔

/ 一 l
。口“ ”8 ‘, “厂 一 }

。 。
厂 ‘。“‘a ‘J一 。 (2

.

1 2 )

2
.

应力强度和应变强度的关系

关于弹塑性物体的应力强度和应变强度关系
,

T ri fan 于 1 9 4 8 年曾建议用幂 级 数 的 形

式 “’
。

古国纪
、

顾求林等也曾应用这规律解决过一些弹塑性问题
〔”” 【“’.

在 摄 动 有 限 元 法

中
,

我们也采用这种幂级数的形式
,

使得摄动法能在大偏离线性的弹塑性问题中应用
.

对拉压性能相同的材料
,

我们设

S 二月
:
厂 + A

3
厂

“
+ 月

。
厂

6
+ ⋯ ⋯

。一

宁
一 , 1 + 儿厂

2
+ 凡厂

4
+ ⋯⋯ } (2

.

13 )

上面第一式只有奇次幂项
; 当我们保留级数的偶次幂项时

,

级数将可以描写拉压性能不同的

材料特性
.

确定 A
‘

要依赖材料的拉伸压缩试验的结果
.

在单向应力状态下
,

a , ,
二 a夕

, , a : :
二 a 3 :

= 0

e , ,
= ￡全

, , 。 : 2
= 。3 3

= 一 , 并￡: 1

其中尹 表示弹塑性范围内的波桑比
.

于是
,

。 一

扣
; , 。一

合
一

(卜 2 ·。‘

又因a = e ,

故

(2
.

J 4 )
、、.声/

CIl-l一
比

,

一合(
’ -

单向应力状态下应力强度和应变强度为

: 一

了粤
川

: ,

厂一

了哥
( , + , · , e ,

1

“一

各一型
1些匕

3 一口夕
,

/ 。夕
_

{ (2
.

1 5)

当拉伸实验曲线作出后
,

我们将得出 (2
.

1 3 )式左边的实验值
.

以这些实验值为根据
,

引用数

值计算方法
,

求得 山 的值
.

(找
、 15 ) 式 的关系适用于塑性和弹性的范围

.

当材料在弹性范围

内时
,
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(2
.

1 6)一一S(ro一r(e)
故

A
: 1 一 2 少

1 + v

3
.

摄动过程

在摄动法中
,

首先要选择一个摄动参数
,

并将所有的物理量展开为该参数的 幂 级 数 形

式
。

在这里
,

我们选物体上某一点 (M
。

)的应变强度
e 。

为摄动参数
,

“。= 斌可几砚万

将位移分量
u , 展开为

e 。的幂级数后
,

(M
。

点外)

得

(2
.

27 )

“‘== 乙
。
J
北, e

合 (2
.

18 )

其中可扔 称为位移 k 级的摄动系数
.

按(2
.

1)
、

(2
.

2 )
、

(2
.

4)式
,

将得出应变及应变偏量的展

开式
:

“ , = 乙
e
万全

, 。

言
合 . 1

‘奋, = E
e未于幻

e

才

(2
.

1 9)

(2
.

2 0 )

其中
e

珍及叮J
幻 都是相应的 k 级摄动系数

,

它们为

e

片
) 一

合(
。
:。 + u

广: )

e东二
. , = : 奋步

,
一 : ‘七 ’

(2
.

2 2)

。‘

一音
“‘犷

’ { (2
.

2 2)

将 (2
.

2 0) 代入 (2
.

3 )式
,

得应变强度的展开式
:

厂
,
二 乞刁三“ , 。

r (2
.

2 3)

其中 刀三“
、

二 乙
: ‘夕

k 。‘

奋
“ 一 奋

(m ) 2 ) (2
.

2 4)

(2
.

1 3) 式中厂 各次幂可表示为

厂
”

~ 兄 A尹
e
丁 (。~ 2 , 4 , 6 ⋯) (2

,

2 5)

其中

过少
)

= 乙 A户
Z
A 遗“

一 ‘
(
n , 4 ,

6
· , ·

乡 (2
.

2 6 )
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(2
.

1 3 )式
,

即得

+ ““ , e 。+ 拼
‘2 ’e 言+ ⋯

二 O

A
、 , :
刁俨

一 ‘,

(m 一 l> 2)

(2
.

2 7 )

�砂�
乙

将 ( 2
.

2 3 ) 及 ( 2
.

25 ) 代入

S

其中

召 = 一了-

产‘0
,

== 月 . ,

拼( 价一 i ,

=

七一 2 , 4 一6

拜‘“ ,
= 艺 A

、十 ,
姓鑫“ (m > 2 )

七 . 2 * 4 r 。

{
, 、

( 2
.

25)

) 火m 招 2
,

4 , 6⋯ )

将 ( 2
.

27 )式代入 ( 2
.

1 1) 式
,

再引用 ( 2
.

8) 式
,

将求得物体上各点的应力展开式
:

口‘, = 乙 叫笋 嵘 ( 2
.

2 9 )

其 中 a理
,

称为 。 阶的应力摄动系数
,

它的一般形式为
:

a J少
,

= 乙 (拜
‘一

‘, 。在J
仇 一今+ ‘,

) + 。‘“ ,

占
‘,

(川> 1 ) ( 2
.

3 0 )

为了进行摄动计算
,

必需要将外力 尸
‘

展开为
e 。

的级数
.

设

尸 ‘二尸
‘。

乙尸
‘七’e
全 ( 2

.

3 一)

式 中 F
‘。

表示外力分量在边界面上的分布规律
,

它是外力作用位置的函数
,

但与外力大小无

关
.

F ‘“’

称为各级载荷的摄动系数
,

外 力叼大小是 由它来确定 l刁
.

;}各( 2
.

3 1)
、

( 2
.

2 9 )
、

( 2 一 7 )
、

( 2
.

15 )式代入 ( 2 一 2 )式
,

并假设 乙川
” ’

不为零而共余的各 级

位移系数的变分量为零
,

将得出
:

l
; (a‘;

,

一 + a ;,
、 e

: + ⋯ + a 、:
、 e

, + ⋯ , “!
‘; ) e

: d犷

一

}
、 (F

‘1 )
一 + F ( 2 ) ·

: + ⋯ + F 《。户 ·
: + ⋯ ) ·

: (F
‘。占·:一 ) d “ -

归并相同
e 。

幂次项
,

将得出下列各级的摄动方程式
:

{
。 a ::

)
“e

: :
) d厂 一F (一

}
、“

。。
“·‘

’ )
““一”

3 ? )

由于 d。;罗
,

与占可
” ,

的关系不随
。值变化而改变

,

因此
, 。
可取任何值将得出相同的摄动方程

.

三
、

弹塑性平面应力问题

在平面应力问题中
,

由于 几
3

, o ,

并且材料的体积改变恒满足弹性关系
,

于是

又因为

a 3 3
~ 一。二 一 e

a 3 : 一

异
(·

: 3

一)



谢志成 王瑞五 杨学忠 钱振东
‘ . . . ‘ . . . . . 目. . 翻 . . . . . ‘‘ . . . . . ‘. . . 户. . . . 目. . , . ~ ~

-

- -
.

~
‘

一一一
~ 一. ‘, 月. . . . . . . 户目 ‘~ , 月 , , . . 户 ~~ ~ , . , . . . . . . . . ~~ ~ . 目叫 , ~ , , 月 . , . 叭 . . , . 门 . . . . 洲. . .

J

故
/

.

r 、
己5 5

= 己 气 l 十访犷 )= L己
, i
十勺

2 )
、 J /

厂一 l

。

S
乙

钩

了二 月
. 1

1

(3
.

2 )

将 (2
.

1 3)式代入后得

。3 3
= (。

, ,
+ : : 2

)(A 护+ A扩厂
2
+ 月誉厂

4

+ ⋯ ) (3
.

2)

其中 A护均可以由A
。

求出
,

它们是一些已知的材料常数
.

当物体的变形是完全弹性变形时
,

(务
=

书寻)
,

显然有

A护= 一
V

l一 p

将 (2
.

2 3 )(2
.

2 5 )式代入 (3
.

2)
,

得

e : 。, (
: 、、+ e : : ) (E

。

+ E
Ze
孟+ E

; e言+ ⋯ )

其中

(3
.

3 )

E 。 , A护
,

E : 二O

(3
.

4 )
E 。 , 乙

公一 2 , 4 一e

将 (2
.

2 9 )式代入 (3
.

3 )式两边
,

A乳
;
刀二‘ }

并归并相同的
e 。

幂次项后
,

得

时扩= E
。艺‘1)

,

时扩 E
。艺

(3
.

5 )

、,\

!、、.了/
、矛七�饥�C

�要飞E

时罗
’

= E
。艺 ‘姚 ‘+ (实

其中 艺‘
侧 = 。

尸
,

十 成黔
.

由上式看出
,

数雌护都是可以用 时罗
, 。
缪

)

来表示的
。

括号中的项均是 。 次摄动前已经求得 的 值
; 。 级系

于是
,

体积改变系数 ( 2
.

22 )式将为

君‘协少
=

1十E
。

3
艺( 协 , + 粤只

西 :- 1
9

. . 乙

E 。宫‘价 一 今)
( 3

.

6 )

以上求得了平面应力问题中应变‘
3

及体积改变
。的各级摄动系数

,

又 因为
。: 3 , 几。

均等于

零
,

故它们的各级摄动系数恒等于零
,

于是我们将得到全部应变偏量以及相应的应力分量的

展开式 ( 2
.

2 0 )
,

( 2
.

3 0 )
.

四
、

有限元法的应用

利用有限元法的概念求解 ( 2
.

3 2 )式的变分方程
,

将得出各级摄动系数的数值结果
.

由于

有限元法可以处理复杂的边界问题
,

因此将大大地扩展了摄动法的应用范围
。

下面以平面应

力问题为例
,

说明有限元法的应用
。

设将平面问题分为若干个微小单元
,

单元内的位移 m 阶摄动系数用结点位移的同阶摄动

系数和形函数乙
‘
等表示

,

即
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“‘1n
、

= 川“
’

五
‘
+ “
尹 L , + “

尹
,
L *

。‘“ ’
= 。;仍

,

五
‘
+ v夕仍, L , + 。

俨
, L ,

其中L : ,

L , L
。

为三角形的面积坐标
,

(4
.

1 )

乙‘= 头
一 (。

‘
+ 。‘二 + 。‘。)

乙‘】

a ‘= 劣 , 刀。一 x 。夕, ,

b
‘
= 夕, 一 夕, ,

△
:
单元面积

匀二 一 x , 十劣 ,

设 。阶应变摄动系数司罗用矩阵形式表示

L。
募犷

, J = : e
奋犷

, , :
立罗

’

按 (2
.

1 1)及 (4 1)式
,

得

谧。矛r
, }== (B 〕诬班

‘协 , }
’

其中

〔B 〕一

俞l
〔B , :

,

〔B , 〕
,

/ \
‘- 一

.

) j

2 :
f犷

, J

。B
。

〕
〕

图 2

(4
.

2 )

(4
.

3 )

b
‘ 0

〔B
!

」一

{
”

r C ‘

;{ !
、

公
子研

‘饥 , }
口
= L。奋仇

, , 。;饥
’ , 。乡饥

, , 。乡m
, , u

俨
, , 。毒饥

, J

△为三角形单元面积
.

按 (3
.

6 )式
,

(4
.

4 )

￡( m )
l + E

。

3 俞
L

“
‘,

一 “J ,

一“

一
‘砰

“
”

(一 、

音蟹
: 含‘(。

一
(4

.

5 )

(4
.

6)

、,
诊

行‘
.

座
古了屯

、

、......t了1...夕
尹

设 {e ‘, , 卜= L。 ‘, , , 。‘“ , , o J ,

得出应变偏量摄动系数列阵
:

魂e ;;
饥, }= {。J少

’}一 谧e
‘拼 ’

}= [C 〕琦W
‘仇 , }

‘. ’
一伸

‘, 一 2 ,

}

其中

[C〕= : [C
‘

〕
,

〔C , 」
,

fC
。

〕
」

华
“
‘

一

华
。
‘

l + E
。

3

2 一 E
。

—
一叮 ,

3

b
,

口

f

l
t

一一C

{功
‘, 一 2 ,

}=
。

沪
‘,

一 “) ,

功
‘“ 一 2 , ,

o
J 全

势。爪
一 , ,

一 粤乙 百
、:

(。 一 ‘,

。 七二 , } (4
.

8 )

由(4
,

7 )式看出
,

〔C〕是个常数矩阵
,

而。 阶摄动的应变偏量系数 (4
.

6) 式与该级摄动的结点



130 谢志成 王瑞五 杨学忠 钱振东

位移系数成线性关系
.

因 功‘“
一 “,
都是 。 阶摄动前的计算结果

,

故对 , 阶摄动来说
,

它们是已

知数
.

求得应变偏量系数后
,

按 (2
.

3 0) 式求出应力分量的各级摄动系数
.

将 (2
.

3 0) 式改写为

_ ‘二 、 , 。 、 _ , ‘. 、 .

1 + E
。 , , 、 。

CT ‘,
’

~ 科
’一‘

“”
‘

个一
一

犷
- ‘

’
‘

一 ‘

仇’十 乙 (拼“
一 ‘, 。奋J

协 一 含十 ‘,
)

+

奋
“‘,

翼
E ·‘

(

一

其中

群(o )
l一 2少

l + v

。
一

二 p

乙 。
= 五 r= 一

一下万一一丁一

I 一 V

再把应力分量的摄动系数写成矩阵形式
,

谧。锣
,

卜= : a ;黔
,

a才
, ,

得

叫黔
』,

{a jr
,

} == {a万价
, } + {。尹

, 卜

式中第一个列阵是个线性应力系数矩阵
:

(4
.

9 )

l一 Z V

l一 v Z

。;梦
‘

+ 二缪
,

{a百
饥’

1一 又V
, ,

_
‘

_
,

一
、

一

一
~

于r
.

(￡立笼
. ,

十 v己全扩”
1 - V 一

(4
.

10 )

l一 Zp

l + v 时妙

了...............

式中第二个列阵是非线性应力系数矩阵
:

遥a尹
,

乙 (“‘一 ‘, : if
, 一 舌 + ” ) +

七一 2

乙 (拼‘一 ‘, e主护
一 告 今 ‘, ) +

七一 :

护

l + ,

护

l + v

乙 E
、万

‘

~
七 ,

乙 E *艺‘“ 一 牵,

(4
.

1 1)

乙 (召‘抢一 ‘, 。i孟
“ 一 ““ , )

当我们进行 。级摄动时
,

协俨
’

卜是个已知的列阵
,

它是 m 次前摄动计算的结果
.

显然
,

左a百
仍 ) }= [D 卜 [B 」谧研

心价 , }‘
e ,

(4
.

xZ)

1......

!
.....J

00八
1 p

l 一 v l一护

其中 [D 」
l一 Zv

J+ v 即

1一少

0

l

1一 梦

0

(4
.

2 3 )
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(2
.

32 )式中的位移摄动系数可表示为

(4
.

1 4 )

其中

魂U ‘仍, }= t “‘饥 、 , u ‘协 , J r = [N 〕
·

弋砰
‘饥 ,

}
‘e ,

[N
.

}二
。

[N
‘

〕
,

[N , 〕
,

[N , 1
』

}
(4

.

1 5)
L0r...L

一一N
一..L

(l
.

3 2 )式中的外力分量 F
‘。

也用矩阵表示
,

{F
。

} = LF
: 。,

F
Z。J r

利用上面所得的结果
,

(2
.

3 2 )式将可写成
:

(4
.

26)

军[ }
。

‘

L“·‘,
) 」 ‘·‘,

)
,“厂一F

‘。、

{
。

。 。

L“U
r

一 ‘F
。

‘d“
]
一”

在这里的求和是表示要将物体上所有单元
e 的位能相加的意思

.

将 (4
.

2 )(4
.

9) (4
.

12 )(4
.

1 4) 代

入上式
,

得

军{
【
“平

(

一 !
。

。

〔B 」, 〔D 了
·

〔B 〕d厂‘牙
‘。 , ,

‘一

+ L‘附
(

一 }
:

。

。B : · 、a ; 。一 , d犷

一尸 ‘。 ) L。班
。·》J (· ,

l
_ 〔万〕, {F

。

, 、。: == 。

J盏J 口
.

令
r、〕‘

· , 二
【

_

J V
‘

{P ‘饥 一 ‘, }‘
e , ==

舀B ] T〔D 〕〔B」d厂

! :。〕, {。
。 ‘。 一 ; ,

}、二

、p
。

‘(

一{
、 〔N 」·、F

。

, d“

则上式得

乙
: d班

‘” , 」“ , 〔K 」
‘e ,

板才
‘“ , }‘

, ,

== E
: 占不

‘, , J (F ‘, , {p
。

圣‘
e , 一 {p ‘“ 一 ” }

‘, ,

集合单元刚度矩阵及载荷矩阵后
,

最后得

[K 」{班
‘, , }二 F

‘“ ,

{P
。

}一 镭P
‘, 一‘, } (4

.

17 )

上式中 〔K 〕称为总刚度矩阵
,

在摄动过程中它是个不变的矩阵
; 考尸

。
} 是 表示边界上载荷分

布规律的矩阵
,

在摄动过程中它也是个不变矩阵
.

上式右边第二个矩阵
,

反映了材料非线性

对各级摄动位移系数的影响
.

当 m “ l 时
,

即第一级摄动时
,

它等于零
,

义P (i , } , { 0 蛋

而在 二 级摄动时
,

{尸“
一” } 矩 阵只涉及。级前各次摄动所得的结果

,

因此它是个已知矩阵
.

可见
,

按 (4
.

1力 式将不难求得各级位移摄动系数
.

在 (4
.

1 7) 式中
,

F “是个待定的常数
,

它要依靠 M
。

点 (即医点的应变强度为 e0 ) 的条

件来确定
.

在 M
。

点处
,

应变强度应为

厂丢= 刁肆武十刁岔
e 孟+ A给

e 言+ ⋯ , “。
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于是得出
;

万绘 , 1

江肆二 过绘
(4

.

18 )

‘
.,‘、」‘祖

0一一一一

这样
,

每一次摄动都补充一个确定 F
‘

们 的条件
。

(3
.

1 7) 式是个线性代数方程式
,

为了排计算程序方便
,

可将位移摄动系数分为两部分
:

于是

{平
‘协 ,

} , {牙 ;价
,

}+ 谧牙麦价
,

[K 〕{牙 f价
,
}二F

‘协 , {P
。

}

[K 〕{平尹
,

}= 一 {p ‘“ 一 , , 卜 } (4
.

1 9)

由此可见
,

每次摄动时只需要作 (4
.

1 9) 式最后一个方程的计算
。

由于每次摄动时总刚度矩阵

不变
,

因此解联立线性代数方程时
,

采用 C ro ut 分解
‘7 ’的方法最省时间

.

各级位移系数确定后
,

将不难求得各级摄动的应变系数
、

应力系数 以及载荷系数
,

于是

问题将得到完全的解答
。

五
、

计 算 实 例

本文计算了带中心孔的受拉板的弹塑性应力
.

孔的直径 2a ‘ 8
.

sm m
,

板宽b二 48
.

08 m m
,

板的材料为铝合金
,

E = o
.

74 x lo
‘
k g / m m

Z ,

波 桑 比 , = 0
.

3 2 , a 。
.

: = 2 2
.

6 k g / m m 气根据材料

实验拉伸曲线换算得到的 S
一

厂曲线如图 4 所示
〔舀’.

用 (2
.

15) 式拟合该曲线时
,

求得 A .
诸

:

值为
;

月 : = 0
.

2 7 2 7 3 ,
A

:
二 一0

.

5 2 9 0 3 x z 0 4 ,

浅= 0
.

6 z 3 7 6 x l0 8

过
7
= 一 0

.

2 9 5 7 5 x 10 ‘至,

过。= 0
.

3 14 7 2 x z0 , ‘

我们只取了五项 A
, ,

(2
.

1 3) 式将在 卫万应变 (厂)范围内可较准确地描写实验结果 (图 4 )
。

为了检验理论和计算机程序
,

我们先计算一个矩形无孔均匀拉伸板的应力和变形
,

得到

很理想的结果 (图 4 )
。

!!!!!!!!!!!!!
一一’ ‘一

‘匕

匕

{一一
!!!!!

一一
·

((() 一一
LLL
222:a

!!!
州州 . . . 卜. . . . . . ... 奋奋

一一一b

一一111111111111111

!!!!!!!!!!!!!!!

CCCCCCCCCCCCC
~~ ‘~. ‘ .

一一一一

尹尹尹尹
一尸一一叮一一

一一于一一
~ ~ 一~ 一脚一一一

乒乒乒乒
奋奋一r

...

与与与与
/////产产产产产产

///////////////
/////////////// to

一,

图 3

» 实验曲线 ¹ 级数曲线
K
矩形平板拉伸计算结果

. 中心圆孔拉板孔边最大应力计算结果

图 4
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一 一一
.

- 一- 一一~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ 一~ 口~ ~ 门州. ~ .

-
、

-
. . . . . 叫, , 目. 目. . .

下下下下 一
、、\\\

l 丙 二 3 x 10
一 333

222222222222222 如 = 5 x lo
一 〕〕

又又又又卜卜卜
3 e o = 7 x lo

一 333

44444444444 内 = 9 x 10
一 333

\\\\\\\

冰冰
、、、 、~ ~ ~ 一~ ‘一一一一

、、、、、、、
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一
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勺
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图 5 表示计算得出的带中心圆孔板。
一

, 截

面 a ,
分布情况

.

摄动参数就选孔边最大应力

处的应变强度
e 。 .

从图中看出
,

当 载 荷 增 大

时
,

即 e 。 增加时
,

截面上的应力 a ,
分布趋于

平缓
。

图 6 表示出孔边应力集中系 数 与
e 。的 关

系
,

同时
,

也画出了周春田用光弹贴片法测定

的带孔拉板实验结果
〔6 ’.

从图中看出
,

理论与

实验结果十分一致
。

六
、

结 语

由于在有限元法中引进了摄动过程
,

可以

使刚度矩阵线性化
,

每级摄动实际上是解一个

线性代数方程组
,

这样就可以避免单纯用有限元法解非线性问题时所遇到的迭代法解非线性

代数方程组的困难
,

因而大大节约了计算时间
。

象前述算例
,

在速度为每秒 10 万次的计算机

上计算
,

大约只需 4 一 5 分钟
.

由于在摄动法中引进了有限元法
,

大大扩展了摄动法的使用范围
,

使它可以用来处理许

多过去解决不了的复杂问题
.

当然
,

这种摄动有限元法也只能得到一个数值解
.

由实验结果看出
,

这种方法是有效的
、

可靠的
。

本文方法可以推广应用于几何非线性问题以及几何非线性和材料 非 线 性 的 复 合 问 题

中去
。



13 4 谢志成 王瑞五 杨学忠 钱振东

参 考 文 献

[ 1 ] T h o m p so n ,

J
.

M
.

T
.

a n d A
.

C
.

W a lk e r , ‘

rh e n o n 一lin e a r p e r t u r b a tio n a n a ly s is o f

d is e r e t e s tr u e tu r a l s y s te m s ,

I ”te r n a t io n a l J o u r n a l o f S o lid ‘ a ”d S t r u e 了u r e ; ,

4
,

8
,

(196 6)
.

〔2 〕 G al la g址
r ,

R
.

H
. ,

非线性有限元结构分析中的摄动法
,

有限元素法及其在力学中的应用
,

译

文集
,

译自 C o优 p “t a t‘D 性
a l M

e c h“ ”ic s ,

(1 074 )
_

[ 3 〕 Yo k o o ,

Y
. ,

T
.

N a k a皿 u r a a n d K
。

U e t a n i
,

T he in e r e m e n ta l p e r tu r b a t io n m e th o d fo r

la r g e d is Pla e e m e n t a n a ly si s o f e la s tie 一p la s tie s t ru e tu r e s ,

I n t
.

J
.

N
“ m e r ie a l M e tho d :

in E ”夕‘n e e r‘n g 10
,

3
,

(197 6)
.

[ 4 〕 T r ifa n ,

D
. ,

O n th e p la st ie b e n d in g o f e ir e u la r p la te s ,

Q
u a , 才

.

o f A PPI‘e d M a th二 16
,

(19 48)
.

〔5 ] 古国纪
,

顾求林
,

弹塑性圆板大挠度问题
,

力学学报
,

2
,

3
,

(19 58 )
.

〔6 〕 顾求林
,

有强化弹塑性平面问题的一段渐近解
,

清华大学基础部科研报告 (未发表)
,

(19 8 0)
.

〔7 〕 李大潜等
, 《有限元素法续讲》,

科学出版社
.

〔8 ] 周春田
,

带有缺陷板在单向拉伸时弹性应力应变场的测定
,

清华大学基 础 部 科 研报 告 (未发

表)
,

(19 81)
.

〔g 〕 钱伟长
, 《变分法及有限元》 ,

科学出版社
,

(198 0)
.

〔l明 钱伟长
,

林鸿荪
,

胡海昌
,

叶开沉
, 《弹性圆薄板大挠度问题》,

中国科学院
,

(19 54)
.

[ 11〕 W a s h i z u ,

K
. ,

犷 a r‘a t‘o o a l M
e tho d s ‘。 E la s tie itg a n d P la s t￡e‘t,

,

(1368 )
.

[ 12 ] Zie n k ie w ie z ,

O
。

C
. ,

T h e F io i才e E le 二e n t M e才ho d
,

(19 77)
.

T he Pe rtu rb a tio n Fin ite E le m e n t Me tho d fo r So lvin g

Pro b !e m s w ith No n !in e a r Ma te ria !s

X ie Z h i
一 e h e n g

,

W
a n g R ei

一
w u ,

Y a n g X u e 一 z ho n g ,

Ch ie n Z h e n 一
d o n g

(Q fn g h“ a
U ”f”e r s f才g

,

B e ijin g )

Ab st r a c t

Pe r tu r b a t io n m e tli o d 15 o n e o f th e e ffe e t iv e m e th o d s fo r so lv in g p ro b le m s in n o n lin e a r

e o n t in u u m m e e h a n ie s
.

It h a s b e e n d e v e lo p e d o n th e b a s is o f th e lin e a r a n a ly tie a l s o lu tio n s

fo r th e o r ig i n a l p r o b le m s
.

If a sim p le a n a ly ti e a l s o lu tio n e a n n o t be o b t a i n e d
,

w e w o u ld

e n e o u n te r d iffie u ltie s in a PPlyin g th is m e th o d to s o lv e so m e e o tu p lie a te d n o n lin e a r p r o

b le m s
.

T h e fin ite e le m e n t m e th o d a pp e a r s t o b e in its tu r n a v e r y u s e fu l m e a n s fo r so lv i n g

n o n lin e a ; p r o b le m s ,

b u t g e n e r a ll了 it ta k e s to o m u e h tim e in e o m p u t a t io n
.

fn th e p re se n t

p a p e r a m ix e d a p p r o a c h
, n a m e ly the p e rt u r b a t io n fin it e e le m e n t m e th o d

,

is i n t ro d u e e d
,

w h ie h in e o rp o r a te s t h e a d v a n t a g e s o f th e a bo v e 一 m e n t l o n e d tw o m e t ho d s a n d e n a b le s u s to

s o lv o m o re e o m p lie a t e d n o n lin e a r p ro b le m s w ith g re a t sa v i n g in e o m p u t i n g t irn e
.

Pr o b le m s in th e e la s to p la s t ie r e g io n h a v e b e e n d is e u s s e d a n d a n u m e r ie a l s o lu tio n fo r

a p la te w it h a e e n tr a l ho le u n de r t e n s io n 15 g iv e n in t his p a p e r
.


