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摘 要

本文利用反扩散的两步显
、

隐式差分方法
,

求解了超声速
、

高超声速粘性气体绕二维
、

三维 压 缩

拐角的层流和湍流分离运动
.

结果表明
,

它既能获得很好的精度
,

又能大大缩短计算机时
.

一
、

引 言

利用差分方法求解粘性气体的分离流动时
,

在粘性起作用的区域
,

差分格式的格式粘性

项或附加人工粘性项必须远小于真实的物理粘性项
,

为此
,

格式最好是高阶精度的
.

如果流

场内存在激波
,

当利用激波穿行法计算时
,

差分格式应能自动捕捉激波
.

此外
,

差分格式的

稳定时间步长应较大
,

这样在作高雷诺数层流或湍流计算时
,

虽然网格很小
,

但计算时间并

不很长
.

文献〔1 〕利用 自动调节的显式混合格式所给出的算法
,

能满足上述前两个要求
,

并

且已经得到了很好的结果
.

但是由于稳定时间步长很小
,

所需计算时间很长
.

所以进一步寻

求一种能同时满足上述三个要求的差分格式
,

是很有意义的
.

这就是本文的目的
.

本文研究的格式是显
、

隐式差分格式
.

采用时间分裂法
,

沿着壁面法向的近壁面区的差

分算子用隐式
,

其余区域和其它方向的差分算子用显式
.

这样可以获得很大的稳定时间步长
.

在隐式差分计算过程中
,

为了增强计算的稳定性和提高差分格式的精度
,

我们采用了反

扩散的两步格式
: 第一步采用具有正耗散项的一阶隐式格式

;
第二步进行局部显式反扩散

,

即将正耗散项显式减掉
.

两步之后
,

格式保持两阶精度
.

这种反扩散两步算法
,

亦被推广到

显式格式
.

为了计算中能自动捕捉激波
,

以两步给出的一
、

二阶格式为基础
,

进一步建立了

自动调节的混合格式
,

计算表明
,

这种方法是很好的
。

本文包括引言分四个部分
.

第二部分讨论了模型方程反扩散两步差分格式
;
第三部分给

出了N a vi e r 一
S to k es (以下简称 N S ) 方程的显

、

隐式差分算法
。 第四部分给出了计算结果

,

并对结果作了比较和分析
.

二
、

模 型 方 程

为了简单
,

讨论如下模型方程
:
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式中
a
为常数

.

先建立反扩散的两步显式格式
,

再建立反扩散的两步隐式格式
.

1
.

反扩散的两步显式格式

第一步
,

采用迎风格式
,

即

不一卜尝
(·卜

· ; 一) “> 。

(2
.

Z a
)

不
一 “

卜尝
(· :一

“ : ) a < 0

或者写成统一的形式
:

不一卜签
(
· ;

+ 1

一扛
;

卜告惬男
(
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2 · ; + · : 一,
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不难看出
,

这就是Py c a
Ho

B
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:
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乙 沼J
.凡

在。 , 1的情形
.

大家知道
,

(2
.

2 )是一阶格式
,

它的格式粘性项是
:

合
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式中
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第二步是对第一步进行反扩
一

散
,

即从“了
十 ‘

中减去粘性项(2
.

3)
,

于是

“ ,
+ 、
一可万r 一冬。

,

(
“ :

十 ,
一 2 “: + “了
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乙
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.

4 a )

显然 (2
.

4a) 是二阶精度的
.

利用 (2
.

2 )
,

(2
.

4a) 亦可写成
:

· ;
‘ 1
一

音{
·

刃
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1{u

: +

不
一

尝
(
而

一订百)
} 办。

: +
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4 b)

、....、了...尸

将 (2
.

2a) 与 (2
.

4b )结合在一起
,

容易看到
,

这就是M ac Cor m ac k 的两步显式格式
.

这表明从

一阶的迎风格式出发
,

经反扩散
,

可变成二阶Mac C or m ac k 格式
.

类似的从带有正耗散项的

一阶其他格式出发
,

经过反扩散
,

也可以建立相应的二阶格式
.

2
.

反扩散 的两步隐式格式
:

在隐式计算中
,

常常采用 C ra n k
一

N ico ls o n 格式
,

即
:

严
一 “

卜岩「
(
· :

, 1

一 ; 一) + (
疏

一

而
)〕 (2

.

5 )

这是二阶格式
,

它的增长因子为 1
.

为了增大其稳定性和增强矩阵追赶中矩阵主对角线元的

优势
,

作为第一步
,

我们在 (2
.

5 )的右端附加隐式的正的耗散项
,

于是就得到了一阶 隐 式格

式 ;
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这里 q 是耗散系数
.

由(2
.

6 ) 可求 出砰
下

.

然后第二步
,

从刃石局部 的显式的减 去 耗 散 项
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或者将 (2
.

6 )代入 (2
.

7a) 得
:
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为了在计算过程中能自动捕捉激波
,

我们以 (2
.

2 )
、

(2
.

4)或者以 (2
.

6 )
、

(2
.

7 )为基础
,

自动调节的混合格式
:

.

7 b )

构造
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Q
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(u 了
, :
一 Z u了+ u l
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) (2
.

8 )

式中

Q
,
= SQ

,

(2
.

9)

e 为自动调节的开关函数
,

在激波附近其值为 l ,

在粘性重要的区域
,

其值为零
.

这表 明在

激波附近格式为一阶精度
,

在离开激波的区域
,

格式为二阶精度
,

关于 O的表达式
,

可参见

文献【l 〕
.

对于Q
I ,

计算表明
,

它的值取 0
.

1一。
.

3为好
.

综上所述我们得到了自动调节的反扩散格 式 (2
.

8)
,

其 中可石可用显式方法计算
,

亦可

用隐式方法计算
。

利用富里哀分析方法可以证明
,

当用显式时
,

(2
.

2)
、

(2
.

4)的稳定条件都是

澳卿
‘

、 1 ,

如果采用隐式算法
,

(2
.

6)
、
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.

7)都是无条件稳定的
.
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准确到二阶精度
,
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(2
、

2)可写成
:
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作了以上处理后
,

(2
.

1 4)又变成二阶格式了
.

上面关于模型方程的研究
,

可推广到方程
:
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这里 f 是 U 的函数
。

仿照 (2
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,

反扩散 隐式格式的第一步可写成
:
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:
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,

第二步是
:

}
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, / ; , ,
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在 (2
.

1 6)
、

(2
.

1 8) 基础上
,

进一步可建立混合格式
,

并可引入滤波函数和进行滤波计算
.

三
、

N S 方程的显
、

隐式求解方法

1
.

基本方程
、

边界条件和起始条件

现在来研究图 1 , 2 所示三维及二维压缩拐角的绕流
,

由于三维拐角具有对称面
,

所 以

图 1 只给出了外形的右半部分 (沿来流方 向看)
。

设才
,

犷
,

了是图 l
,

2 所 示 坐 标 系 的 坐

标
,
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, “, ,
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,
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,
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尸
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是L,山+U+路
1一2

十
P’一P’的压力
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、
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, 。‘二二
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图 1 三维拐角的外形
,

求解域及网格 图 2 二维拐角的外形
,

求解域及网格

图 1
,

2 所示的特征长度
,

引入如下无量纲量
:
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这里R 是气体常数
。
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“
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.

对于三维绕流
,

采用物面坐标系 占
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。
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贵)

一
(尝

+ ‘
邃

-

凡一扒
·
+ , 一

号谕【
2

贵一(贵
一

十八
贵

一

十

斋
+ 八

、
, 一 P’一翁(贵

一

十人
令

+

佘
+ 几
令)

扒
:

一扒一命(鲁
+ 。
留

+

会)
,

: , 一 , ,

一六(祭
+ ‘

,

等
+

贵)
‘
七兰了 命 六(蓄

+ 介
臀)

e, 一不专去六(杀
+ 九
臀)

氏一

击
一

青 命普

(3
.

9)

拼== (下M 二T )
, , z

l +

会
vM ‘犷+

舟
K == (l + f姿+ f; )

’‘,

在 (3
.

6 )
,

(3
.

7) 中
, ‘= o , l 分别表示简化的和完全的N S方程

,

在 (3
.

9 )中
,

M
.

表示来流 马

赫数
,

R e :

= p 二聪L
产

/ 拼二表示来流雷诺数
.

尸r
表示普朗特数 (空气取0

.

72 )
.

在拼的表达 式 中

S
:
= 2 1 4

O

K
,

在 (3
.

8 a )中
, 杨= 田 + 。

f
二
+ 。

f
, .

对于图 2 所示的二维流动
,

由于问题与 夕无关
,

f
。
= f

。

(x) 二二 tg 。 , u = 八
,
= P

二 , = e, =

鑫
= 。,

于是由(3
.

4 )一 (3
.

9)可 以给出二维情况下简 化 和完全的N s方程组
.

日刀
一 ’ 刁 /

~ 一
、 一 ’ 一 ‘ 、 一 ’ 一

“
’一

’

一 ”

一一
一 ~

’ ·‘

一
’

一
’

一
’

- 一
-

一
- - -

·

一一

如果在上述方程组 中
, 夕用拜

:
+ “

‘

代替
,

其中丸为层流粘性系数
,

可用 (3
.

9 )倒数第二式

计算
, 拼.

是湍流粘性系数
,

可采用零方程
、

一方程或两方程模型计算 (见文献〔2 」)
。

那么

上述方程组亦可用来计算湍流运动
。

图 l , 2 所示的区域为求解域
。

物体表面置于该区的下边界
,

壁面上满足无滑流条件
,
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壁面温度是已知的
.

对于图 1 的三维流动
,

由于拐角对上游的影响限于拐角上游某一很小的

有限区域内
,

在这个影响区的上游
,

流动是二维的
,

因而在入口 剖面
,

流动参量 已知
,

可采

用二维平板的结果
.

在 出口边界面
,

我们将其分成二个区域
: 在主翼面上

,

认为流动沿 占方

向变化不大
,

因此对任一流动参量 。 ,

将 有

粤
= 。;

在副翼面和底板上
,

认为流动 具 有锥
一

‘

入
’

一

~
.

’

乃
,

目 ~ 闪
’‘ 咖叨 夕 ~ ”

’

川
一

门
时

“ , ’

阵 ~ ~ 四
‘

,

川州协一
,

外
/ J

~ 叨 ~ 门
“
件

型特性
,

气流沿着
。
点发出的射线上

,

物理量分别相等
。

在对称面上
,

满足对称条件
.

在侧

边界上
,

认为流动沿 。方向变化不大
,

于是有
粤

一 。
.

在上边界
,

认为离壁 面 较 远
,

因 而
一 ” 一

, F 、 / J 叨 “ 一

刀
’“

一

~
” ,

~
’以

r ’ / ~
J 沪‘ 门 a叮

一 ’

一一 ~
议
”

F 、 / 甘 ’

钊 ~ ~ ~ 一
,

~
” 切

有
粤

= 。
.

对于图 : 的二维绕流
,

入口边界可在前缘上游或下游
,

其上流动参数是给定的
【‘J,

门
灭

“
’ / 、” J

目 “ 曰 J

一不叭 t,lb
’ / 、

曰 心
, ‘一

『一
J

协训砂山盯从
’

盯
’

汽山跳叨 夕 淋瓜川 ~
曰 沙

*
: t :

。 伟 田 小 丫六亩扣 点
亡六架 而 a切 _

八 L 喃 田 胃 国 a甲 _
。

* 奇 m 苗 。十 : 导斗 友 加
叮工 日马川 〕己 J广 , 口J 丁

一

乙 i沟 江刀
声

用王父 赶匕 , J形人 一万下
~

一 v . J 一 〕么 夕卜 刊 厂日一石下一 一
v , 刃

、

玛 J〕〕止
朴 叙又 j乏之e心 刁弓 l丫

.

U S 口 5

关于起始条件
,

可以是无粘性气体绕拐角定常运动的流场
,

亦可取均匀流场
.

2
.

网格划分

网格划分可见图 1
,

2
。

顺流方向取等距网格
,

近壁雪方向取密网格
,

远壁区取稀网格
,

对

于三维情况
,

为了更好描述三维效应
,

在副翼面上沿横向加密网格
.

3
.

差分格式

根据时间分裂理论
,

方程 (3
.

4) 的求解问题
,

等价于求解以下三个方程
:

+

蓄
+

篇

(3
.

10 )

(3
.

2 1)

丝
田

卫
。

aU
.

aH
- 万丁一 十

一 石 不 = U
d 不 口g

(3 一 2 )

在靠近壁面的区域
,

方程 (3
.

12 )可进一步分裂成
:

aH
‘

a亡
(3

.

zZ a )

(3
.

2Zb )一一

了之一产�上一不�da一

+
忆
一

aa一
|

求解方程 ( 3
.

10) 一 (3
.

1 2 )时
,

采用显
、

隐式混合差分方法
,

其差分方 程为
:

U 犷,+, :
。
= ￡ (△t ) U :

, , , ,

_ / △t 、 _

= 志八 一几丁一 1丙
,

、 ‘ /

f丝、)￡
“(

、 z / ‘￡心,

(△t )
( 3 一 3 )

(△t)￡ ; 。 (△t)
}
￡

,

(夸)￡
:

(粤)
万 :

, , , ·

4a4b4c招临招

这里 U 犷
, , , 。
为滤波函数

,

它与 U r
, , , 。

的关系为
:

百孔
, ,

一
U 之

, , ·
+

合
Q。 (U之

, ,

一
Z U 之

, , 。 + U之
, ,

一

U盖
, ,

一 U竿
, · +

合
Q

,

( U竿一
,

一
Z U竿

, ·
+ U竿一

, ·

U竿
,

一 U :
, , , · +

合
Q :

( U犷一
, , ,

一
Z U ,

, , , ·
+ U :一

, , , ·
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Q: ,

Q
, ,

Q ; 的意义可参见〔1 〕
.

而 关
: ,

关 , ,

关 ; ,

￡。, ,

￡ ; 。的意义为
:

(功￡ : ,

关
,

是对应于 (3
.

10 )
、

(3
.

1 1) 的差分算子
,

它的定 义 域 为 整 个计 算 域 的 内

点
.

￡‘是对应于 (3
.

1 2 )的差分算子
,

它的定义域为外部稀网格区的内点
。

这三个差分算子是

由上节模型方程的显式格式推广而得
.

(2 )￡ 亡。,

￡如是方程 (3
.

1 2a )
、

(3
.

12 b) 的差分算子
,

定义域为近壁密网格区 的 内 点
.

这里采用的是隐式格式
,

它们可由上节的隐式反扩散格式推广而得
.

对于 关 : 、 ,

其差分方程

可用三 对角块矩阵追赶法计算
。

但对于￡‘, ,

由于 (3
.

12 b) 是抛物型的
,

可令其Q
;
二 0

,

此时

差分方程可用标量追赶法计算
.

4
.

稳定条件

关 : (△t乡
,

￡
,

(A岛)
,

若‘(△抢)的稳定时间步长是
:

A t、 甩
‘n △占

;
·
}+

· + 乙

岚 (贵
+

一

盈
+

呆)

△t,

嗯
”

}
v
}+

a + :

八刀

召

PR e :
了望 卫

\ △刀

/ A ,

△刀

B
, .

C
。

\
十

一 了一三
一

十 一飞下二一 J
凸匀 凸 3 /

(3
.

15 )

△t; 毋
’”

,“’+ K ·+ “一 ,

偷
八贞

2下

尸r

K
2

一

下二
一 月, 石

拼

户R e ;

刀{
一

万一方丁
一

万
一 U丁凡一

一三~
下

~

十
一

、

号
~

十
一 * 之一 声

泣心 八否 凸叮 /

式中
:

22八。C
护产了r

se习

月。一 , ,

一井
: : 一 。

,
一

了遥
-

c :

一;
一

t g 。 十

丫最
l

3 6

tg Z‘,

C
,

一(介
: g、

,

S eC口 ,

只礴
一

2对

2拼

/
、

厄
一

一万一一 厂
t只势 十 、 /

一

‘ s C c 一

田 一品, 公 0 0

如‘2
z
JI才口,1.1

飞‘.J飞,
.J

“‘一

贯
,

尸

B 。一

〔{;
f: 十

:
( , + , ; )

C ‘一
{{复
‘: 、

一

;
〔2

一

、, :

一(
夕

厂)
“

2

, 一

子
户

另外
,

口 为求解域的内点
,

月
,

为外部稀网格区的内点
.

由于 差‘、 ,

关‘p

是无条件稳定的
,

因此整个差分运算的稳定时间步长是
:

△t== m in (2△t ; , 2△t, ,
△t; )
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显然
,

它比显式格式
r’, 3 ’
的稳定时间步长大很多

,

尤其计算湍流时
,

可提高 1~ 2个量级
.

如果在 (3
.

1 5 )
、

(3
.

16 )中
,

令护== O
,
△刀, oo

,

则可给出二维绕流的稳定条件
.

四
、

计 算 结 果

本文给出了五个计算例题
。

前三个是二维压缩拐角的层流分离流动 ; 第四个是二维压缩

拐角的湍流分离流动
,
第五个是三维压缩拐角的层流分离流动

。

其计算条件和计算结果可见

图 3 , 4 ,

5
, 6 , 7

.

为T 便于比较
,

图 3 , 4 , 5 , 6 中还画出T 文献 [ i , 3 , 4 , 5〕给出 的 N S

方程数值解的结果以及实验结果
〔“, 7 ’.

可以看出
,

本文方法的结果是满意的
。

和 显 式 算法比

较
,

计算时间分别缩小了 4
,

13
, 9 ,

20
,

5 倍
,

因此具有省机时的优点
.
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_
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一_

_ 本文简化N S 方程解
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艺
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图3 (a) M oo = 3二维压缩拐角层流情况表面压力分布
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T 拓= 2 16
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P 一 P 。
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—
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‘ 文献 〔4 〕C a rter

NS 方程显式解
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图 5( a ) oo 二 14
.

1二维拐角层流情况表面压力分布
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