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摘 要

在【1 ]的基础上
,

我们进一步应用可动边界的变分原理于固体体系的离散分析
,

得到有 限 元广义

伽略金方程
,

边界变分方程
,

边界积分方程
.

这些方程描述了待解函数在元素内部与元素的边 界 上应

满足的方程
.

当对固体体系进行离散分析时
,

可以应用这些方程去建立不同情况下的求解待解函数的离散方程
。

亦可作为相应情况下的简化计算的依据
.

由本文得到的边界积分方程可知
,

在【2 」中提出的 J 积分形式
,

应用于内部元素边界的围道 积分

计算是不适宜的
。

一
、

引 言

用有限元法对固体体系进行离散分析时
,

在元素 S
。

的边界上
,

待解函数 应 满 足 的 条

件
,

在【1 了已作了论述
.

在这里我们进一步讨论这个问题
,

并得到了有限元广义 伽 略 金方

程
,

边界变分方程
,

边界积分方程
.

基于势能函数 (第一能量函数) 的情况
〔”

由〔1 〕得知
,

对固体体系的离散分割为有限个元素 S
。

之和
,

则变形固体 体 系 的 总 势

能
,

为
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(一 3 )

变分方程 (1
.

2)是基于可动边界变分问题的情况下
,

求得的变形固体体系总势能 函 数的

一阶变分为零的条件
.

很明显
,

变分方程 (1
.

2 ) 就是考虑元素边界可动性条件下的广义伽略

金方程
.

当略去边界可动性的影响
,

它退化为通 常情况下的广义伽略金方程
.

当考虑到待解

函数事先满足全部边界条件时
,

则它就退化为伽略金方程
。

与变分方程 (1
.

2 )等价的微分方程
,
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4) 就是待解函数应满足的部分微分方程
。
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.

基于余能函数 (第二能蚤函数 ) 的情况
t , ’

与上类同
,

对固体体系进行离散分割后
,

在可动边界的情况下
,

变形固体体 系 的 总 余

能
,

为
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基于总能量函数 (第三能量函数 ) 的情况

变形固体体系的总能量函数
,

为
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由变分方程 (1
.

2 ) 与 ( 1
.

6 ) 相加
,
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,
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与变分方程 (工
.

1 0) 等价的微分方程
,
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基于变分方程 (1
.
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,
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.
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,
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.

1 0)
,

我们可以建立有限元广义伽略金方 程
,

分方程
,

边界积分方程
。
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有限元广义伽略金方程

2
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1
.

有限元广义伽略金方程 I
:

对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

取位移函数为待解函数时
,

当

待解函数在元素内部满足几何方程和在整体边界上满足几何边界条件时
,

则满足变分方程
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有限元广义伽略金方程 亚 :

对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

取应力函数与位移函数为待解

函数时
,

当应力函数在元素内部满足平衡方程
、

物理方程时
,

以及在整体边界上满足力的边

界条件时
,

则满足变分方程
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有限元广义伽略金方程 兀
:

对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

取应力函数与位移函数为待解

函数
,

假定应力函数与应变函数满足物理方程时
,

则满足变分方程
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有限元广义伽略金方程
,

边界变分方程
,

边界积分方程 2 5 !
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的位移函数与应力函数
,

为其驻值条件下的真实解
.
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.
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考虑到变分方程 ( 2
.

1)
,

(2
.

2 )
,

( 2
.

3 ) 各自的假定条件与变分条件
.

可以证明
,

通 过 变

分方程 ( 2
.

1 )
,

(2
.

2 )
,

(2
.

3) 求得的待解函数
,

满足应满足的全部微分方程 (古典固体 力 学

的平衡方程
、

几何方程
、

物理方程和边界条件
。

另外还满足元素交界处的交界方程和边界附

加条件 )
.

当略去边界可动性的影响
,

它们就退化为通常的广义伽略金方程
.

三
、

边 界 变 分 方 程

3
.

1
.

边界变分方程 I :

对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

当位移函数在元素内部满足几

何方程
、

平衡方程
、

物理方程和在整体边界上满足几何边界条件时
,

则满足下面边界变分方

程
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边界变分方程 兀 :

对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

当应力函数在元素内部满足几

何方程
、

平衡方程
、

物理方程
,

以及在整体边界上满足力的边界条件时
,

则满足下面边界变

分方程
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对固体体系进行几何分割与分片构造待解函数的基础上
,

假定待解函数在元素内部满足

几何方程
、

平衡方程
、

物理方程时
,

则满足下面边界变分方程
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则上述的三个边界变分方 程 就化

为任一元素的三个边界积分方程
。
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。 ,

当位移函数在元素内 部 满 足 几 何 方

程
、

平衡方程
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物理方程时
,

且 枷 在元素边界 r
。
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则真实的位移函数使 下 面

边界积分方程
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对于变形固体体系而言
,

在进行离散分析时
,

有限元广义伽略金方程
、

边界变分方程
、

边界积分方程
,

在不 同的情况下
,

描述了待解函数在元素内部或在边界上应满足的条件
.

可

以利用这些方程去建立求解待解函数的离散方程组
.

此外
,

由于这些方程是基于可动边界的变分原理基础上推得的
,

因此它们具有一定的概

括性
。

当对固体体系进行离散分析时
,

它们可以作为各种相应情况的简化计算的依据
。
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Ba s e d o n [ 1 ]
,

w e fu r t h e r a p p ly th e v a ri a t io n a l p rin e ip le s o f th e v a r ia b le b o u n d a r y to

r e se a re h the ({is e re tiz a tio n a n a ly s is o f th e s o lid s ys te m
, 5 0 th a t w e d e riv e d th e g e n e ra liz e d
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,

the bo u n d a r y v a r ia tio n a l e q u a tio n s a n d the

b o u n d a r y i, z t e g ra l e q u a tio n s
.

T h e s e e q u a tio n s r ePr e s e n t t h a t t h e u n k n o w n fu n e t io n s o f the

s o lid s y s te tn m u s t sa tisfy th e e o n d it io n s in the e le m e n ts S a o r o n th e b o u n d a r ie s 厂 。 .

T he s e e q u a t io n s a r e a p p lie d to e s ta b lis hin g th e d is e r e t iz a t io 立 e q u a t io n s in o r d e r to

o b ta in t lle n u m e r ie a l so lu t io n s o f th e u n k n o w n fu n e tio n s
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A t a tim e th e s e e q u a t io n s e a n

b e u s e d a s th e b a s is fo r th e s im Plifie d e a le u la t io n in th e v a rio u s e o r r e sp o n d in g e a se s 。

In this p a p e r ,
t he r e s u lts o f b o u n d a r y i n te g r a l e q u a t io n s s

ho w th a t th e e a le u la tio 几 o f

in te g r a t io n 1 5 no t a e e u r a te a lo n g the s u r fa e e 厂。 o f th e in te r io r e玩 m e n t s 。 by J一 in te g r a l

s u g g e s te d by R ie e 「Z J
。


