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摘 要

本文提出弹性厚板分区广义变分原理
,

其要点如下
:

1
.

各分区可任意定为势能区或余能区
‘

分区势能
、

分区余能
、

分区混合 变 分原理是它的三

种特殊形式
.

2
.

每个分区中独立变分变量的个数可任意规定
.

每个分区可定 为 单类变量区
、

二类变量区

或三类变量区
.

3
.

每个交界线上的位移和力的连接条件可以放宽
.

这个原理为非协调元 的厚板有限元 法提

供理论基础
.

各种厚板有限元模型可看作这个原理的特殊应用
‘

特别是弹性厚板分区混合变分 原 理的提出

为分区混合有限元法应用于厚板问题打下了基础
.

弹性力学和弹性薄板弯曲问题的变分原理在【l 〕
、

〔2 」
、

厂3 〕中有系统的阐述
。

在 [ 2 〕

中还讨论了弹性厚板的变分原理
.

弹性力学和弹性薄板弯曲间题的分区广义变分原理分别在〔4 」
、

〔5 」和「4 ]
、

〔6 〕中讨

论过
.

本文在 仁5 」
、

〔6 」的基础上进一步将分区广义变分原理推广到弹性厚板问题
.

其中厚板

分区混合变分原理的提出为分区混合有限元法
‘7 ’推广应用于厚板问题打下了基础

.

一
、

分区三类变量广义混合变分原理

我们考虑中等厚度的弹性板
,

简称弹性厚板
.

在板中而内取直角坐标
* , 冀i(图 1 )

. : 轴以

向下为正
. n和 s 分别表示边界的向外法线和切线方

向
。

s的正方向如图所示
。

设板分为两个分区
: a 区和 b区

.

两区所 占的域

分别为口
。

和 口
。,

外部边界分别为
c 。

和cb
,

各由三

部分组成
:

c 。 = e ,。
+ e Z。

+ e sa , e 。‘ e l。
+ c : 。+ c : ,

其中c l。

和 c , 。

为固定边 (挠度二
,

中面法线的法向转

角叻
二 ,

切向转角丸分别给定为 汤 ,

必
。 ,

叨
。

)
,

几
。

和几。
为

简支边 (挠度切
,

中面法线的切向转角如
,

法向弯矩

对
。

分别给定 为 肠 ,

几
,

M
。

)
,

叭
。

和 cs
。

为 自由 边
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(法向弯矩M
, : ,

扭矩M
。 ; ,

横剪力Q
。

分别给 定为匆
。 ,

M
。 , ,

口小 两区的交界线为ca ‘挠度zD

以向下为正
,

法向转角势
。

以 由n到 z 的转向为正
,

切向转角功
。

以 由 s到 z 的 转 向为正
,

法向弯

矩M
二

以使下部受拉为正
,

扭矩 M
, ,

以使下部沿 s 正方向产生正 号剪应力介
.

为正
,

剪力Q
。

以向下为正
。

分 区三类变量广义混合变分原理的要点可分述如下
:

1
.

自变函数

a 区和 b区各有三类独立的自变函数
:

位移
:
谧d }

‘“,
= Lw 沪

二

沪, J , ‘。
‘

考d 卜
‘. , = L叨 叻

二

叻, U, 〔b ,

内力
: 琦: }

‘。, = LM
,

M
,
M

, , Q
二

Q , , r ‘。,

{; }
‘b , 二 LM

二

M
,
M

二 ,

Q
二

Q , J r (b ,

应变
: {E }“

,
= Lk

二
k, Z k

二 , y 二 ? , J ’‘a ,

月E }
‘b ,
二 Lk

二
掩, Zk

二, y 二 护, 」, ‘b ,

法线转角必
,

八分别以由x 到 z 和由y到 z 的转向为正
.

弯矩 M
二 ,

M
, 以下部受拉为正

,

扭矩

M
二,

以 使下部产生正向剪应力介
,
为正

,

正面上的剪力O
二,

场以向下为正
.

曲率 k
二 ,

左, ,

扭率

k
二 , ,

剪应变y 二
(即下

二二

)
, 丫, (即下

, :

) 分别以 与正号的M
, ,

M
, ,

M
二 , ,

Q
二 ,

Q , 相应的变形

为正
。

以上三类自变函数在域内
、

在边界线和交界线上都无需满足任何条件
.

2
。

泛函定义

设 a区定为势能区
,

b区定为余能区
。

泛函定义为

刀
,
= 侧护一 H 石忿

’

+ 万
, 。

其中11 奋护 为
a 区 (不包括交界线

c 。。
) 的三类变量广义势能

:

(1
.

1 )

“拾 一
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。 。
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·
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·
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·

(
“
·
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(Z k
二 -

+

鲁
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鉴)
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小
一

晋
+

叫
一

叫
‘一

等
+

叼
一 示

·

介一爪
, ‘

一。。〕d xd , +

}
。M 二 (*

,

一*
·

)一 Q
二

(二一 , )」‘· +

} 丙
. ,

,
,

一。一)、·

一 C 一a 十 C Z a ‘ C . 。

+

{
。1 。

(‘一‘
·

, “
·

‘· +

{
。2 。 + 。: 。

“
·

‘
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(1
。

2 )

这里奋为荷载集度
,

以向下为正
。

爪 二

和爪 ,
为力偶荷载集度

,

以与正号冉
,

·

叻, 相应的方向为正
。

石 (通壳少)和月
。

(褚丹)分别为弯扭和剪切应变能密度
:

D
_ . 。

滩b (叹介卜) ‘百 L匀息 + 左; + 2拼左‘介, + 2 (1 一“)左息, J (1
.

3 )

A
,

(于护卜) 二导叫
+ ‘

‘
(1

。

4 )

其中力和C分别为板的抗弯刚度和抗剪刚度
, 拜为材料的波桑比

。

刀指 为 b区 (不包括交界线 ca 。) 的三类变量广义余能
:
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_
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.

5 )

H , 为交界线co 。的附加能量项
:

H
,

一 {
_

(M犷 , 犷
,

+ M : “
“

十 Q犷
, tD (a ) , d ;

(1
.

6 )

3
.

驻值条件

泛函驻值条件

占H
,
二占刀拾 一占H 霖

, + 占H
, 。二 。

等价于厚板分区系统的全部场方程
、

边界条件和交界线上的连接条件
,

其中包括
:

在g
。

和口。
内的物理方程

、

几何方程和平衡方程
:

M
,
= D (k

二
+ 以 k

,

)
,

M
,
= D (点

,
+ 召k

,

)
,

M
二 ,

= D (l一召)k
二,

(2
.

7 )

k
二
二一

aM
二

.

卜; 一一
.

十
口X

日矽
二 ,

a功
, _ ,

了口功
x

‘

a砂, 、
一下一

。 月 ,
~ 一一又, 一

~ , 艺尺” ~ 一 l
~

二二- 十 二丁一
~
1

口义
一

口夕
一

\ 口夕 口劣 /

(1
.

8 )

(1
.

9 )

!
、
产

lC�

一一脚
一琳

一Q一
犷一夕
为月一a日一日M

二 ,

d夕

~ _
_

aM
, ,

一 叼忿
一加

二
= U

,
一一二一一一 十

口戈

( 1
.

10 )

卒
+

孕
+ 、一 。

0 潇 口y

在边界线上的几何边界条件
、

静力边界条件
:

必
,

二必
a , 。 = 汤 在

c l。
+ e : 。

+ e l。+ c Z 。 _

L

势
。 = 俩

。

在cl 。 + 令 。上

M
二 , = M

。 , ,

Q
,

= 口
。

在 c , 。
+ e 3 。上

M
。 = 厄

。

在 c Z。
+ 。: 。

+ c Z。+ e , 。上

在交界线 ca 。 上的连接条件
:

Q货
,

= 一 Q尝
, ,

甘寸
,
二材才

, ,

阿腮
, 一 仃忠

,

tD 柳 = , (b)
, 梦护 ~ 一 矽犷

, ,

p广
,
= 一 势犷

、

( 1
.

1 1)

( 1
.

1 2 )

( 1
.

13 )

( 1
.

1 4)

二
、

分区三类变量广义势能和广义余能原理

1
。

H 罗和万罗之间的转换关系

a 区 (不包括交界线 如。) 的三类变量广义势能刀诈 和广义余能刀黔 二者之间有如下转

换关系,
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,

, 二
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s

J C 口 卜 ‘ J

(2
.

1)

证
:

由式 (1
.

2 )和 ( 1
.

5 ) 仁在式 (一 5 )中将 b换成
a ]

,

得

侧,
)
+ 厅罗一

仃
_

〔
一从鲁

一屿器
一M一

(蓄
+

器卜
口

·

(
一

粤一动
。‘已

.

八 / 口叨
.

、 / 口匆
,

.

十叼 , l下犷了一势, )一 l一了 , 十
\ 口沙 / \ 口江

口M
二 ,

日夕

八 \ / 夕M
二 。

一甲
二

1势
,
一{

~
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/ \ 公汤

口M
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:

/ 日Q
二

尸犷 , 一一 甲 . J梦,
十 毛- 王尸

。y / \ 口人

.

口Q
, \ 1

, 、

f 八

十
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二

一 Iyl o a梦
a

) a s

u y 2 J J e t 。+ e : a + 口 s
汤

(2
.

2 )

根据分部积分
,

可得下列恒等关系
:

几
。

〔
一“

·

器
一“ ·

瓷
一“
袱鲁

十

鲁、
+

州尝
一

咖
。,

(器
一

朔
“
响

一

几
。

〔(登
+

一

除
一吼
卜(鄂

+

货
一Q ,

卜
一

除
十

钧
?

扮
·

+

将式 (2
.

(Q
. 功一M

.

叻
。

一M
。 ,

功
s

)d 。
。
+ c Z

。
+ C s。 + c . 含

代入式 (2
.

2 )
,

即得式 (2
。

一)
。

如果整个区域不再分区
,

这时ca 。
不存在

,

H 二君
‘

十 17 器
‘
二 O

证毕
。

故得

I拓3)

2
.

分区三类变量广义势能原理

在分区三类变量广义混合变分原理的泛函表示式 (1
.

1) 中
, a 区按广义势能给出

,

按广义余能给出
。

现对 b 区也改为按广义势能给出
.

为此
,

由式 (2
.

1) 可写出

H ;忿
)

= 一 11 聋夕+
l 〔Q寸

) 。
、“
一对才

·

砂
《

:
,

一M冷 , 寸
,

」d :

J C o b

将此式代入式 (l
.

1)
,

得

刀
,
二 H 拐

,
+ 万二乡+ H ”

其中H ”是交界线 ca 。 的势能附加项
:

(2
.

3 )

(2
.

4 )

白区

(2
.

5 )

H
, , 一 {

J C

式 (2
.

5 ) 和

〔Q户 伽
‘6 ’

一 田 ‘b ,

) + M 份
,

(沪二
a ,

+ 必少) + M北
,

帅杏
‘ ,

+ 必少
,

)了ds

(2
.

6a ) 就是分区三类变量广义势能原理的泛函表示式
.

可 以证 明
,

(2
.

6 a )

这个泛函

的驻值条件等价于厚板分区系统的全部场方程
、

边界条件和交界线上的连接条件
.

如果把式 (2
.

6 a) 中的
a 和 b 互换

,

即得H
, p 的另一表示式

:

H
,

一{
。。 。

: Q:
》

(? ‘。)

一
, + M护

)

(, 犷
)

+ , : “
)

) + M :
,

(, :一 + , ; 。
,

) :d · (2
·

6 b)

如果在交界线ca b上的位移连接条件 ( ,
.

J4) 事先得到满足
,

则由 式 (2
.

6 a) 或 (2
.

6 b )

即得
H

, , 二 0 (2
.

7 )

3
.

分区三类变量广 义余能原理

如果在式 (l
.

1) 中
,

对 a 区改为按广义余能表示
,

则将式 (2
.

0 代入式 (1
.

1)
,

即得

刀. 二 一 刀茄
,

一 Ij 礴合十万
。。

(:
,

8)
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其中H
。。

为交界线 ca 。的余能附加项
:

H
o o [ (Q犷

,

+ Q护
, )。

‘a ,

+ (M沪一M犷
, )沪(:

,
+ (M沈一M二了

, )沪梦
,

〕d : (2
.

g a )

式 (2
.

8 )

的。 和 b 互换
,

(2
.

ga ) 就是分区三类变量广义余能原理的泛函表示式
.

如果 把 式 (2
.

g a) 中

即得H
口。

的另一表示式
:

旅
和

“
一!

。。 。

〔(Q:
·

+ Q ;’
,

)功
《今 、

+ (M ;
·

‘

一M犷
》

, 、才
;

+ (M“,
)
一‘念, , 曾

,

“d · (2
·

”b ,

如果在交界线‘
。

上力的连接条件 (1
.

13) 事先得到满足
,

则由式 (2
.

9) 即 得

H
。。

= O (2
。

1 0)

三
、

分区二类变量和单类变量的广义变分原理

1
.

分区二类变量广义变分原理

利用应变能密度A 。
({k })

,

A
。

(理下卜)和应变余能密度B
。

(于M })

B
。

(可M })二M
二
壳
二
+ M

, k , + ZM
二, k

二 ,
一禹 (士k 少)

B
:

({Q }) ~ 口
二 F

,

+ Q , , ,
一A

。

(谧下全)

,

B
:

({Q })之l’A] 的如下关系
:

(3
.

1)

在。区 (不包括交界线ca
。
) 的三类变量广义势能 H 拐

,

和广义余能H 聋舍
’

中可消去应变{E }
,

从

而得到二类变量 (位移铭山
,

内力佃日 广义势能H 描, 和广义余能刀 拾 如下
:
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叼
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根据式 (2
.

2)
、

(2
.

5)

泛函表示式如下
:

(M
。
一M

。

)势
。
d : (3

.

3)

、

(2
.

5)
,

可得出分区二类变量广义混合
、

势能
、

余 能 变分原理的

刀
2
= 刀罗 一 H 北

,

+ H ,

刀
:
= 刀罗 + 11 珍 + H , ,

刀
:
= 一刀拐

,
一万给 + H

。。

其中H , c ,

H
, p ,

H
o c

仍由式 (2
.

6 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

9 )给出
。

(3
.

4 )

(3
.

5)

(3
.

6 ,

2
.

分区单类变量变分原理

现在考虑每个分区只有一类自变函数的情形
.
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如果 a 区是势能 区
,

则只取位移祠 }作自变函数
。

这时式 ( 1
.

2) 中的j1 拐 或式 (3
.

2) 中

的H 移
,

即转化为
a区单类变量势能刀俘

’

如下
:
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,

(、、}) 一、,一凡,
,

一卿〕d、 , +
f

.

〔帆
J J户‘a J c l 。

宁 ‘翻。

一,
·

)“一 、一 * )。
·

」d ‘+

i
。 3 。

(lw 二, 一。
·叨) d · +

{
。 : 。

+

I
。 : 。 + 。 , 。

“
·

‘
·
d ￡

(叻
。

一必
.

)沱.d
:

其中舀助 介
。 ,

沱
, 。

是边界力变量
,

也可表示为位移拟卜的函数
,

儿 (似 })和 Aa (州”

移通d 卜表示的应变能密度
:

(3
。

7a )

为用位

, 。({、, )一

警[(器)
’
+

(箫)
’
+ 2。

器会
+

宁(箫
+

器)
’

] (3
。

8)

A
·

(‘d ‘, 一

号[(鲁
一 ,

·

)
“
+

(斋
一 ,
们

如果位移 {d 卜事先满足几何边界条件
,

则

111 ;
》
一

儿
。

:志 (、“, ) + Aa (、“卜, 一凡‘一爪
。沪一 , 〕

dxd
,

+

I
。 3 。

(“二 , 一。一)d ·+

{
。2 .

+ 。 , 。

“
·

‘
·
d ·

(3
。

9)

如果 a 区是余能区
,

则只取内力谧时作自变函数
,

而且考
; 务应事先满足平衡微分方程

这时式 (1
.

5) 相应的H 拾或式 (3
.

3 ) 中的刀拾
,

即转化为单类变量余能刀拾
、

如下
:

(3
.

7 b)

(1
.

1 0)
,

二捻
, 一f仁[、。({、 , ) + 、

。

({口})〕、、 , + !
.

(杯
,

、
。 二

一。口
。

)、s

J J 盏J . J C l 。

十 C Z
。

+

I
。, 。

〔(M一“二)‘一 (Q一。
·

, “」d · +

{
。: 。

‘
·

M
·
d ·

+

I
。 : 。 + 。 3

。

(、
。

一。);*
.

、:

(3
.

2 oa )

其中白
,

挤
。 ,

庐
,

是边界位移变量
.

如果内力币好事先还满足力的边界条件
,

则

二夏:
, 一
f仁〔: 。 (、、 , ) + :

。

({Q , )J、、。+
{

.

(必
,

、
。 ,

一 * 口
。

) 、: + T 杯
。

、
.

、s

J 欲 。‘ 。 J ‘ 1
.

宁 C 含
。

J C 玉
。

根据式 ( r
.

1 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

8 ) 或式

势能
、

余能原理的泛函表示式如下
:

刀
,
= 11 釜护一 刀 {忿

,
+ 月 , 。

H
;
= 汀受罗

, + 11 ;夕+ H
, ,

H
,
= 一 汀岔

, 一 H 户 + H
。 。

其中H ,
,

H
, , ,

H
。。

的表示式同前
.

(3
。 , ()b)

(3
.

4 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

6) 可得出分区单类变量混合
、

(3
.

1 1)

(3
。

12 )

(3 一 3 )
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四
、

分区广义变分原理的一般形式

综合以上讨论
,

可得出弹性厚板分区广义变分原理的一般形式
.

设弹性厚板分为多个分

区
,

各个分区可任意定为单类
、

二类
、

三类变量的势能区 (例

如图 2 中的口
, . ,

口、
,

口
, :

区) 或余能区 (例如图 2 中的口
。 , ,

日
。 : ,

口
。 ,

区 )
.

相邻分区的交界线分为 外
。 ,

外
, ,

cc
。

三类
:

在
。 , 。

的一侧是势能区
,

另侧是余能区
;
在

c , ,

的两侧都是势

能区
:

在
c 。 。

的两侧都是余能区
.

分区广义变分原理的泛函一般形式可写成
:

刀 = 乙 刀
,
一 乙刀

。

十 乙H
, 。
十 艺 万

p ,
一

十 乙H
口 。

口
,

口
。

c , 。
、
幻 2

(4
.

1)

上式右边各项的意义如下
:

第一项表示各势能区口
,

的势能或广义势能汀
,

之和
,

汀
,

可以是H
, , ,

11
2 ,

或厅
: , ,

分 别由

式 (5
.

7 )
、

(3
.

2 )
、

(a
.

2 )给出
.

第二项表示各余能区日
。

的余能或广义余能刀
。

之和
,

11
。

可 以 是刀
l。 ,

11
: 。

或刀
: 。 ,

分 别

由式 (3
.

2 0 )
、

(3
.

3)
、

(1
.

5)给出
.

第三项表示相邻分区交界线心
口

处的混合能量附加项H
, 。

之和
,

其中H
, 。

由式 (1
.

6 ) 给出
.

第四项表示相邻分区交界线c , ,

处的势能附加项 H
, ,

之和
,

其中H
, ,

由式 (2
.

6) 给出
.

第五项表示相邻分区交界线
c 。 。

处的余能附加项H
。 。

之和
,

其中仃
。 。

由式 (2
.

9) 给 出
.

可以证明
,

式 (4
.

1) 定义的泛函刀的驻值条件

占刀二 0
」

(4
.

2 )

等价于厚板多区系统的全部场方程
、

边界条件以及交界线上的连接条件
,

如果每个分区都定为势能区
,

则由式 (4
.

1) 可得出分区势能或分区广义势 能 原理的泛

函如下
:

汀 == 乙 刀
,
+ 兄 H

, ,

(4
.

3)

g , e , ,

式 (2
.

5 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

22 ) 是式 (4
.

3 ) 的特例
。

如果每个分区都定为余能区
,

则由式 (4
.

日 可得出分区余能或分区广义余 能原理的泛

函如下
:

11 二一 乞刀
。

+ 乙 H
。。

(4
.

4)

g
。

式 (2
.

8 )
、

(3
.

6)
、

(3
.

15 )是式 (4
.

4 )的特例
.

弹性厚板分区广义变分原理的泛函表示式 (4
.

1) 的提出
,

使厚 板 变分原理有了最为一

般的形式
,

并使厚板各种特殊形式的变分原理得到沟通
.

利用转换关系式 (2
.

1) 可以方便地对厚板各类变分原理的泛函表示式直接进行转换
.

弹性厚板分区混合变分原理及其泛函表示式 (1
.

1) 的 提 出为分区混合有限元法应用于

厚板问题打下基础
。
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