
应用数学和力学
,

第 4

A pp lie d M a t五e m a t

.

卷

I C S

第 2 期 (1 983年 3 月)
a n d M e e li a n ie s

应用数学和力学编委会编

四Jll人民出版社出版

可变形体的有限转动参数和回转磁效应

陈 至 达

(中国矿业学院
,

19 81年 7 月收到)

摘 要

本文的第一部份将 Sy n ge l21 关于转动变换的推导用张量公式表达
,

进一步阐明作者在文〔7 1中所

求得正交变换式的几何意义
.

文中并讨论转轴矢量的张量性质 文中后一部份应用拖带坐标系 描 述法

讨论回转磁效应 (E ins te in 一 de H aa
s

效应)
,

建立一个求变形体中求磁化体力矩的简单公式
.

一
、

引 言

可变形体作任意限度位移时
,

准确的理论要求对其中的转动状态和变形状态同时进行分

析
.

在经典动力学中
,

物体空间转动的数学描述有二个主要方法
:
一是用 E ul e r 角 ;

另一是

以 E ul e r
转动参数 (转角及转轴方向余弦) 来表达

.

后者的典型推导
,

例如 L ov
e‘” 用解析

几何法
,

S yng
e ‘“, 用矢量法

.

近几年来
,

由于有理力学和可变形粒子动力学研究的要求
,

对

于空间转动参数表达式的数学推导又有一些讨论
,

如 K o z ik‘3 , (1 9 76 )
,

K o eh le r ‘ n d T r ie

k ey ’‘’(1 9 7 5 )
,

W ik e s‘” (1 9 7 5 )
,

Be a tty ‘. ’(29 7 7 )等
.

本文采用 S y n g e 的方法用张量公式表

达
,

得到适合于任意曲线系的公式
,

在形式上比目前其他作者的结果为简洁
.

将所得结果和作者在文红7
飞
中由运动微分变换分解的正交变换部份比较

,

可以完全明确

肯定正交变换的几何意义正代表变形体中一点邻域的转动状态
.

在变形体运动的一般状态
,

各点的转轴方位与转角之值是由变形体的位移梯度所确定的
。

这些结果对于近代力学和近代物理中关于变形体一般运动及变形粒子的研究都是十分重

要的
。

二
、

转动变换的张量表达式

在图 l ,
g ‘为在空间坐标系中过一点 0 的基标矢量

.

尸 代表物体中一点
,

O C 为转轴方

位
,

L为转轴方位的单位矢量
.

物体绕 OC 轴转过 沙角
,
尸变到尸

,

位置
,

令

~ , 门一几
.
~ 一 . 卜

C尸
,

C尸
声

垂直于

O P三 r
,

OP
,
三 r l

L;

CP
,
== r , 一O C

·

L (2
.

2)

另一方面
,

作 尸
,

N 一 C尸
,

令 C 尸= C 尸
产
二 :
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才
至 迭

C 尸, = CN + N P , 二 a (: 。o s J) + (; sin ,
, )n

(2
.

2)

a , n 为沿C尸和N P. 方向的单位矢量
。

n = L x a , sa =
护

一OC
·

L

易证

因

(2
.

3)

CP, ~ (r一 OC
·

L) e o s咨+ s in 沙 (L x r)

(2
.

4)

由式 (2
.

2)与 (2
.

4)
,

及 O C = r
·

L
,

故有

r ,
= r一 [ r一 (r

·

L)L] (l一e o s沙) + sin 沙(L x r)

以上是转动变换的矢量表达式
; 物体绕 L 转动 岁角后

, r 变换为 r,
.

L 和 r
矢量可沿基标矢量 g ‘方向分解

:

L= L
,

g
‘, r= x ‘

g
‘

L
‘
L

‘
二 l , r Z

== 夕‘, x ‘劣 ,

因此有

L x r , 。‘, 。L ‘% , g
‘

句
。
为排列张量

,

定义它和 刀
,

L
‘

结合的二 阶反对称张量 岛
, ,

刀
’:

L ‘, = 。: , . L . ,
乙
‘J = 。‘, ‘乙。

(L
‘, = 一L乙

,

刀
’= 一刀

,

愁

仁
。

5)

(2
。

6 a )

(2
。

6 b)

(2
。 7)

(2
。

8 )

上 }
衬 “

【

O L L
S

一 L
Z

L
,
一 L

Z

乙0
n�

U

--L户
泞.......... ..几

L : ,
0

L 。: 乙a :

L ; :

L
, s

0

0

一L
I }斌万 !尸

,

L
1 2

L
1 8

0 L
2 .

0

一 乙
3

L a 互 L
昌2

0 乙: 一L ,

而

‘一争
4 ,

泌
,
、 “ 一

合洲忆
,

(2
.

8)

因此有

L x r二 L , 。x j g “= L 一乞x, g ,

上式中定义 L式 二 乙, ‘
扩

几 ·

而

r一 (r
·

L) L= (占
‘

一 L : L ‘) 二‘g ‘

( 2
.

9 )

了
。 ,

l _ _ , J ‘ ,

“气
O ‘一了

￡‘, ‘￡
’ ”’ “

乙“‘ , .
) x

‘

g
‘ (2

.

JO)

可以证明

。 ‘ l
, _ _ , , ‘ ,

点三口 ‘
一丁

“‘, , “
’ ‘
’. “

乙
‘ ’

儿“ 。

= 乙
’ “

乙‘”

= 乙
’

孟乙‘ :

二一 L孟
’

乙厂

证明方法可以直接展开
,

并注意到

( 2
。

11 )

鲁。
, 乙‘, -

(2
.

JZ )

例如当 ‘二 l= l ,
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A ~ z一 L
2 3
乓

:
~ 乙“乙

, J
+ L

‘“
乙

盈:

+ 五“五
, 。
二 乙

‘”

L
二,

当 f~ l ,

l二 2,

刁= L
‘吕L

2 3
二 L “ L

:
+ L

‘2
乙

: :
+ L

‘s
乙

z。
= 乙

, ”

L
: 。

所以 (2
.

通的式可写成

r一 (r
·

L) L = 一 L孟
‘
乙‘r劣

‘
9 .

利用式 (2
.

9 )与(2
.

23 )
,

公式 (2
.

5 )可表达为

x “ g
了
= 〔d ; + 乙, .’: in 咨+ 去孟

‘
L , 萝(z 一

Co s沙)〕x
, g

‘

因 g
。

为任意基标矢量
,

故有

(2
.

1 3 )

(2
.

14 )

矛
了
二 R 》丫

R 乡~ 6} + 乙, 产s in 沙 + 乙;
‘
L J 廿(z一 c o sJ )

(2
.

2 5 )

(2
.

16 )

码 为转动张量的分量
。

由此
,

可知在一点邻域的微分变换
:

J 戈“ = 左乡J劣J (2
.

17)

代表转动变换
.

这就是在文〔7 〕中的正交变换关系
,

L 表示微元体的转轴方位而 沙代表转动

角;
但在变形体中

,

L和 J 是拖带坐标和时间的函数
.

三
、

转轴矢量 L 的张量性质讨论

因为转轴方向余弦是转动变换的基本参数
,

略为详细讨论是有必要的
。

(一) 定义 L , 才= 夕J今 L
一。,

L
‘
》二夕, . L ‘奋

因 L ‘, = 一L ‘
产

T 指转置张量
,

故有

L ‘才二一 乙‘俨 (3
。

1)

即有 L汁= 一 L公
,
乙君= 一 L君

,
乙求= 一 L碑

又有

L’j二 一 L今
r

(3
。

2 )

即有 户三= 一 乙气
,
乙

2
云= 一 L气

,

L气= 一 尸落

(2 ) 由式 (2
.

2 2 )有

(3
.

3)

例如

专
L
‘, L ‘, 一

合
L ‘; “,‘

一专
L , ‘L ‘,

一合
L犷 L“一 ,

一

音
L犷 L“一

乙扩 ‘砖一 乙。 ‘J 一 L : “, 一 ‘
(3

。

3 )

(3 ) 物理分量
.

因

L~ 乙‘g ‘=
“‘g

!
一

合
: ‘’·L , , g ‘一

奋
‘, ·L , ·g ‘
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一

合
一, · L , 厄。

‘·
g

,
一

合
一 , · 乙: ‘ 。: ·g

。

(3
·

‘,

g ‘二斌万
.

不丁
e ‘,

g
‘

= 扩云万‘万 e
‘

(3
.

5 )

e ‘与. ‘是单位协变与逆变基矢
.

刀
,

L
‘ ,

乙,
,

L括
,

乙广
,

L广的物理分量定义为

办一 乙
‘

斌示;不 乙一几斌 g
一

““
(s. 0a)

之
,

一争
。二 L , · 斌

疏
一乞

‘

(‘, , 、 、) (3
.

6 b)

之
‘

一奋
‘, ·“‘

·

“
严

一乞
‘ (‘、 , , k , (3

·

6 。,

艺
,
, 一合一

g , : ‘,
, “

赢
一艺

‘ (‘, , , 、) (3
.

6 d)

L广=

之
: ,
二

合
。“ , g , J L , 、

严
一乞

‘

L l ,

L
: :
= L . ,

L ” = 乙
3

(f今 j斗寿) (3
.

6 e)

、、.尹、、少

L ”二 L
, ,

+ 十

L : 誉= 五‘
,

:

L ”

乙
名,

+ 十

L 12 二 L
。

+ 十

乌子二口

(L
: : 二 一乙幼

,

十 +

(L . ‘= 一乙
“a ,

(L ,资二 一 L
Z
诬

,

⋯

L护二 L 卜

在正交坐标系有

十 十 +

乙
a ,

乙护二乙
。

(L护二 一 L护
,

⋯

��

=一一

+

护
十

与
+

几

(L
, )

“
+ (L Z )

“+ (L
S
)
“
= (L

l

)
2
+ (乙

、

)
, + (L

:

)
“

~ z

+ + 十 +

(几分)
2 + (与亡)

“
+ (L

:
于)

“
二 (乙三

名

)
名
+

及其他关系
。

在正交坐标系中
,

(L石
’

)
2 + (L孟

2
) 二 i

乙厂二 L犷
,
乙识二 一 L广二一

+

r
.
份

‘夕

因此我们允许将混合二阶指标简记为 L ,
,

但对于一般非正交曲线系
,

转动参数 L ‘
尹并不一

定等于 一L石 求它们的物理分量须先求 刀
, L ‘。

四
、

回转磁效应和复合角动量

在一般情况
,

变形体中各点的转动角速度不同
,

角动量在各微元区域常具有不同值
,

呈

分布状态
。

整体的角动量是局部角动量的复合结果
,

故称为复合角动量
。

回转磁效应 (E ins te i n 一
d e H aa

s 效应 ) 表现是复合角动量之一重要基本例
。

今讨论铁磁性材料圆轴的磁化运动问题
。

设圆轴初始无磁性表现
.

当受到外磁场 B 作用

后 (假设 B方向平行于轴
z 如图2)

,

圆轴中原子磁矩的向量和不再为零
,

合成磁矩
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M
。

~ 艺M原子斗 O

此时在原子中
,

电子微观运动的角动量总和也不为零

G
。
= 艺G 原子今 0

按照回转磁比 (G y r o m a g n e tie r a tio) 丫,

知

M
。
= 下G

。

夕是负值
.

G
。

是相对于原子的质心计算的角动量总和
.
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(4
.

1)

(4
.

2)

(4
.

3)

今取一个固定参考系X
‘,

并在圆轴内取定一个拖带参考系尹
.

如设想将每个原子的质心

和拖带坐标结连
,

并设想将原子质量集中到质心
.

则整个体系的角动量可以看成由二部份组

成
:

a) G
。

—
相对于原子质心的微观角动量总和

.

b) G
。

—
拖带系的牵连运动角动量

.

由动量矩定律知

d
,

~
一二兀一 t切
“ 于

+ G
。

) = M
。
x B (4

.

4 )

因为合成总磁矩平行于B
,

所以M
。
x B = o ,

故有

G
。

一 一 G
。

证明拖带系将反向转动
.

(4
.

5 )

已赫
丫�仆叶日
�

打
当磁化圆轴的转动不受约束 (图 2 (b ) )

.

。‘}}, = 充乡+ 乙;
.

诊

因变形极其微小
,

戈杏可忽略
,

于是

小}l
, 一乙,

图 2

轴中任一点的速度变化率 (参见〔8〕
、

〔的二文 )

( 4
.

6 )

固定参考系和拖带系均取作圆柱坐标系 (xl 二: ,

尹二口
,

尸二 z ,

(r
,

e
,

月按 习惯指谓 )
.

成的G
。

方向平行于
z 轴

,

因此转轴单位矢量沿
z 轴方向 :

+ + + + + 牛

L
:
子== L

“
= l ,

L J = L
‘
一 0 ,

L以二L
Z
= O

( 4
.

7)

因合

( 4
.

8 )

。去
, ; , , _ ; , ;

一一二一一
~ 砂 号 U

‘

= U
. ”“

= r 犷 。 U ’

= U

dr
( 4 9)

设拖带系单位质量的平均合成体力矩为 m ,

因 B 作用于原子磁矩的力矩垂直于 B
,

所以
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m 土 B (mJ 寺 。
,

淤 ~ 耐 ~ 0)
.

由于轴不受转动约束
,

在整个体积内分布的 m 矢自成平衡力系
·

当圆轴一端用金属丝悬挂
,

磁化轴的转动受约束
,

轴回转时
,

金属丝施加反力矩 T与合

成体力矩相均衡
.

根据动量矩定理
,

存在有非对称切应力 少
,
(‘专 ]’) 必

‘, 表示其物理分量)和

体力矩。
‘
(东

‘

表示其物理分量 ) 的平衡关系 (见〔8 」
、

〔的 )
:

沙
3 2
一沙

2“
一 p 灰

‘,

沙“ = 沙
z ‘
= 步

‘3
= 彦

3 ‘
= o (4

.

2 0)

m 在变形体内是均布的
,

取圆轴的二个无穷小相邻截面看
,

体力矩产生的切应力等效于面切

力 (见图 2 (d) )
,

所以在圆轴下底端面出现面切力
,

它对轴之矩和金属丝的反力矩平衡
,

T 一 ‘T ,一

{
‘

3 么
·

2 二。Z
d一夸

“
·
‘

3 2

(4
.

2一)

R 为轴半径
·

切应力的对称部份 1/ 2 公” 十宁勺和应变成比例 (见〔8〕
、

〔9 力 当变形极其微小
,

沙5 2
+ 沙

2 8
二 0 (4

.

12 )

所以由 (4
.

20 )与 (4
.

12 )二式有

, . 。

1 十 ,

叮
“ ‘

= 二刃
.

户nZ
‘

乙

(4
.

1 3)

将上式代入 (4
.

1 1) 式求得平均体力矩公式
:

南
‘
~

3 T

厅R SP
(4

.

14 )

T
,

R
, p 测得后

,

即可算出未
’

值
.

以上讨论的是 E in s te in
一

de H aa
s
效应

.

如果铁磁性材料之圆轴高速旋转
,

则沿拖带系转

轴L方向出现磁场 B
,

当然B是十分微弱的
;
这是熟知的 Bar n et t效应

。

五
、

结 束 语

本文除了研究有限转动参数的重要性质外
,

还应 用 H enc k y
一
B r ill ou in 一

S yn g e 一

钱的拖带

坐标系描述法讨论了回转磁效应
,

所导得的求体力矩公式是有实用价值的
。

[ 2 ]

[ 3 〕

参 考 文 献

L o v e ,

A
.

E
.

H
.

,

A t r e a t is e o n th e rn a t h e m a tie a l th e o r了 o f e la s t ieit了
,

D o v e r ,

(le4 4 )’
-

6 9
.

Sy n g e ,

J
.

L
. ,

C la s sie a l dy n a m ie s ,

in H a o d bu e h d o P h口; ‘舟 B d
.

! / 1
,

马10
.

K o z ik
,

T
.

J
. ,

F in ite r o t a t io n s a n d a s s o e ia t e d d is p la e e m e n t v e ct o r ,

J
.

A夕夕了
.

M o e h
. ,

9 8 (19 7 6 )
,

09 8一6 99
.

K o e hle r ,

T
.

R
.

a n d s
。

B
。

T r ie k e了
,

E u le r v e e to r s a n d r o ta tio n s a b o u t a n a rb itr a ry

a x is
,

月。
.

J
.

P h, 5
. ,

46
,

6 (19 78 )
,

芍5 0一6 51
.

W ik e s ,

J
.

M
. ,

R o ta tio n s a s s o lu tio n s o f a m a t r ix d iffe r e n t ia l e q u a tio n ,

A份
.

J
.

P h , ;
. ,

4 6
,

6 (19 78 )
,

6 85一6 87
.

B ea t ty
,

M
.

F
. ,

V e e to r a n a ly s i: o f fi n ite r ig id r o ta tio n ,

J A 户户了
.

M
o c h

. ,

55 (一977 )
,

501一 502
.

陈至达
,

连续介质有限变形力学几何场论
,

力学学报
, 2 (1盯 9 )

,

107
‘

一 1 17
.

中国矿院学报
,

1

(19 78 )
,

1一 13
.

,月,J�..J户

在��匕
卜..‘r1L

, .J, .J内O钾.r口L工.L



可变形体的有限转动参数和回转磁效应 157

[ 8 (广义弹性力学
,

岩石中的冲激波)
,

中国矿院学报
,

[ 9 (弹性有限变形能量原理)
,

清华大学 学报
,

拍
.

4

〔10」

陈至达
,

连续介质有限变形力学几何场论

2 (197 9 )
,

1 1一 2 6
.

陈至达
,

连续介质有限变形力学几何场论

(137 9)
,

44一57
,

陈至达
,

嘴有理力学》
,

中国矿院
,

北京
,

研究生部讲义
,

(1 980 )
.

T he
“

Fin ite R o ta t io n Pa ra m e te r o f a D e fo rm a ble

B o dy a n d G yro m a g n e tic E ffe c t

Ch en Zhi
一
d a

(C h‘n a l加 tit u t e oj M i。云n g T e e h n o lo gg )

Ab st r扭心t

T h e d e r iv a t io n o f Sy n g e tZ I fo r th e fin ite r o ta tio n fo r m u la in te r m s o f E 胜le r p a : a m e t e r

15 p u t in t o te n so r fo r m
.

H e n ee a fu r th e r e la r ifiea tio n o f th e g e o m 巴tr ie m e a n in g o f th e o r t ho
-

g o n a l tr a n s fo r m a tio n o b ta in e d in th e a u tho r
’

5 p a p e r [ 7 ] 15 m a d e
.

T h e t e n so r p r o p e r tie s o f

r o ta t io n a x is v e e to r a r e a ls o d is ou s s e d
.

B y m ea n s o f the m e tho d o f co
一m o v in g e o o r d in a t e

s y st e m e s ta blis he d in 〔8」
,

[ 9了
,

二 e e x p la in th e g vro m a g n e t ie e ffe e亡
, a n d d e r : v e a s inz p le

fo r m u la fo r e a le u la tin g bo dy e o u p le w hie li 15 in d u e e d b了 m a g n e ti z a tio n
.


