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摘 要

作者曾指出
‘幻 ,

弹性理论的最小位能原理和最小余能原理都是有约束条件限制下的变分原理 采

用拉格朗日乘子法
,

我们可以把这些约束条件乘上待定的拉氏乘子
,

计入有关变分原理的泛函内
,

从

而将这些有约束条件的极值变分原理
,

化为无条件的驻值变分原理
.

如果把这些待定拉氏乘子和原来

的变量都看作是独立变量而进行变分
,

则从有关泛函的驻值条件就可以求得这些拉氏乘子用原有物理

变量表示的表达式
.

把这些表达式代入待定的拉氏乘子中
,

即 可求所谓广义变分原理的驻值变分泛函
.

但是某些情况下
,

待定的拉氏乘子在变分中证明恒等于零
.

这是一种临界的变分状态
.

在这种临

界状态中
,

我们无法用待定拉氏乘子法把变分约束条件吸收入泛函
,

从而解除这个约束条件
.

从最小

余能原理出发
,

利用待定拉氏乘子法
,

企图把应力应变关系这个约束条件吸收入有关泛函时
,

就发生

这种临界状态 用拉氏乘子法
,

从余能原理只能导出 H “lli ng e r 一 R e is sne
r

变分原理〔叭
二3] ,

这个原理

中只有应力和位移两类独立变量
,

而应力应变关系则仍是变分约束条件
,

人们利用这个条件
,

从变分

求得的应力中求应变
.

所以 H e lli ng e r 一R e is sne
r
变分原理仍是一种有条件的变分原理

.

普通的拉氏乘子法
,

只考虑变分条件的线性项
,

当这个线性项的拉氏系数等于零时
,

这个条件就

没法吸收入泛函之中
。

为此
,

我们推广拉氏乘子法
,

不仅考虑变分条件的线性项
,

而且也考虑变分条

件的二次项
.

我们称这种拉氏乘子法为高次拉氏乘子法
.

在用了这种高次拉氏乘子法后
,

不仅从 于10 1
-

h ng
e r

一

Re is “

ne
r

原理的基础上
,

找到比现有一切广义变分原理更加一般的广义变分原理 在特殊的

情况
,

这个更一般的广义变分原理
,

可以还原为各种现已知道的弹性理论广义变分原理
.

同样
,

我们

也可以从胡海昌
一
鹜津久一郎变分原理

￡‘, , 中
,

用高次拉氏乘子法
,

求得比该原理更一般的广义变分原

理
。

我们也讨论了上述两种更一般的广义变分原理的等价定理
,

以及有关的等价条件
.

一
、

弹性理论小位移问题的数学形式

一个弹性体
,

在其体积犷 内受体积力 F ‘(‘= l
,

2
,

3 )的作用
,

在其外力已知的边界 S
。

上

受已知边界外力 歹
. 的作用

,

在其位移已知边界 S
。

上
,

边界位移已知为 口‘
,

在静力平衡时
,

表明这个弹性体的应变状态的应力山
, ,

应变 。‘, 和位移
“‘必满足下列五个条件

,

即

(l) 静力平衡方程

其中卿
, ,
代表

会

a ‘, l , + F
‘
= 0 (在 犷 内)

为哑标
。

(1 一 )

13了
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(2) 应力应变关系

a ‘, ~ a ‘, “e , ‘ (在厂内)

或
口‘J一 o ‘, “‘a 。‘ (在犷内)

其中
a . , , : 和 b

, , 。: 分别为弹性常数和柔性常数
.

(3 ) 应变位移关系

(1
.

2 a J

(1
.

2 b)

e ‘, 二粤(u
. ,

, + u , , .

) (在犷内)
‘

(1
.

3)

(4 ) 位移巳知的边 界条件
。, = 。‘ 在5

.

上 (1
.

理)

(5 ) 外力已知的边界条件
a ‘s n , = 歹

‘

在S
。

上 (l
,

5 )

其中S
。

为位移已知的边界面
,

S
q

为外力已知的边界面
,

设总边界面为S
,

则

S = S
。

+ S
,

(1
.

6 )

人们就从 (1
.

1)
、

(1
.

2)
、

(1
.

3 )的 2 5个式中
,

在 (1
.

4 )
、

(2
.

5 ) 的边界条件下求解 厂中的。. , ,

心‘夕, “‘-

二
、

变分极值原理和变分条件

弹性理论小位移静力问题的有条件的极值变分原理有下列两种
:

( 1 ) 最小位能原理

d刀 p = 0 (2
.

1 )

二 , 一 f{{(冬
a ‘, . : e ‘, e 一 : 一户

, u ‘)、。一If歹
‘。‘J s

J 述J 、 ‘ J J
v

几

(2
.

2 )

其变分条件为

。‘, 一 a ‘, · : e · : , 。: , 一

音
(一

, , + 。, 一 ) (在犷内)

“‘= 。 ,

(在 5
.

上)
,

S
。
+ S

,

= S

(2
。

3a ,

b)

(2
.

4)

其中冬
a ‘, , : e ‘, e二为应变能密度

.

‘

(2 ) 最小余能原理

占刀 c = 0 (2
.

5 )

H一服
“‘,

一
、, 口一d 厂一

仃
“‘。, a 。, d s

y s 。

仁
.

6 )

其变分条件为

e ‘, 一 b‘, ·: a 一 , e ‘, 一

合(
。‘

, , + 。 , , ‘

)
,
。, , , , + 厂

,
一。 (在犷内)

a’ , ” , = 歹
‘,

(在 S
,

上)
,

其中
.

夕
,

+ S
。
= S

(2
.

7 a ,

b
, e )

(2
.

8 )
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三
、

已知的广义变分原理

人们巳知的广义变分原理有下列四种
:

(z ) H u 一

W
a sh iz u (胡海昌

一

鸳津久一郎) 原理 (19 5 4一5 5 ) ‘
4 , ‘,

占H 窟甲二 0 (3
.

1)

犷仃
口以a

“·‘一

份{合
·‘, ·! · , , ··‘

一
‘··

,

一
, 一厂

‘
一

一

JI
,
‘一d s 一

{{
a ‘, 一‘
一

“,
,‘S

凡 8
‘

(3
。

2 )

这是一条完全没有约束条件的驻值变分原理
,

共有三类独立变量
: “. , , u , ·

胡海昌“
’

曾

称之为
“

广义位能原理
” 、

作者曾证明“ ’: 它是可以用拉氏乘子法把最小位能原理的变分约

束条件吸收入有关泛函从而解除其约束而求得的
。

作者曾建议川
,

把这个变分原理称为弹性

理论小位移问题的完全 (无约束) 的广 义变分原理
。

(2 ) H e llin g e r 一R e is s n e r
原理 (19 5 0) ‘”

, 【‘ ,

占H , : = 0 (3
.

3 )

二
一拼{

一

合
“‘, ··a ‘, a

一
(a ‘, , , + ,

‘,

}
d 犷

+

丁{
。‘

一
d s +

{J
一 (a

‘,

一 ,
,

, d s

夕 s。

(3
.

4 )

这是有两类独立变量 伍
‘, , “‘)的驻值变分原理

.

求 e’ , 的条件为
e ‘, 一 b

‘, 。 : a , : 二 0 (3
.

5 )

也即是说
, e . ,

并不是独立变量
,

(3
.

5 ) 也可以看作为变分约束条件
。

所以
,

H elli n g er
~
R e is sne :

原理并不是完全无约束的广义变分原理
,

但业已解除了最小余能原理中有关 (0 应变位移关

系
,

(2 )平衡条件
,

和 ( 3 )外力已知边界条件的约束
。

它应该是不完全的广义变分原理
.

作

者在本文后面将证明
,

用一般常见的线性拉氏乘子法
,

我们无法解除 (3
.

5 ) 式的变分约束条

件
.

我们必须指出
,

(3
.

4) 中 的 泛 函 H 。
,

和常见的 H ell ing er
一
R ei ss

ne
r 泛 函 差 一个正负

号
。

这是卞学错教授所建议的
〔. , .

我们很易证明
,

在 (3
.

5)式的条件下
.

刀 B 二 和 刀
, : 完全相

等
,

我们称之为等价原理
‘? ’.

(3 ) 所谓
“

广义余能原理
”

(19 5 4 ) ‘. ,

己H o c = o (5
.

6 )

。·。一

IJ{{一
, 口‘, +

合
·‘, ···‘,

一
(。‘, , , + 户

‘

,
}
d犷

+

仃
。‘

一
d s +

仃
一 (·, 。 ‘, 一 ,

‘)d s

8 . 刃a

(3
.

7 )

这里有三类独立变量
,

即 。 , ,

山 , , 脚 ,

是一个 完 全 没 有 约 束条件的广义变分原理
。

泛函

刀 。。和 通 常 所 用的泛函差了一个正负号
,

这也是卞学横教授所建议的
‘. ’.

我们很易证明
,
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厅 H , 和刀Gc 无条件完全相等
,

这个等价原理业已分别由钱伟长
L7 ’和鸳津久一郎

t s ’
证明

。

(3
。

6)

也是一个驻值原理
.

( 4 ) 梁国平
一

傅子智的广义变分原理 (19 8 2 )
〔。’

占H : p
== 0

1

(3
.

8〕

“
一拼{合【

一

合
“‘, , ‘a ‘Ja

一(一一万
一

“‘夕合’e ‘夕e 七‘)」

一。。
(a

‘J , , + 户
‘

)
}
d F +

{丁
。‘

一
d s +

{丁
一 (a

: ,

一 吞
!

)d s
(3 9 )

这是一个三类变量的驻值原理
,

即 山 , ,

e ‘夕, “‘, 也是 一 个完全没有约束条件的广义变分原

理
.

刀砂 和梁
一

傅原来的泛函差 一个正负号
.

在下面
,

我们将用拉氏乘子法从最小位能原理或最小余能原理推导这些 广 义变分原理
、

四
、

线性的拉氏乘子法和 H u 一

W as hi z u 和

H e llin g e r 一 R e is sn e r 原理的推导

设变分条件为f = O,

由于这个条件而对泛函
1

的修正项应写成 必(力
,

而且

功(f)
I _ 0
二 0 (4

.

1)

设 功(j) 为f的正规函数
,

则 功(f) 可 以用 T ay le r 级数展开

必(f) = al f + 凡户+ ⋯ (4
.

2)

当 / 很小时
,

略去 f 的高次项
,

功(j )二佑 f 自待定
,

但斗 O (4
.

3 )

a : 即为待定的拉氏乘子
.

最小位能原理 (2
.

*) 有三个变分约束条件
,

为此
,

我们可以引进三种独立的待定拉氏乘

子
, a ‘, ,

刀‘, , y‘,

而根据 (4
.

3) 式
,

把这三种约束条件 (2
.

3 a ,

b)
,

(2
.

4 )吸收入泛函汀,
后

,

得广义变分原理的泛函

“ , 一“
·
+

!I丁{
a , ,

卜
, 一
合

(一
, , + 一

, ‘

)
」

+ ,
‘, (a ‘, - ·, ,

一
)

}
d 厂 +

JJ
, ,

(一
。‘)d s

夕
‘

(4
。

4 )

其中 a ‘, = a , ‘,

刀
‘, = 刀

, : , v‘,

后
,

可以写成

住‘J
, 召 ‘j , u ,

都是独立变量
。

变 分 驻 值 的条件通过分部积分

‘“ ; 一

{{J{
(·‘, : ‘

一 + a ‘, 一口。 !

一
, “一 + 刀

‘j

赫
‘J + ‘a

! , , J一尹
、

, 。一

{
d 犷

+

拼{(一合一合一)
‘一 + (a ‘, -

一
,胡

‘,

}
d犷

(
一

“‘, “y‘d s +

{I
‘,

、

一
; d二d s 一

少{
氏 凡

(。, a 、, + 歹
*

)面
。d s 二 0 (4

.

5 )仃刀a.十
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由此
,

得下列各独立方程

a : , , : e 。 : 一刀
, : a ‘, : ‘+ a ‘, 二 0

刀
。, = 0

a : , , , 一F
‘
= O

e ‘, 一冬(u
‘, , + 。, , 。

) = o

2
、 一 , .

a ‘J一 a ‘, 七‘c 七 : = 0

(在犷内) (4
.

6 a ,

b
, e ,

d
, e)

、..!、了.lweI
、

,
产、.产、.户

1工勺自nJ
了.、‘了、了.、

兰
‘
一“一 0 ,

}
r ‘一

刀 了口‘j= U ,

(在S
。

上) (4
.

7尽
、

b)

(4
.

6 d
, e )

。J a ‘,
+ p

,
二 0 (在S

,

上) (4
.

8)
、

(4
,

7 a )
、

(4
.

8)分别为刀
, 的原有变分约束条件

,

从 (4
.

6 a ,

b )
、

(4
.

7 b) 可 以求得

、J.、百
少rJ、l少
、、.矛、.矛�

月任哎口八n78
了.、甩了
、口了、

f
、了.、

a ‘, 二 一 a , , ,

口
‘, 二 0 (在犷内)

护‘二一 n ,。‘, (在S
。

上 )

把 ( 4
.

9 a ) 代入 ( 4
.

6 e )得

} (4
.

g a ,

b
, 。)

。, , , , + F , = 0 (在犷内 ) (4
,

】0 )

它即为平衡条件
:

这里的待定拉子乘子刀
‘, 虽然等于零

,

但有关的变分约束条件a ‘, ~ a ‘, 。 ‘e : ‘

业

已在证明 (4
.

9 a) 中采用过了
。

所以
,

如果把 (4
‘

9a
,

b
,

c) 中的拉氏乘子代入 汀 ; 时
,

即得 完全

的广义变分原理
,

即H u 一

W a shi zu 原理
.

其泛函为万。
,

见 ( 3
.

2 )
.

把
e ‘, , a ‘, , “‘作为独立变

量
,

对 II H 二
变分的驻值条件给出弹性理论小位移问题的全部条件 ( 1

.

1) 一 (1
.

5 ) 式
.

所以拉氏

乘子法的确解除了最小位能原理的一切约束
.

这是线性拉氏乘子法解除约束变分条件的一个

成功的例
,

在下面我们将给出线性拉氏乘子法一个不成功的例
.

即从余能原理 H 。 用线性拉氏乘子

法推导不出所谓
“

广义余能原理
”

万
。。 ,

而只能导出H el li ng er 一
R ei ss ne

r
原理 II H : .

设 叭 , ,

从 , ,

片
, “,

为有关拉子乘子
,

把最小余能原理的变分约束 条 件 (2
.

7a
,

b
,

c)
,

(2
.

8) 分别乘上述乘子
,

然后吸收入泛函 H 。 之中
,

建立新的泛函

“”
一

11
·
+

仃J{
。 , , (

一
“。J

一
, + ,

‘J

(一合
一

, ,

一卦
, , !

)}
d 犷

+

{I丁
, !

( a
‘, , , + 户

‘

) d 犷 +

{介
“·, a ‘, 一 ,

‘, d s
(4

.

1 1)

其中 11 。 见 (2
.

6 )
。

我们在 刀
。

前换了负号
,

其目的只是为了导出卞学横教授所建 议 的 11 。

泛函 ( 3
.

4 )
.

变分驻值条件通过部份积分后得到

““。一

仃工{
(一“

‘, 。‘。

一
“

! ,

一
, ‘, , , “。

‘, + (a
‘J + 刀

‘, , ”一 + 夕
‘ , , , “一

}
d 厂

+ }{{}(
。 ‘, 一。

‘, , ‘。。 : ) 。a
‘, + (

。‘,

一粤
。‘, , 一冬

。, , ‘

)。刀
‘,

+ (二
‘, , , + 厂

.

) 。:
‘

飞、:
J J J ( 、 乙 乙 产 J

(n , 。‘, 一 ,
、

)、
‘d “十

且
S 叮

。
‘+ 。‘) n , ‘口

‘, d “ 十

{{
(:

‘
+ 。‘) 刀, 恐口一d“�日打So

十
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由于 6“
,

方程
:

钱 伟 长

一

仃
,
‘, 一‘一d s 一

价
‘, 一d一d s 一 ” (4

.

JZ ;

5
0

5
.

6。‘, ,

掩
‘, ,

舀山 , ,

胡
‘, ,

抑
, ,

如
‘

等都是独立的变分 于是从 (4
.

12) 给出下列 」l个

在厂 内
,

我们有

创b)c)d)e)幻
。Jnjod,口八Jc舀仁扭(4住(4扭( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

(6 )

一“·, 一 a

一
“‘, 一a

一合
, ‘, ,

一

合
: , ·

a ‘, + 万, , 二 0

刀
‘, , , ~ 0

“ J一
口 ‘, 今忍口 . 碑= 0

e ‘, 一 李
。‘, ,

一冬
u , , ‘

= o

2
一 ’ 砂

2
, , ·

口 ‘, , , + 户一
。

二 0

在 S
。

上
,

有

(7 ) 刀
. ,
~ 0 (4

.

j4 a )

(8 ) , , + a ‘~ 0 (4
.

a 4b )

在 S
, _

七
,

有

(9 ) 刀
, , 。 0 (4

.

zsa )

(20 ) n , 。 . , 一歹
:

= 0 (4
.

15 b)

(1 1) 夕,
+ 户

,
= 0 (4

.

15 e )

从 (4
.

j3c )
、

(4
.

1 4a)
、

(4
.

15a)
,

我们得 房
, 的齐次微分方程及其齐次边界条件

。

其 解 可 以

写成

刀
, , 二 0 (在犷 + S 内 ) (魂

.

16 )

代入 (4 一 3 b)
,

得

a ‘, = 0 (在厂 + 夕内) (4
,

J7 )

于是
,

从(4
.

lsa )
、

(4
.

z3 d)
、

(4
.

13 e)中消去 a . s , e ‘, ,

得

(
“,
+ 护

‘

)
, , + (u , + 夕, )

, ‘= 0 (4
.

1 8)

如果略去变形中的刚体位移
,

则 (4
.

1 8) 的解可以写成
。‘+ 护

‘
~ 0

,

或 护‘~ 一u ‘
(在 犷 + S 中) (4

.

19 )

边界条件 (4
.

J凌b)业已满足
,

从 (4
.

zse)
,

得

拜, = 一护, 二 + “‘ (在 S
,

上) f4
.

2 0 )

而其它各式
,

即 (4
.

z 3 d)
、

(4
.

lse )
、

(4
.

z 3f)
、

(4
.

z 4 b)
、

(4
.

15 b)
,

分 别 为 原弹性理论静力

学问题的各关系式 (1
.

2) 一 (」
.

5)
.

把 (4
.

2 6 )
、

(4
.

27 )
、

(4
.

19 )
、

(4
.

2 0)中所定出的拉氏乘子

代入 (4
.

1 1)
,

即得 H el li ng er
一
R e is s n e r 变分原理的泛函II Ha

,

见 (3
.

4)
.

原来 引入lrI 。 的变分

条件
。‘, 一。。, , :。, : = 。 和 。‘, 一冬

: . , , 一冬
u , , ‘

= 。的拉氏乘子 。 . , 和 刀
‘, 都恒等于 零

.

也即
2 ”

‘

2
一

‘ ’ . - 一 ‘ 碑

一 r 、 一 ’ 一 ‘ 一

” 碑 ’
~ 尸

’ J 曰尸 ’

一
’ “ 4 丫 ’

目
~ ,-

是说
,

在确定拉氏乘子的过程中
,

又把这两个变分条件丢失了
.

其实这两个条件在确定y ,

的

过程中曾经联合起来使用过一次 (即求得 (4
.

18) 的过程中使用过 )
.

所以真正 丢 失 的 只有
e , , 一b‘, , : 口。: ~ o 这一个条件

·

这就证明T H e llin g e r 一 R e is s n e r
原理只有两类变 童

,

而 。‘, 是

从剩下的变分约束条件 (3
.

5) 中求得的
。
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以上证明了
,

用线性的拉氏乘子法
,

只能求得汀
H 二的变分原理

,

无法解除一切变分约束

条件
,

其原因为
,

在 17 芯的驻值条件中
,

有关这个变分条件的拉氏乘子恒等于零
.

亦即这个
·

拉氏乘子不满足原来假定它不等于零的条件 (4
.

3 )
。

在拉氏乘子恒等于零的条件下
,

功(j ) 的

展开式 (4
.

2 )中
,

线性项恒等于零
,

’

为了解除这个约束条件
,

我们必须采用 功(j) 展开式的高

次项 a扩
“.

我们称这个变分条件为临界变分条件
.

五
、

临界变分条件和高次拉氏乘子法

我们遇见了临界变分条件

f= e ‘, 一b‘, 。: a . : = 0

设

功
_

(f) == A
。, , ‘(e ‘, 一b‘, 。。 a . f,

) (e 。: 一 b。: , q o , 。)

其中 A
.
。 :
为高次项的拉 氏乘子

,

其实是 产 二次项的乘子
。

它有下列对称性

A ‘, 。‘二 A 。‘一, = A , ‘。‘= A ‘, : ,

它是待定的
。

建立新的泛 函

(5
。

1)

(5
。

2 )

(5
。

3)

二 :
: 一II B · +

{仃
A

‘, 一 (

一
“·,

一
, ‘

一
“·

一
, d 犷

(5
。

4)

刀芸
, 的驻值条件为

二 :
: 一

{仃{
一“,

一汁音一
+

合一
, A
一

“
一 (

一
“

一
,
}
‘口‘, d 犷

+

{{I
ZA ‘, 。“

一
“
·‘

一
, ‘一 ,d 厂

+

{Jl{
(a

‘, , , + 夕
·)“

。
+ ‘

一
“‘,

一
, ‘

一
“

一
, ‘A

‘, 一

}
d厂

‘

一
, ‘

一
““+

复
(

一
’
·, “一“S一 (5

。

5 )
�日日�S.

一

由于 犷 中的 占。
‘J ,

j自力

其系数都等于零
.

在 犷 中

( l ) 口‘, , , + F ‘二

占。‘
,

6月‘, 。: ,

S
。

中的
n 沪。‘J

,

和 d 。 中的 d。‘都 是独立变分
,

所以

(5
.

6习

( 2 )
“·, 一a 。 : 一

音
。‘, , 一

合
“, , ‘一 ZA

一
“一

, ( e · :一“一
a , ·, - (5

.

6 b)

( 3 ) ZA ‘, , : ( e
, : 一 b

, : , 。a , 。) , 0

( 4 ) (e
‘, 一b 一, . 。a o .

) (e 。

一 b。: , q a , q ) 二 0

在 5 .

上

( 5 ) “‘二“

在 占口上

( 6 ) 。. , n , 二歹
*

(5
.

6c)

(5
.

6 d )

(5
。

7 )

拓
。

8)
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(5
、

6a)
、

(5
.

7 )
、

(5
。

8) 都是原弹性理论中的平衡方程和边界条件
.

从 (5
.

6c )
、

(5
.

6 d) 找们

得
e 一, 一b ‘, , ‘a * : = 0 (在厂中) (5

。

9 )

和

A : , 。 :
未定 (可以是 二‘的任意函数 ) 专 0 (5

.

2 0)

把 (5
。

9)
、

(5
.

1 0) 代入 (5
,

6 b)
,

即得应力位移关系

所以
,

(5
.

4 ) 式 为一种新的三类变量的广义变分原理
,

它是比任何第三节中已知的广义

变分原理更加一般化的广 义变分 原 理
,

其 中 A ‘”‘
为一任意的拉氏乘子

、

当 A “ 。 : ~ O 时
,

(5
.

4 )式还原为二变量的 H e
lli ng er

一
R ei s

sn er 原理的泛函
.

我们称刀熟为 11
。 , ,

即 第 一 种三

变量的更一般的广义变分原理的泛函
.

它可以写成

dll
。 ; 二 0 (驻值) (5

.

2 一)

二。 , _

拼{
-

+

JJ
。

音
“‘·· :。‘, a

一
(。‘, , , + 尸

, 、
+ “ ! , 一 (

一
“·,

一
) (

一
“。‘

一
,

{
d厂

‘。, a 。, d s +

J{
二 (。一, , 一 ,

! )d s

8 仔
(5

.

12 )

其中 火
, “ ,
是任意的

,

但满足对称条件 (5
.

3) 的乘子
,

而且不等于零
.

它是用高次拉氏乘子法

从余能原理或 H el li ng er 一
R ei s sne r 原理中导出的

;
是三类变量的完全的广义变分原理 的 更一

般的形式
。

让我们取 A
。, , 。
为下列特殊形式

A ·,

一合
‘a ·,一

(5
.

1 3)

其中 人为任意标量
,
山。‘

为弹性常数 (见 (1
.

2 a) 式) 于是

月* , , : (e ‘, 一b
‘, 。 。a . 。

)(e 。。一 b 。: , 。a , , )

一

合
“(

a 。了

一
, 一 a 一)(e一

b , ‘一a ·。)

一“
(合

·‘, 。!

一
+

音
“
‘, 一a ·, 。

一
, 。‘,

(5
.

14 )

于是
,

上述更一般的广义变分原理 d刀
。 , 二 O 可以化为

d刀
。 *

~ O (驻值) (5
。

15少

、
。;
一

Jll{
一

合
“。··召。‘, U

一
‘。

‘, , , + 户
‘,

十‘(含
···· :

一
+

音
“
。夕· 乙a , , 口。

尸
一 )}

d犷

+

仃
。‘。, 口 ‘, d s +

仃
一 (。

‘,

一 ,
‘。d s

凡
·

召口

(5
。

1 6 )

其中 几是一个任意标量
,

也可以是 x 。

的任意标量函数
。

我们很易看到
,

当 义取下列各值时
,

(5
.

16 )式还原为前面所提到的各种广义变分原理
:

( 1 ) 元~ l 时 (刀
。 : ) ; 一 ,

~ 汀 。。 ,

见 (3
.

7) 1

。2 。 “一

全
、

·

(“· :
, 二 ; 一 fI 一 见 (3

·

”, (5
,

2 7 )
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当然 只二 0 时
,

刀。 ; 还原为 H el ling
e r 一

R e is s n c r
原理的泛函 刀 H * ,

但占厅 二 : 二
一

0 已 经 不是完

全的广义变分原理
.

广
、 、

用相同的方法
,

广义变分原理

从n Hw
或从n

P

导出的更一般的广义变分原理

即增加高次拉氏乘子项
,

我们可以从万 H 、 ,

或从刀
尸

导出下列更一般的

、
‘ :
一

{{{{省
-

·‘, : !

一
+ B *了。 !‘

一
“

! 了扭

一
’〔

一
“一

口一 ,

一(一音一合一 )
一户

‘一

}
d 厂

一

{!
*

‘
一d s 一

{{一
(一

“‘,“S

召a 习 ‘

(6
。

l)

j刀
。 :

一 O (6
.

2 )

其中 B
‘, , ‘

为高次项的拉氏乘子
,

是任意的
,

有和 (5
.

3)式的 刀
‘, 。 : 相同的对称性

.

让我们取 B ‘, 。:
为下列特殊形式

B
‘,

一告
一

“, a ‘, 。 :

(6
.

3 )

其中刀为又一任意标量
, a ‘, 。 :

为 (1
.

2 a) 式的弹性常数
。

于是 11
。 :

可以写成

、
。 , ,

一

{{丁{
一

奋
·‘,

一
+ 几

,

(奋
〔了‘了沦‘

一
+

合
“
‘了· ! · ! J· * !

一 )

一(一 ;一如
‘

)
一夕

‘一

}
“犷

一

丁{
、
‘一 d s一

}{一
(一

“‘’“S

‘“ 召

(6
.

4 )

d厅口 : ,

= 0

我们很易证明
,

( 一) 久
I
= 0

(2 ) 只
,
= 一 1

(6
.

5 )

当 矛 取下列各值时
,

(6
.

4) 式还原为前面所提到的各种广义 变分原理
:

(17 。 ; ,

)* , 一 。
= H 二,

(刀
。:

·

)
: ,

一
;
= H 二。

见 (3
.

2 )

见 (3
.

4 )
(6

.

6 )

从上述讨论中
,

我们可以看到
,

本文所找到的诸广义变分原理
,

如H
。 , ,

刀
‘ : ,

刀
G * ,

刀 。 ,

比

以前所提出的广义变分原理更加一般
。

它们的各种特殊情况还原为前所已知的各种广义变分

原理
,

如 万 H , ,

11 。
,

万oc
,

H L ; .

七
、

等 价 原 理

各种广义变分原理既然代表同一物理问题的解
,

而且是用同样的变最 (e
‘, ,

二 、, , 。 ,

) 来

描写的
.

在数学上
,

它们必然是等价的
,

例如 汀
。 ; ,

厅
‘ :

虽然前者从余能原理导出
,

后者从

位能原理导出
,

其驻值条件又代表相同的静力学问题
,

所以一定是等价的
,

即

刀
‘ I = 汀

‘ :

(7
.

1)
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!I
二 l;

一刀
一

丁{丁{
一

含一
+ “

索少

一
A

, J一

}
〔

一
“: , 二

一
, ‘

一
“

一
,“厂一”

(7
.

2 )

由于 e ‘, 一饥, . o a 。 ,

不一定等于零
,

因此
,

我们得

合
。‘, 一 + B

‘,

一
A ‘, 。 !

一 “
(7

.

3)

这就是说
,

A ‘, 。‘和B ‘, 。‘

不是独立的
,

它们必须满足 (7
.

3)
.

我们称 (7
.

3 ) 为等价关系
.

或即

是说
,

由于且
‘, , ,

和B
‘, 。: 满足等价关系

,

因此厅
。 l 和 H

。 ,

是等价
,

即从位能原理导出的更一

般的广义变分原理占刀
。 二

= O,

和从余能原理导出的另一广义变分原理 d刀
。 ; = 0 完全等价

。

如果把 (5
.

13 )
、

(6
.

3)
,

代入 (7
.

3)
,

得H o ; 和刀 。几 ,

的等价关系

一+ 几
,
一几二 0 (7

.

4)

例如
,

取矛= 0
,

其泛函刀 H 二 (见 (6
.

6) )必和几= l的泛函刀 。。 (见 (5
.

17) )等价
.

又例如矛 = 一 l

的 刀 。* · ,

必和 几= O 的 刀 G ;
等价

,

或即下列两个泛函是等价的
。

(刀一”弃 ,

一丁川
一

合
“‘, * ! a ‘, a 一 +

全一
(一 + 之, 了 , ‘

卜厂
!一

}
d 厂

一

{{
。
‘一d s 一

{{一
(一

“:

, “S
(7

.

5 )

(H 一) 几
。 。
一“

一{{丁{
一

音
“。, ·! a ‘, a 惫 :

一 (a ! 了, , + 户
! )

}
d F

+

{丁
一 (a ‘了

一歹
‘)d s +

{{
。‘

一
d s

(7
.

6 )
s 口

它们都是两种变量的广义变分原理的泛函
.

的
。

通过部份积分
,

很易 证 明 (7
.

5 )
、

(7
.

6) 是 相等

又例 如 、一喜时
,

其泛函 fI 。 *
为梁国平

一

傅子智原理的泛函 厅
L , ,

见 (3
.

。)
.

和它等价的
乙

泛函刀
。 * ,

相当于、
,

一粤
.

亦即
乙

‘“一 )几
,

一、一{{!合{凌
-

。‘了* !

一
+

道
一

(
· ‘j。‘了一

古
一

“
! , ·: a ‘, a 一

){
d犷

一

{丁{{
a 。,

(一音
!术‘, ,

一省一)
+ 户

。一

}
“犷

一

{{
,
。一“S 一

{{一
(一

“。, “S
(7

.

7 )

我们通过部份积分
,

很易证明 (7
.

7) 和 (3
.

9) 式是等价的泛函
.

上面所讨论的等价关系中
,

像 II H ‘和 11 。“ 的等价
,

以及 万 , 和 (H 。“ ,

)* ,

一参的等价
,



高阶拉氏乘子法和弹性理论中更一般的广义变分原理 147

都是完全的无约束条件的广义变分原理的等价
。

像打 H , 和 1九
* ,

在 矛 - 一 1 时的等价
,

则又都

是只有一个约束变分条件
e ‘, 一 b

‘, 。‘a , ‘= O 的二种变量的广义变分原理的等价
。

我们可以看到H H : 在变分约束条件
e ‘, 一b

‘, 。: a 。 ,
一 0 的约束下变分所解决的物理问题

,

和

H H , 在无条件变分所解决的物理问题完全相等
,

因此
,

这两个变分问题也是等价的
.

现在让

我们证明这一点
。

H H : 的变分约束条件为
e ‘, 一 b‘, 。 : a 。‘= 0 (7

.

8)

于是
,

我们有

查
一

。。, , !

‘一 , 一“
! , 饥 ·

a 饥
·

) (。、
‘
一“。 ! ·。〔了, 。

)

一

合
一 , , ‘

一
+

一

奋
“‘了

·!。 。, a

一
, 一 , 一 。

(7
.

9 )

或可写成

{{{{
一

合
“‘, “口“a “‘

}
d F一

丁丁丁{合
·‘, · ! · ! , ··! - a 。,

一}
d 犷

r

(7
.

10 )

把 (7
.

2 0)式代入 (3
.

4 )式
,

得

二 :
:
一

!{{{道
一

, 。 : ·‘, ··‘- a ‘,

一
‘口‘了, , + 户

。

,

}
d 厂

+

{王
。。

一
d s +

丁丁
一 ‘口

浦夕

一 ,
‘, d s

夕 . 召J

(7
.

1 1)

这个替代运算是完全允许的
,

因为 (3
.

4) 式的 H e lli n g e r 一

R e is s n e r
原 理 的 变 分 约束条件为

(7
.

8)式
.

很易看到 (7
.

1 1) 和 (3
.

7 )式中的H 。。完全相等
,

但万
。。和H H 二

是等价
,

因此
,

汀HR

在约束条件 (7
.

8) 下的变分和 汀
H w 的完全无条件的广义变分也是等价的

.

八
、

各种广义变分原理的关系图

现把各种广义变分原理的关系图表示如下
.

目前所知的最一般的广义变分 原 理 厅
。 , 和

万。 :

在表的最下端
,

它们在等价关系 (7
.

3) 的条件下是等价的
,

它们可以分别从余能原理和

位能原理用高次拉氏乘子法求得
.

当把条件 (2)
,

(3 )
,

(4) 作为变分约束条件时
,

刀
。 , ,

即还原

为11
尸 .

当把 (l)
,

(2 )
,

(3)
,

(5) 作为变分约束条件时
,

刀
。 I即还原为1九

.

11
。 : ,

11
。 ; 也可

以用高次拉氏乘子法从H H w 和 H HR 导得
,

反之
,

当刀
二 :

和刀
。 ;中的 A

‘, 。 : ,

B
: , 。 :
等于零时

,

II
G : ,

汀
。 l又还原为汀

H w 和 H H : .

图中 H 。 , ,

H 。 : ,

也是较一般的广义变分原理
,

它们是 H
‘ ; ,

刀
‘ :

的特殊情况
,

它们在

l+ ,
,
一 , 二 。的条件下也是等价的

.

11 二 , ,

11 。。 ,

H
: ; 和矛 = 一粤时的刀

。、·

都是刀
。几,

刀 。 * ,

的
’ 卜 J 门、

”
’

~
尹

~
’

“ ’/ ’
一 ‘ - -

一
’

, - - 一
”

‘ ’

2
’

,
‘

- 一 ” 『’ . -

一

特殊情况
,

但都是三变量的完全的广义变分原理
。

刀 H 。

是 万。 ; ,

jla
; ,

的特殊情况
,

而且是

二变量的有约束条件 (2 )的广义变分原理
.

汀
。 : ,

汀
。 二 ,

刀。
,

汀。
,

等 都是 本文导出的较 目前已知的广义变分原理更一般的新的

广义变分原理
。
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弹性力学问题

( z ) 0 ‘, , , + 瓦二 o
(厂)

佘佘能原理理理理理理理理理理理理理
占占刀c 二 0 见(2

.

6)))))

}
位。。原理理

条条件( 一)
,

(2 ))))) }赞了
_
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图 1 各种弹性理论小位移问题的广义变分原理的关系图
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