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摘 要

本文在获得血液分离器锥形分离杯内 (其中一杯静止
,

另一杯以。等角速旋转) 血液流动的边界摄

动解的基础上 〔幻 ,

采用窄间隙稳定性理论
,

证明了带轴向流的二锥形分离杯 (其中一 杯 静 止
,

另一杯

以。等角速旋转) 之间旋转密度分层血液流动的稳定性
.

、

引 言

无轴向流的旋转流体流动的稳定性问题早已有严格的证明
.

L
.

N
.

H o w ar d (19 6 2 )又进

一步指出窄间圆柱体间旋转流体流动中
,

密度分层对流动起稳定性影响
【2 ’.

但当带了轴向流

之后
,

旋转流体流动是否继续保持稳定
,

至今尚未获得完善的分析证明
,

而至于带轴向流的

旋转圆锥体间流动 (血液锥形分离杯之间血液流动属这一类型流动) 的稳定性证明
,

比带轴

向流的旋转圆柱体间流动稳定性的证明更为困难
.

本文以窄间隙稳定性理论证明了带轴向流的二旋转圆柱体间和二旋转圆锥体间 (其中
-

圆柱 (圆锥) 体为静止
,

另一圆柱 (圆锥) 以 。等角速旋转) 均质血液流动的稳定性
.

而根

据 L
.

N
.

H o w ar d 理论
,

也就 自然证明了带轴向流的密度分层旋转血液流动的稳定性
.

二
、

带轴向流的旋转圆柱体间 (其中一圆柱体静止
,

另一圆柱

体以。等角速度旋转)均质血液流动的稳定性

带轴流的旋转圆柱 (圆锥) 体间均质血液流动受下列一组方程控制 (用柱坐标系表示)
:
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.)一rr一�心自一
.

一r

口.
> 0 (2

.

2 7 )

q d d
Z , -

。 = 。 一
’。

,

~
一

万
一

~ 一歹
一 、, r

丫
‘, ‘,

因此要满足式 ( 2
.

27 )
,

则下式必成立
:

。‘
一

争合
。 或 。> “

我们从前面知
e ‘“‘, e ‘( 。

·

+ ‘。‘)‘ = e ‘q ‘一。“,

而 口‘是扰动放大系数
.

显然
,

当放大系 数 q ‘

> o

时
,

轴对称扰动将随
e 一 qlt 呈指数衰减

,

那么也就证 明了带轴向流旋转圆柱体间的血液 流动

是稳定的
.

当然
,

根据L
.

N
.

H 0 w ar d理论
,

带轴向流旋转圆柱体间的密度分层流体流动 (如

血液流动 ) 更是稳定的
.

虽然本文是针对血液流动的
,

但证明对任何窄间隙小雷诺数流体流

动都是适用的
。

三
、

带轴向流的旋转圆锥体间 ( 一圆锥体静止
,

另一圆锥

体以。等角速旋转) 均质血液流动稳定性

我们仍采用窄间隙小雷诺数稳定性理论
,

定性
.

设轴对称扰动后的速度与压强为
:

厂
,

= 一￡月 (r ) + u ,

犷, = 犷
。 ,

+ 。C (r
, 二 ) + u ,

来证明带轴向流的旋转圆谁体间血液流动的稳

( 3
.

ra )

( 3
.

lb )



二锥形分离杯之间血液流动稳定性的窄间隙理论 40了

V
:

= B
l

(
r

) + e B
Z

(r ): + 。:

(3
.

le )

P 一P
。

+ : P ,
+ P

,

(3
。

ld )

上式中一
。且(r)

,

犷
。 ,

+ 。C (; ,

力
,

B
,

(, )+ : B
,

(r) 二及P
。
+ : P

:

是带轴向流的旋转圆锥体间血液流

动的基本解 (或平衡解)
,

这已在
“

血液分离器锥形分离杯内血液流动边界傲动解
”
一文中

求得“ ’。 其中
:

A (r ) == 犷
。: ,

C (
: , z )~ 厂

; , ,

B
、

(r ) = 犷
。:

+ ef (r )

而f (:
)是犷

, 二

中只是
; 的函数那部份

,

这些都是 已知量
.

见【lj
。

若把式‘3
·

‘,代入方程‘2
·

‘,
,

并注意到圆锥体的轴对称性
,

即
一

命
一”

,

就可 得 扰动方

程如下
:

日u , J

日u ,

日己刃
. , 。

.

n 、

日u ,

2
, , 厂

一不几 一一 巴月 一不侧一一 U f ~
.

下刃
一
十 L刀 几

十 召刀 2 2 ) 一万 一一一 L厂 。 ,

十比 ) U ,

O 奋 口 r o r O 名 r

_ _

1 日P
‘ . _

_

了~ 、 “ ,

、
一一

一丁 一不罗 门- F 吸 V 一

断一一了丁
一

,
尸 口 r \ r 一 ,

(3
.

2 a )

日u ,

飞汀
~

卞 “ ’

了 d V
。 ,

.

d C 、

十一万二一十 e 一了, 】一 己月
、 a r “r ,

日u , , 。
.

。 、

日“ ,

一瓦一一 十 t万 :
十 ￡万声少

‘

只
-

口 r 一 口之

+ 生 (一 。

助
“ ,

1
, 二 , .

。
、

十下
“以厂 “,

十 “七 ) = (3
.

2b )仲些衍

日u :

~ 二气一
.

州卜 “r

d t

a (B
;
+ : B

Z z )

口r
一己A

“

一片
“, )

+ ·B
Z “· + ‘B

且
+ “ B

Z二)
一

会

一粤架i
一

+ , 、、
尸 O ‘

(3
.

2e )

粤
+ 兰匕

.

O r r

十
肚

口u z

(3
.

2 d )

设扰动方程的解为
:

u ,

== u (r
)

e ‘(。t + 寿“ )
, u ,

= v (, )e f(。t + k 二)

u 二

= 切 (r
)

e , (q ‘+ 寿z ),

P
,

= 歹(
r )e , (。l + k“ ) } (3

.

3 )

式中g = q
,

+ 匆
, , q

,

和q ‘

的意义同上一节
.

如把解 (3
.

3 )代入扰动方程 (3
.

2 )得如下方 程
:

2一
+

_

f n n : ,

19
. : A D

, 。d 且 / d r (方
,
+ 。方

: z ) ik飞

vL 口刀芳一 “

一不 个一石一宁
~

-
.

不
- -

一 一
-

一一一几;
~

-

一」
’‘

(犷
。 ,

十。c )。二 刀立 气3
.

4a )

M
.

、..尹nJ

‘了、

v

〔
D D 关 fg

. : A D
,

一 拓 -

一一 份
、

一一 个

￡A (B
,
+ ￡B

: z ) ik

p r l )

1 1 犷
。 ,

!v = 橄一 十
J 、 r

d 犷
。 ,

d r

￡C
十

—
十

d C
“ 一

丽

、.产、.户
,

匕CJ任J任

:
勺」八口

月

￡
、
了‘、

一p一p口

左
一一

, ,

【
D , D 一“

2
一
甲

D 户二 一 ik 功

.

: 且 D ￡B
:

法〔B
.
+ 。B

, 之)
十 一

-

一 一
一

—
-

一

—
—

—
护 夕

功 一 “D (方
;
十 己方挤)

4d )

式中D
,

D , 的意义与上节相同
.

消去 (3
.

4 e )和 (3
.

4 d )中的二得
:
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示
一

卜
“一“

2
一

’

昙
十

￡A D

护

￡B
, fk (B

l
+ ￡ B

2 2 )
护 」

D 。。

+
一

宕
一。 (:

1
+ · B

: · )一

号
、、
一

、

*
,

一 一
, 。 、 P

, 卜 、 , _
‘ , 、

~ 二
‘二夕

, 。

羚历扮上工、PJr 付乙二
一
1又八 气J

。

4 u) 工狡甲阴 厂份弄]
尸

。

〔久
。一、

2
一

争华
一

率
一也粤竺过护

二 · +

知
。·刀 (“

、
+ 招初

一 “
2

沙乓
一“一粤

+
君月D

.

—
十
心且/ dr ik (B

;
+ 心

:

习
-

p V -

2 寿
“

“十
一

厉, (厂
。,

+ 。C )v (3
.

sa )

式 (3
.

4b) 除以
v
得

:

「n 。
; ,

iq
. 己A D ik (B

:
+ 己B

: 2 )
. o A I

! J少上声书 一月-

一— ,
.

—
一

—
侧r

—
I V

L V V V r 尹 J

方程 (3
.

5) 的边界条件为
:

: = r 。
一二

, r = , ‘一 e二处
, u = v = D “= 0

乙边生些互
旦
必红士丝卫犷业丝Z全

“

V

(3
.

sb )

(3
.

se )

如为窄间卿
“《丛告立 则有如下近似式

D 签岛D

那么方程 (3
.

5 、可简化为
:

。
〔。

一。一

笋甲
一

令
一丛

一

遇宁翅孙
+

知
〔uD (Bl + 招川

一“
2

{沙
一护一粤

十
￡A D

.

—
十

。d A / d r fk (B
,
+ : B

Z : )
-

V 下 -

2左
2

材 寸
.

—
- (V

。 ,

+ 己C )沙 (3
.

6 a )

沙
一“

2
一
弩
十

己A D
.

-

万
~

十

。A ik (B
;
+ ￡B

: 之 )

r V 护

犷
。,

/r + d V
。,

/ dr + e C /r + e d C / d :

刀

飞..J

(3
.

6 b)

展开方程 (3
.

6) 可得
:

。
4

一
2、

:
D

Z ·+
警

D
Z ·+

半
D

3 ·+
令。

, D
Z

一令
。。

Z

D e B
,
。

.

翻- —
一竺
工J ‘U

fk 0
. , 、 、

~
_

一下 L口‘
+ “万 : 2 )刀

‘u + 总
’ “

q ‘。 , _ _

。A 寿
Z n

_

e d A / d r 。 , _

‘q
,

n ,
-

- —
传一 玛 -

—
去尹 “

一

一
犷 “一

~

—
~

儿J 一“

.

1左
.

n
, , D ‘ _ 。 _ 、 .

1口
,

寿
2

_ .

ik
3

(B
;
+ : B

z之 )
_

_

2寿
2

闷

r —
“上

州声一 、习 l 州卜 ‘刀 2 名 ) , .

—
“ . 犷

—
—

“ 一一 下
_

V V V V r

V

(犷
。,

+ : C )v (3
.

7 a )

n , _ .

: , _ .

仍
_ _ : 己A

J护 口
一污 一口 , 喇

-

一 口 州r

—
。 ￡A 19

,

fk
, r ,

z少 U 一

—
U 一

—
口 一一 L口厂1

. 己刀‘州V r V V

犷
。

刃 , + d 厂
。

可dr + 。C / r + 。d C / dr
V

(3
.

7b )

根据R
.

C
.

D IPr im a 理论
,

对窄间隙
,

小雷诺数血液流动来说
,

可用平均速度 (角速度) 代

替速度 (角速度)
L“’,

即
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r 。一 ￡z 且(: )介一才 (z )代替姓(r )

r ‘一 8 2

抓
。
一”

一 r ‘
一

己Z

C (: ,

z) dr = C (z) 代替C (r ,

劝

。

sa )

.

sb )

f
..
弓
‘

l�d

八 一 e Z 一 _

[B
:

(r ) + e B
:
(r ) z 〕d r 二B

,

( z ) + 。B
:
( z ) z 代替B

,
(r ) + 。B

:
(r ) :

r 名一 召2

( 3
.

se )!
�

,上一
d

若把式 ( 3
.

7a ) 两边乘以u 的共扼速度叮
,

并从
r

一 ez 到 ; 。一二 对 , 积分
,

以及在整理过程中应用

式 (3. 5)
,

那么可得下式
:

{
r

一 r

。
一 君之

{ }u
,,

}
2
+ 2寿

2

!
u 产

}
“
一

‘
一 己Z

零一 !
2 + 。4

!
·
}
2
一史

犷一
,
2

*d·+ ‘F

r o
一习2

犷, + 多C
( 3

.

9 )
r ‘一 己之

)
“v d r

取式 ( 3
.

7b ) 的共扼方程并乘以
v ,

再从
r ‘一 ez 到r 。一二对

r积分
, ,

和应用式 ( 3
.

8)
,

经整理后可

得
:

fr
。
一 ￡z {

. , . 。 : · .

一 q ‘

性 、一 l趾 l
-

一
“ 一

1V I
~ -

r 一

1 仁
一

V
一 r i

一
召Z

己才
】V . 一卜

一

—一尹
!
v
!
2

r

f
= J

r o
一 己之

r 应一 召之
扛V0r /r + “际 /dr + “。/r + “。/ dr1 “vdr

一

{
r 。一

““

一 r 百一
占 2

2犷
。 ,

+ :

勺: v
dr

( 3
.

1 0 )

上式已利用匕
。

= 过叽
·

奈
一 ” ‘。一。‘。’.

而式 ( 3
.

9) 和 ( 3
.

10 ) 中的尸和 叻 是所有虚

数式之和
:

产||分产!守厂一 ‘

!
一

钊

+ “

才
’

r o
一己之

r 百一君2

丁
r o
一 巴2

r ‘一 己2

!一 }
2
己·+

:
( ,

,
+ ·
”

: ·)

,·‘
Z
d ·+
些封

里”二,

。
一忍2

巾 一 ‘

!
。
·

/
·

!
r 。一巴2

九
!川

‘

ar 十 石

一 e Z

·

巴2

r 心一 e Z

n�之.rr幽

l
曰

(B
, + e B Z二 )

其中带有D A
,

D B
Z ,

D
“

(B
:
+ 。B

Z
幻

d A
以及 共若井

“ r

各项
,

由于A
,

B
: ,

B
Z
用平均值才 (幻

,

云
,

(的
,

二
_

、 . _ ‘ _

_ 一
_ .

_ _ _ .

⋯
_

_
‘ . , _ .

_ ~ L 、 ,

一 己A 一
热 (z) 代替之后都为岑

,

肪以具积分也为岑
·

共仄是 一石一刀勺
,

巴月k
Z

V

刀“ 乘上 汀的积分 和

丫一
D ”的积分的实部为零

·

因此在式‘3. ”, 和式 ‘3 .

1 0) 中就不出现这些项的积分式了
。

二 _ _ .

_
_

_ ‘

_ ‘

二
_ _

二 _ e C
若我们把式 ( 3

·

田 相 ( 3
·

10) 甲相对小量一厂项加以忽略
,

然后把方程 ( 3
.

9)
,

(3
.

10 ) 中
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公“

可
0
一 己之

万。d : 消去
,

重新得到实部
:

‘
一召

月

刁

{
r

, r ‘一 己之

{
’·

”

,
“
+ 2‘

2

‘二‘
2
+ ‘

4

‘· ,
·

)
dr + ‘

·

}:
。
一 仑之

感一召之
{

!二 }
2

+ 、
2

}
·

}
2
+

一

丫
‘

回 i飞dr
r J

一巫!
犷

V J
_ _

一
T

。
一 e Z

《}
u ,

:
2

+ k
Z

}
u

!
“
+ !

。
}

2

卜d r 二0 (3
.

1 1)
‘
一 e Z

由 :

一
>

一
> 。,

及 ‘ 、 一

;耳{二嚣
“(r) dr > ”,

所以式‘3.1
1 ,前二个“ ” “ 正

道
,

因此为使式 (3
.

1 1) 成立
,

必须有

q ‘

> 0

这样
,

轴对称扰动将随
e 一妇 呈指数衰减

,

从而证明了带轴向流旋转圆锥体间均质血液 流 动

是稳定的
.

当然带轴向流旋转圆锥体间密度分层血液流动更是稳定的
.

虽然我们的证明是针

对血液分离器锥形分离杯内血液流动的
,

但只要是窄间小雷诺数任何流动
,

证明同样是适用

的
。
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