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摘 要

在通常的有限元法中
,

单元内的插值多项式的阶数固定不变
,

通过加密剖分网格来提高 精 度
.

大

单元法则剖分的 网格固定不变而通过增加单元内逼近级数的项数来提高精度
.

本文提出采用两套变量的办法来构造大单元
,

即单元内采用一套变量
,

单元的边界上 采 用另一套变

量
,

然后用杂交
一

罚函数法把两者联系起来
.

这种方法能适用于任何椭圆型方程
,

任意几何 形 状 区 域

以及任何复杂的边界条件
.

本文用严密的数学方法证明了
:

在一般情况下
,

这种方法的精度 比 通常的

有限元法和文〔7 1的大单元法高得多
.

即在达到相同的精度时
,

本文方法所需要的自由度 (即未知数数

目) 比上述两种方法少得多
.

一
、

引 言

通常的有限元方法是把求解区域剖分为许多小单元
,

然后在每个小单元上建立插值 多项

式
.

如果满足适当的条件
,

这种分片插值多项式函数将随着所有小单元的直径趋于零而趋于

真解
.

因此用有限元法求近似解往往需要把区域剖分为很多个小单元
.

由于单元多
、

自由度

多
、

计算机的计算量
、

存储量及数据输入量就相应要多
.

因此用有限元法时
,

准备数据的时

间和计算机的计算时间都比经典的解析法要长得多
。

然而经典的解析法只能解规则区域及简

单方程的问题
,

而有限元法则适用于任意复杂区域和复杂的方程
.

针对有限元法与解析法各自的优缺点
,

曾提出了把两者结合起来 的
“

结合法
” “一毛’

.

即

在规则区域上采用解析法
,

而在非规则区域上采用有限元法
·

这种方法用于奇点问题和无界

区域问题时
,

在奇点附近采用解析法而在其余区域采用有限元法
.

由于解析法在奇点附近的

计算比有限元法精确得多
‘4 ’,

从而特别有效
,

因而在这类问题中应用得较早
〔“’.

解析法与有限元法的一大区别在于
:

有限元法通过加密网格来提高精度
,

解析法则是通

过增加级数展开式的项数来提高精度
.

因此后者比前者方便
.

文 〔6 」提出了在部分非规则区

域上也采用级数展开式
,

即所谓的大单元法
.

大单元法与有限元法不同
,

它是通过单元内级

数展开式的项数趋于无穷而趋于真解
.

它包括了经典的解析法但又与解析法不同
,

可以在非

规则区域上构造
,

不要求满足方程
.

文 〔7 」提出了完全由大单元组成的有限元法
.

尽管工程

界近几年来已有不少人采用过类似的方法
,

但文 〔7 〕是首次给出理论分析的论文
.

该文采用

的是三角形单元和多项式展开式
.

当各单元满足协调性条件时得到了误差估计
.

但该文的主

要缺点是
: (l) 只用多项式级数

,

由于在角点附近 (尤其是凹角附近) 真解的光滑性较差
,
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多项式级数逼近精度不理想
,

因此从其理论结果看
,

计算量 及存储 量 尚 未优 于 有 限 元 ;

( 2 )采用协调元
,

使得该方法的应用受到了极大的限制
.

因为要求在两个不同的区域上采用

不同的级数展开式
,

而在共同边界上要满足协调条件
,

这是一件很难办到的事
.

所以必然会

导致第一个缺点
,

即只好在所有单元内都采用同阶的多项式级数
。

而且很难应用于高阶方程

(如板和壳问题)
、

曲边区域等较复杂的问题
.

本文提出了一种在有限元中构造大单元的方法
.

采用两套变量
,

单元内一套
,

边界上另

一套
.

用杂交
一

罚函数法把这两套变量联系起来
.

单元内的一套变量可 以在形成代数方 程 组

之前消去
,

最后形成只有边界变量的代数方程组
.

由于对单元内的级数展开式没有任何协调

性要求
,

单元可具有任意几何形状
,

单元内可采用任何级数展开式
.

因此按照本文方法构造

出来的大单元可适用于任意复杂的区域及高阶方程
.

而且在达到相同精度时
,

采用本文方法

通常比文 [ 7 皿的方法和通常的有限元法所需要的自由度少得 多
,

最终形成的代数方程组的阶

数也低得多
,

因此计算量和存储量均比上述两种方法省得多
。

二
、

变 分 公 式

根据线性弹性力学的一般理论
t吕’,

许多固体力学问题均可归结为在某个区域口 上求解椭

圆型方程的边值问题

L 漪E L “= f

夕U = g

s E L u = 刃

(2
.

1)

其中
, 。
是位移函数

,

L 是 m 阶 (m ) l) 微分算子
,

L 关
是 L 的共辘算子

.

厂
。

U厂
。

= 日口
,

a口

是口的周界
.

E 是一对称正定矩阵
,

f是定义在区域口上的外力
, g 是给定的边界位移值

,

刃

是给定的边界外力值
.

9 和 刃都 是 m 维列 向 量 g 二 (g0
,

gl
,

⋯
, g 。 一 :

)
, 和 万 = (万

。,

万
; ,

⋯
,

万 二 一 ,

) , ·

翔 = (入“,
姚 u ,

⋯
, , 一

, “)r ,

Su = (s0
。, sl 。

,

⋯
,

标
一 :

u) r ,

, ‘是 i 阶边界 微 分 算 子
,

s ,

是 m 一 f一 1 阶 边 界 微 分 算 子 (i = O
, l ,

一
, m 一 l)

。

假 定 对任意区域 。( 刃 及任何函数
u 〔H

桃 (。)
, a 〔H

价 (。)
,

有格林公式

<L u ,
a >

。
= <L 补。

, u >
。
+ 守

u , ;

岭
。。 (2

.

2 )

其中<.
,

·

>
。

表示两个 (向量) 函数在区域 。 上的内积
,

<.
, ·

>。表示两个 (向量) 函数在边

界区域
;

a。 上的内积
.

<翔
,

。>
。。

= 兄 <叭。 , 。a>
。。

(2
.

3 )

本节及以下各节将用到一些普遍使用的索伯列夫空间符号
,

请参阅文 「9〕厂10〕
,

木文不

再一一定义
.

根据椭圆型微分方程 的 一 般 理 论
,

解 边 值 问 题 (2
.

1) 等 价 于 在 空 间 11 梦 (口) ~

谧川
: ‘任万叹口)

,

翔 }
二

。

= 毋上求泛函

‘(。 )一
合
<L 。

,

E L “>一 <f
, 。>一 <, u ,

二>。 (2
.

4 )

的极小值
.

其中
夕。〔H 爪一‘一音 (厂刃

,

万 : 任万一 , + 汗含 (r
二

) (i =0
,

l
,

2...
,

m 一 l)
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为了求问题 (2
.

4) 的近似解
,

按照类似于

通常的有限元法把 口 剖 分为一定数量的单元
.

用 e 表示任意一个单元 (面元)
,

用A 表示这

些面元的总体集合
; 用 : 表示单元的任意 一条

边 (线元 )
,

用 T 表示这些线元的总体集合
.

设 “是定义在所有面元
e 〔A 上 的 函数

,

几=

(几
。 ,

几
, ,

⋯
,

标
_ ,

)
,

是定义在所有线元
: 〔T 上的

。维列向量函数
.

定义 H il b e r 亡空间尹 = S (A )

X 刀 (T )
,

其中

S (H )= {u !
u 〔 n H

“ (e ) }
e
(月

刀 (T ) = {几}之
‘
〔n H tn 一 ‘一音

丁

( T

其模定义如下
:

(r ) (f= O
,
l ,

⋯
,

阴一 l) }

l}(
u ,

之) !1豁=

其中 ,
·
‘氛

,

一 ,

柔
扭

J
e

,”
“· ,

“ ,

兄 钊
。
!聂

, 。

+ < , 。一又
,

? 。一几> 。
.

e (月

+ C (下u 一几
, 下u一 又) 。

。

} (2
.

5 )

山 是 e 的周界
,

由若干个线元
T 〔罗组成

,

C (
· , ·

)
口e

是定义

在 T上的双线性正定对称泛函
.

{
C (。

, 。)
,

> O 若在 T 上 田等 O

C (。
, 切 )

,

= O 若在 T 上 。二 O

(2
.

6 )

C (
· , ·

) 的 具体表达式将在后面给出
.

定义尸空间的子集合

尹 , 二S (A ) x 刀
,

(T )
,

其中 刀
,

(T ) = 福几}只〔刀 (T )
,

几!
r
二 g 卜

及子空间 岁
。
= S (A ) x 姓

。

(T )
,

其中刁
。

(T ) = {川 户 〔月 (T )
,

川 r ~ 叶

引理1 : 如果几‘〔H 协一卜音 (a e )
, a 〔H

o

(e ) 则有

1以
, s

a>
。。

}( C
。

乙 1}之
‘

}1。一
、一音

.

。‘

}!a 11
。 , 。

(2
.

7 )

其中 C
。

是一只依赖于区域
e 的常数

。

证明
:
求 叨 满足椭圆型方程边值问题

{
L 务E L切 = O

V 。 = 凡

在 e
内

在 ae 上

的解
,

由椭圆型方程的一般理论
〔。’〔‘“’知道

11切}}
。 , 。

( C
e ,

E }l凡
‘

[1二一‘一音
.

。e

C 忿是一只依赖于区域
e 的常数

.

由格林公式 招
.

2)

<几
, : a > 。

。
= 铆叨, ;

岭
。。 = <乙叨

,

岭
。
一 <切

,

乙矢a >
。
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}<L 。
,

a>
。

}( C尝}w ! .
, 。

{}a }}
。, ‘

}<功
,

L 关

岭
。

}( }}叨 }}.
, 。

}IL
关a }1

一 。 , 。

《C尝1}切}}
, , 。

}1。 !1
。, 。

其中 C荟及 C言是只依赖于
e 的常数

.

从而

l(几
, ;

a>
。。

}( (C : + C言) }1叨11
. , 。

}!。 !}
。, 。

《C二(C言+ C言) E }}只
‘

}jtn 一、一音
.

。。

}la l}
。, 。

由此式即得 (2
.

7)
,

其中 C
。
= C石

引理 2 : 如果对所有线元
T

·

格林公式 (2
.

2 )可得

(C竺+ C约
.

任T 几
‘
〔万

。一 。一告
, ‘ (i == 0 , l ,

⋯
, 明一 1 )

,
。 〔H , (口)

,

则由

乙 <久
,

。) 。
。
= <几

,

sa > 。。

e
(月

其证明与引理 1 相似
。

在 H il b e rt 空间 尹 上定义泛函

(2
。

8

“一 ‘, 一

e5{ 协
一““>一恤一’

,

记Lu , 。·

+

贪(vu 一‘
,

翔一“, 。

号
一
<f, 、一 <A, 。。

(2
.

9 )

我们有

定理 1
:

若
u
是方程 (2

.

1) 的解
,

在全部
?
〔T 上取 只= 湘

,

则这样的 (。
,

幻是泛函 J 在集合

尹 ,
C 尹上的一个极小值

.

证明
:

对 J 求变分
,

得变分方程

d J = D (。
,

只; v , 拜)一<f
, 。> 。一 (拼

,

刃>r 。

二 o V (。
, # ) 〔岁

。

(2
.

1 0 )

其中

D (u
,
几; 。 , 拼) = 兄 {<L 。

,

E L v >
。
一 <护。一元

, ; E L v >。
。

e (月

一<夕v 一内 : E L u>
。e
+ C (下“一 汽

,

一
“)

。。

} (2 一 l)

由格林公式 (2
.

2)

<L “
,

E L v >
。
= <L 并E L u , 口>

。
+ <下v , S E L “>妇

因为
“ 满足方程 (2

.

1)
,

故

L , E L 。~ f

由上述两式及 之= 枷
,

即得

D t。
,

只; 。 , 产)二 乙 {<f
, v>

。
+ <召

, s E L u >。
。

}
e (月

= <f
,

公
。 + 艺 <户

, sE L岭。
e
(A

由引理 2 的 (2
.

8 ) 式得

艺 (“
, : E L。>。

。
= <拼

, sE L 。>。。

e
〔滋

二守
, s E L啼厂 .

+ <拜
, sE Lu> ‘
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在 厂
。

上 s E Lu 二万

在 厂
。

上 环= 0

因此

刀(u
,

几; v , 召) = <f
, 。> 。 + <拜

,

刃>几

从而 (u
,

幻满足变分方程 (2
.

10)
,

故 (“
,

幻是 J 的一个极小值
。

三
、

近似解空间及其误差估计

从二节的定理 1知道
,

边值问题 (2
.

1) 的解是泛雨 J 在 尹 空间中的凸子集 尹
,

上的极小
.

因此我们可以把对 (2
.

1) 的真解
“ 的逼近问题转换为在尸空间上对 (。

,

翔 )( 〔尹 )的逼近问题
,

其中

尸二 S (A ) x 效(T )

: (, ) 一 n 二
。 (e )

,

理(T )一 n 竹二
一

‘(r )

e〔A , (T f二0

(3
.

1)

由此看出只需分别研究近似解在每一个面元
e 上 (在 H

价 (的 空间上) 对
“ 的逼近问题以及在

每一条线元 r 上 (在H
“ 一 ‘一

告(r) 空间上) 对 六“(i 二。
,

卜
· ,

阴一 l) 的逼近问题就足够 了
.

在任一面元 e 〔A 上
,

我们用近似函数
扮

。

护 = 乞 此 武 (3
.

2 )

逼近真解
u ,

其中此 是未知量
,

武 是定义在
e 上的充分光滑的基函 数 〔要求 怀 〔H

.
(e) )

.

记在为由全部护 组成的定义在 口 上的函数
,

即在 e 上
,

二= 份
口 ,

V e 〔A
.

在任一线元
丁 〔T 上用 。 维近似向量函数

M
‘

知二 乙 衬 此 (3
.

3 )

逼近 又(= 翔)
,

其中 扔是 。 维未知向量
,

叮 是定义在
了 上的充分光滑的基函数 (要求其 。

个分量 叮
,
〔厅“ 一 ‘(劝 (i = o , l ,

⋯
,

。一 l) )
.

记又为由全部 知组成的函数
,

即在
:

上久= 知
,

V r 任T
。

取近似解空间

舜= 夕(通) x 才(T ) (3
.

4 )

其中
,

夕(A ) = n s
。 ,

5
.

是以 甲: (n = 1 ,

云 ~
,

N .) 为基 (函数) 的 N
。

维线性空间
.

e
(A

才(T ) = n 刁
, ,

效
,

是以 此
‘ (i 二。

, 1 ,

⋯
, m 一 1沪== l , 2 ,

⋯
,

M Q 为基 (函数 ) 的 。 x M
,

维

:

(T

线性空间
。

定义户空间上的凸子集

兔
,
= 泞(姓) x 还

,
(T ) (3

.

5 )

其中 效 , (T ) = n A 。
,

:
(T
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刁
二 . 。

= A

叉
‘

= g
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。

当 :
c 厂

。
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(‘
,

幻的全部未知量褚此 卜(共有 n N
。

个 ) 及 子犯}
e (月

(共有 n M
,
x , 。

个) 通过在集
:
(T

合笼 , 上求泛函 J (‘
,

扔的极小得到
.

相应的变分子空间

笠
。

= S (A ) x 刁
。

(T )

其中刁
。

(T )二 fl 刀
, , 。

下
(T

(3
.

6 )

{
效

, , 。

= A
,

叉
2
二 0

当 : 戊厂
。

当 丁C 厂
。

显然有岁
。

C 尹
。·

在分
,

上求泛函J( 、
,

叉)的极小
,

等价于求 (、
,

叉) ‘分
, 满足变分方程

D( 。
,

叉
; 。

,

户)二 <f
,

办
。

+< 户
,

乃
r 。

例 :
,

幻 ‘武 (3
.

7 )

的解 (其中刀按 (2
.

1 1) 式定义 )
.

如果我们适当引入范数小 }}分

后
,

对称算子D 满足正定性条件

为因尹
。

c 尹
。,

故真解 (。
,

幻 (其中 又二夕u) 也满足 (3
.

7 )
.

(真解 (u
,

幻 及尹空间中的所有元素对此范数都有意义 ) 之

D (心
,

户
;
召

,

户) 》 a !1 (右
,

户)11息 V (召
,

户) 〔尹
。

J ‘

(3
.

8 )

及有界性条件

ID (。一a
,
一几一叉

; 。
,

户) [( J }}(
。一成

,
几一叉) }1舜}1(右

,

户) }!舜

v (。
,

叉) 〔分
,

及 v (。
,

户) 〔分
。

(3
。

9 )

其中 (“
,

幻 是真解
, a和 d 是大于零的常数

.

则 由一般误差理论
〔”可以证明方程 (3

.

7 )的解存

在唯一
,

并有误差估计

in f }}(
u 一‘

,

义一戈) }}* (3
.

1 0 )

(立
,

又)(舜
。

、‘.声
产

d一a11(
u 一“

,

“一 , ) }一, 、(
, +

其中 (。
,

叉) 〔分是方程 (3
.

7 )的解
.

关键的问题在于如何选择罚函数 C (
· , ·

)
。。

和范数 11
·

11舜
,

使D 满足条件 (3
.

5) 和 (3
.

9)
.

由

(2
.

2 2 )有

D 莎
,

户
; 右

,

句 == 艺 于<肠
,

E 肠>
。
一 2 <, 弓一户

, : E L弓> 。
。

e (月

+ C (尹云一乒
,

夕弓一户)
。。
务

由引理 1 的估计式 (2
.

7 ) 有

(3
.

1 2)

12 <下心一户
, s E L右>。

。

{《ZC
,

乙 !}尹‘一l“fl
, , 。一、一音

,

。。

}IE L召!!
。, ,

‘ZC
:
C

。

E }}尹
‘
召一爪 !!

, , 、一 、一奇
,
。e

斌夏疏飞百了石; 二

其中C ,
是一只依赖于E 的常数 (C

;
= m a x 斌币〔百)

由索伯列夫插值空间理论知道

,
p (E ) 是正定矩阵 E 的最大特征值)

.

又
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11,
‘右一户

‘
}!
‘二一 ‘一音

.
。。

镇D
。

{{下川一户
‘

11。 一
: 一 1

.

。。

!}尹痴一户
‘
!1州 一

,
,

。,

D
。

板
一

二竺

2 {
一

寿;
一

!、: “一“
‘

{、
名水一 ‘一 + N

·

,,,
‘

“一“川
“。

一
,一 }

其中D
。

是一只依赖于区域
e 的常数

.

从而

{: <: 。一户
, 。E L。>

。。

. ( 尝
一

<L。
,

E L。>
。

么

+ m C愁C忌D
。

芳
。

‘,护
‘
书一户川

2 了,

卜
’

,

“

+ N
。

}!v拍一户
‘

}}

由 (3
.

1 1)
、

(3
.

12 )两式不难看出
,

2仍一‘一 ;一 }
如果取 C (

·

(3
.

, 2 )

, ·

)
。。

的表达式为〔注〕

C (, 6 一应
, 夕右一户)

。。
一尤

黔寿
, 一

l}下“一”
‘

11
2 。 一 ’·‘“

+ N 一}:
。“一厂

。

一
‘一 1

,

。·

} (3
.

13 )

其中K 是一充分大的正常数
,

K ) lr a X

e {
Zm o

c:D
·

}
则有

I: <, 。一户
, ; E“> 。

。

!!《粤<L。
,

乙

E “>
。
+ 李c( 莎 一应

, : 弓一句
。。

乙
(3

.

1 4 )

定义范数

}l(‘
,

户)!}豁= E {<L右
,

E L。>
·
+ C (夕‘一户

, 下舀一户)
。e

} (3 一 5 )
e
(A

则D 满足正定性条件

D (右
,

户
“

,

; )>音一}
(“

,

应, 、1晃 (3
.

16 )

另一方面
,

由引理 1 有

机 一 !

!<
: , : E L四>

。。

i簇C
。

乙 }1
: ‘

11。一
, 一音

,

。,

1}E L二 }{
。, ,

价 ~ 1

簇C : C
。

乙 }}
: ‘

}}二一
; 一含

,

。。澎 <L切
,

万乙二万
该. 0

”毛一 l

《c
‘
C
。

斌 D
。

乙川
: ‘
Um 一

; 一 1
,
。。}}

z ‘

11
,。 一 :

,
。。

<乙二
,

百五二>
。

〕蛋

‘. 0

[注 ] 为了(3
.

1 3)式有意义
,

要求孟
, ,

几以及相应的变分脚属于 n H
爪 一 ,

(钓空间 (
: = o

,

l
·

⋯。 一 l)
r石T

这需要当
T

C r
,

时肠〔H “
’

(约
,

当 : C r
。
时刃

.

H
, m 十 , 十二

(习
.
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因此

显然有

、c ·c
·

、

二{
、

·

翼
、

‘

二一 十六葱
、

,

“、一」
‘材

一

<: 田
,

二、)
召 -

、
· c

。

丫平
、

~
、

一、
六

、
.

万下;可蔽环不而厉

忍
’‘一sE 加>ae ‘《六了e5c

‘一 ,
。·

了东
<

地
百加, 一

三
’c “

,

”
。·’《
了牙雨

一

了豪不丽

乐
’<L 一 “加>

·

,

司熏
‘玩“Lz >

·

了襄石赢由以上 (3
.

1 7 )一 (3
.

1的 三式即得 D 的有界性估计

ID (。一云
,

又一叉
,

。
,

应) != 乙 j<L (u 一旬
,

E肠 >
。

e
(月

一<? (。一云)一 。一叉)
, : E L‘>

d 。
一钾右一户

, : E L (。一‘)> 。
。

+ C (, (u 一 以)一 以一叉)
,

弓一户)
。。
少

封了习丽、

~ 、
-

+

了履而裤丽向

~ ~ )
乙 <L右

,

E L仍
。

+

e
(A

乙 C (下右一应
,

尹右一户)
。e

e
(A !

/叼1一2/V

《 2 }l(
u 一云

,

之一叉)}}舜}}(。
,

户) }}舜 (3
.

2 0 )

由(3
.

1 6 )
、

(3
.

2 0 )及 (3
.

10 )即得误差估计

l}(
u 一云

,
几一叉)}}* ( 5 in f }1(

u 一 ‘
,

几一叉)11舜 (3
.

2 1 )
(公

.

又)(舜
。

因此我们有

定理 2 : 如果罚函数 C (
·

,
·

)
。。

由 (3
.

13 ) 式 给出
,

范数 U
·

}1舜按 (3
.

15 ) 式定义
,

则方程

哆
.

7 )在 兔
, 凸集上存在唯一的解 (‘

,

幻并且与真解 (。
,

幻之差有估计式 (3
.

21 )
.

四
、

逼 近 误 差

从上节定理 2 可知
,

由变分方程 (3
.

7、求得的近似解 〔‘
,

叉)与真解 (u
,

幻 的误差的大小
,

取决于近似解空间死对真解 (u
,

幻的逼近精度
.

也就是说取决于在每个面元
e 〔A上

,

由 N
。

个
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、 ”= N
_

基函数 沙二九
_ : 张成的Ne 维空间对

“的逼近精度
,

以及在每条线元
· ‘
肚

,

由从个脚 维

、 左二M
,

向量基函数 弓此卜 张成的空间对双几= 翔)的逼近精度
.

在每个面元 成A 上对 u 的逼近
‘ , 寿。 1

精度不仅取决于基函数的数目 N
。 ,

而且 (可能更加重要) 取决于选取什么样的函数作为近

似解空间的基函数
.

我们知道可以有许多方法构造逼近函数
,

例如在有限元法中采用分片低

阶插值多项式
,

S p lirl e
插值函数等等

.

但本文只讨
一

沦采用级数逼近的方法
.

由文〔7] 知道
,

如果采用多项式级数在面元
e 上逼近某函数

“ 〔H
r

(e)
,

用S , 表示全部N

阶多项式集合
,

则有逼近精度估计式

in f }!
u 一 夕!1

。 , 。

( C
。

N
S 一 甲

{!
“
}}

, , 。

(4
.

2)
P(S

、

其中 C
。

是一只依赖于
e 的常数 (以下为了

一

朽写方便
,

用同一个符号 C
。

表示依赖于区域 e 的

不同常数) . : ) s > 0
.

同理
,

如果在线元
了

上采用多项式级数逼近几
,

则有逼近精度估计

P〔S
。

如果对所有的面元

及 (4
.

2) 式不难导出

}}几一 夕}l
a , ,

( C
,

N
S 一 ,

l}几卜
, ,

(4
.

2 )

e 〔A 和所有的线元
:
〔T

,

都采用多项式级数逼近真解
.

则由 (4
.

1)

(。
,

牙瓜 ’!(一“
,

‘一‘, l,豁、K {乙
C

·

11
u
11飞

, ,
。

N聋(
‘一‘

·

’

召眨A

十 艺 乙 C
,

【
N ;

I

M弓
。 + ‘一 2“

,

+ N
·

M资
m 一 ‘一 2“

·

」[}
。
一是

:
一 *

.
,

}
(‘

·

3 ,

‘(月
丫

( J口

其中 “
·

> 。
,

“
·

) 。 +

音
,

C
·

和 C
·

分另“是 依赖于
。 和 二 的常数

·

如果对所有的
e 〔A 有 h

。

二左, ,

N
。
= N (k

,

与N 是不依赖于
。 的正常数) ; 对所有的

:

有 掩
,

= 左, ,

M
,

= M (k , 和M 是不依赖于
二 的正常数)

。

且令 C
,
= m a

州C
。

全
,

C , = m ‘x 咬C
,

全
,

e
(月

r
(T

可将 (4
.

3) 式简化为

〔T

则

一n f

(应
,

义足分

,,‘卜“
,
“一几)}、鑫、K

{
C一

。
!一‘

, .

。N Z‘, 一“」’

丫 , 户 一
112

十 山 七州l川l石
: 一音

. :

r ( T

由 (3
.

2 1) 和 (4
.

4 )即可得到近似解的误差估计

)M
Z“一“7

’

} (4
.

4 )
N一M

+
M
一

N

}!‘一“
,

久一‘, 、,* 、 C材‘
{
“ ‘月

一

}1
。
、1;

月
.

o N ‘一“·

十

了宜山向!歇4 {汉多
+

盗加
二 一

呀
丫七才

(4
.

5 )

其中。是一绝对常数
,

“, > 。 ,
k , ) 。+

参
·

采用 工叭tsc h e 技巧即能得到 L
Z

估计

}}一。,l
。, 。

、
,

、王
、

一

二
、一 + “

二(漂
一

+

令)‘M一}
·

}}(
“一‘

,
几一叉) {l舜 (4

.

6 )
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其中C
‘

是一只依赖于 口 及 E 的常数
.

由 (4
.

3) 式可以看到
,

在每一面元
e 〔月上

的逼近阶精度将随着爪的增大而增高
,

也就是

说真解
“在 e 上越光滑则逼近精度越好

.

我们知

道椭圆型方程的解
“ 在区域内部及右端 f 与方

程系数光滑之处具有很高的光滑性
,

此时采用

多项式级数逼近真解
u ,

将有很高的精度
,

往

往比有限元的精度高很多
。

然而在边界的角点

附近或在/ (或方程系数) 光滑性很差的地方
,

真解只有很低的光滑性
,

即 k
。

很小
,

此时采用

多项式逼近的精度较差
,

不一定比通常的有限

元好
.

但若采用其他形式的级数
,

例如三角级

数
,

则其逼近精度会好得多
.

傅 子 智

图 2

例如当
“在平面凹角域附近满足 L a p lac e

方程 (△u = 0)
,

在角的两条边上取自由边界条

件(
一

豁
一。

,

其中
。
是边界上的法线方向)

(图 2 )
·

如果在凹角附近采用极坐标
,

坐标原点取在

角的顶点上
,

角的一条边取为坐标轴
,

角度的大小设为 a ,

则真解
“
在角域附近的通解表达

式为

。(, ,

o) = 乙
u 二 r万 e o s

动 (o簇口《a ( 2汀) (4
.

7 )

由此表达式可知
,

当 a 祷二 时
,

在角域附近
“ 只属于 H

杆巴一
。

一 口 (“> o)空间
,

即 “一 , +
普
一 。 ,

当a较大时
,

(例如 a > 二 ,

即凹角的情形 )
, u 的光滑性很差

,

多项式级数的逼近精度不理想
.

但是如果采用 (4
.

7) 式作级数逼近
,

则具有非常高的精度
。

不难证明
,

若在角域 O簇 : 簇R,
,

O( 0 ( a 上真解
“
有通解表达式 (4

.

7)
,

则在较小的角域
e 二 { (r

,

0) }O簇; 《R
, 0( 口簇好上 (其

中 R < R
,

)对任何正数 点
,

都有截断误差估计

N ” ,

。(:
,

夕)一 乙
u 。 r 万 e o s

簇C (庵
,
R )N

一 “

(4
.

8 )

其中C (k
,

R )是一只依赖于k和 R 的常数
.

这说明若采用 (4
.

7 )式作级数逼近真解
,

则有任意高

阶的逼近精度
,

而采用多项式级数
,

其逼近阶不超过二 / a
,

当a = 2 二时只有 1/ 2阶精度
.

不仅如

此
,

在许多实际问题中需要计算展开式 (4
.

7 ) 的第二项系数
u ; (如断裂问题中的应力强度因

子)
,

而采用此级数逼近真解
,

则可直接算得
。; ,

并且也有任意高阶精度
.

由此可见
,

在不同的面元
。上采用不同类型的级数逼近真解往往可以大大提高逼近精度

,

并且更适应实际的需要
。

现在讨论在每一线元
: 任T 上对 几的逼近问题

.

我们对
: (即对剖分) 作两点一般性的限

制
:

(l) 每一条线元
r 或是一条直线段

,

或是一条充分光滑的曲线段
; (2 ) T 必需而且只能是

下面的三种情形之一
,

即 ¹ T c r
二 ,

º : c 厂
, , » 整条落在 口 区域 内 (即为单元间公共边 )

。

现分别对这三种情形进行讨论
.

第一
, : c 厂

。 ,

此时 叉二 g ,

不含有未知量
; 第二

, : c l
一’
。 ,

若取又== 泌则可取消厂
,

上的全部 几变量
,

此时把 (2
.

9) 式泛函 J (u ,

幻的最后一项以
,

万> 二
。

改
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为<u
,

万>二
。 ,

或相应的变分方程 (3
.

7 )的最后一项 <乒
,

刃>r
。

改为莎
,

万> r 。 即可 ; 第三
, :

c 口

内
,

由于这些线元
: 是人为地选取的

,

我们常常可以把它们选在真解 u( 从而助充分光滑的地

方
.

因此在这些
r 上采用多项式级数即可得到很高的逼近精度

.

此外
,

还应看到
,

近似解在是分别定义在每个面元
e 〔A上的

.

不同面元
e 的未知量没有

任何联系
,

可在形成整体代数方程组之前先行消去
,

最终形成只有线元二 〔T 上的未知量 叉的

代数方程组
.

因此对总体计算量和存储量起决定性作用的是 叉未知量的数目及其稀疏性
.

由

于 戈的逼近阶精度很高
,

故其未知量可取得比通常的有限元法或文 [ 7 〕的大单元法的未知量

少得多 (也就是说其代数方程组的阶数少得多) 即可得到相同的精度
.

有关应用本文方法的各种结果将陆续另文介绍
.
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(19了5 )
,
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Fin ite E !e m e n t Me tho d

L ia n g G u o 一 Pin g

(I抢s t‘t“, e o f M a th e fn o t ie s ,

A e a d e o ia S ‘n ie a
,

B e iji。夕)

F u 2 1
一 z h i

(B e : j‘n夕 P ‘tr o le u 用 D e s‘夕n I n s t‘tu te
,

B e ‘了: n召)

Ab st ra c t

In th e u s u a l fin ite e le m e n te m e tho d
,

th e o r d e r o f th e in t e r p o la t io n in a n e le 也e n t 15 ke p t

u 刀e h a n g e d
, a n d t h e a e e u ra ey 1 5 r a is e d by s u b d iv id in g th e g r id d e n s e r a n d d e n s e r

.

A lt e ;卫 a
-

t iv e ly
,

i皿 th e la r g e e le m e n t e m e th o d
,

t五e g r id 15 r e t a in e d u n e ha n g e d
, a n d th e te rm s o f

a p p r o x im a te s e r ie s in th e e le m e n te a re in e r e a s e d to ra is e th e a ee u r a e v
、

In this pa Pe r , a m e th o d fo r e o n s t r u et in g la rg e e le m e n t s 15 p r e s e n t e d
.

W li e n u s i习9 th zs

m e tho d
,

tw o s e ts o f v a r ia b le s , o n e s e t d e fin e d in s id e th e e le m e n t
, a n d th e o t h e r d e fin e d

o n th e b o u n d a r y o f th e e le m e n t
, a r e a d卯 te d

.

T he n ,

th e s e tw o s e t s o f v a r ia b le s a r e eo m b 一n e d

by th o hyb r id 一p e n a lt y fu n et io n m e th o d
.

T h is m e th o d e a灯 b e a p p lie d t o a n y e llip tie e q u a tio n s

,且 a d o m a in w ith a r b it r a r y s h a p e a n d a r b itr a r y e o m p le x bo u n da r了 e o n d itio n
.

It 15 p r o v e d

w ith s t r ie t 扭a th e m a tie a l m e tho d i习 t五: 5 pa p e r ,

t ha t in g e n e r a l e a s e s ,
th e a e eu ra e y o f th is

m u e h li ig h e r th a n th a t o f th e u s u a l e le m e n t a n d th e la r g e e le m e n t m e t五o d p r e s e n te d by [ 7 ]

T h e r e fo r e ,

th e d e g r e e s o f fr e e d o m n e e d e d in th is m e th o d 15 m u cb few e r th a n th a t in th o se

tw o m e t h o d s if tli e s a m e a e eu r a ey 15 p r e s e r v e d
,


