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摘 要

木文讨论三维非线性断裂动力学中的路径无关积分
,

它是文〔4 ]关于二维情况结果的拓 充
.

在 研

究三维非线性固体中埋藏裂纹或表面裂纹的动力传播问题中
,

这种拓充是必要的
.

固体介质是非 线 性
弹性的或弹塑性的的情况均被加以考虑

,

并作出了相应的向量型路径无关积分
.

解释了这种路径 无 关

积分的力学意义
,

它被证明联系于动力裂纹扩展力
,

因而
,

它们可用于构作非线性断裂动力学 中 的断

裂准则
.

一
、

引 言

19 6 8年
,

J
.

R
.

R 记e ‘”提出了二维非线性弹性断裂静力学中的著 名路径无关积 分 J
.

从

此
,

利用 J 积分作为一种非线性断裂准则取得 了很大成功
.

我们有

, 衬 。
。一孔粤ds

J r U 汤
(1

.

1)

其中
、一
!
a ‘! d一 了1

.

2 )

是应变能密度
,

厂是环绕裂纹顶端的积分路径 (图 l)
,

犷

重要特性是它的路径无关性
,

这就使它能视为 一 种 物 理 参

是 厂 上的面力向量
。

J 积分的最

数
.

由于 了积分路径无关性的证明是基于塑性形变理论之上

的
,

这就使它不能应用于裂纹传播问题
,

其中卸载就在裂纹

顶端附近发生
【2 , 3 ’.

最近
,

欧阳幽教授
〔‘’
提出了非线性断裂动力学中的若干

路径无关积分 Y
,

但 它 们 均是二维情况下的结果
.

本文中我们考虑三维非线性断裂动力学中的路径无关积

分
.

当我们研究三维非线性固体介质中埋藏裂纹或表面裂纹的动力传播时
,

就需要考虑将文

〔4 〕的创造性工作加以拓充
,

以供应用
.

我们考虑 了非线性弹性介质和弹塑性介质的情况
,

并提出了相应 的向量型路径无关积分
.

为了解释所得积分的力学含义
,

研究了具有钝前缘的

祥
欧阳曾推荐

.

样本文完成于作者访问美国德克萨斯大学计算力学研究所 (T ICOM ) 期间
.
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平面裂纹
,

证明这种积分与动力裂纹扩展力相联系
。

因此
,

它们可以作为三维非线性断裂动

力学中的一种断裂准则
. ‘

二
、

非线性弹性介质中的裂纹传播

首先
,

我们研究非线性弹性介质的情况
。

如图2所示
,

设三维固体中有一平面裂纹刀
.

对

于动力问题
,

我们有下面的连续方程和运动方程
:

口口‘,

口x ,
一+ X ‘二 P

a
z u ‘

口tZ
(2

。

1 )

aP
一艾丁~

丫O 不

一竺 (
口戈

‘
、a戈‘

日材‘ 、
p 一获压

叫

, = U
O 吕 /

(2
.

2 )

这里 a ‘,
是应力张量

,

X ‘
是单位体积的体力

,

且设它们与 为夕无关
。

p 是密度
, 劣‘是笛卡尔直角

坐标
, t是时间

.

设S 是环绕裂纹某段前缘的曲面 (图 2 )
,

我们

可得到下面的

定理 1 向量型积分

犷
1
一

划
+

J
;

, ‘(牙一X ‘“。一K )苏一 T ‘v u ‘)d s d t

p 一乖一 d犷

}之 (2
。

3 )
图 2 三维物体中的平面裂纹

对任何环绕裂纹某段边缘的曲面S 和时间 t : > t0 > O来说是路径无关的
。

这里 丽是 S 的外法向在

x ,

y 面上的投影 (图3)
,

而V 是算子
a

.

日 一一 ~ _ 一
,
飞反

~

十 j
we

万歹
,

.

迎父能汾度

才一J
。‘, ‘“‘,

(2
.

4 )

。 , 是应变张量
,

动能密度

K = 粤
p 。 . 。,

乙
(2

.

5 )

a “‘ ~ 一 ~ 一
, ,、

~ ~ 。 _ ~
, , 、

一
,

_
. ,

_
. _ ,

_
、

功 = 一5不足迷度
,

以域厂
是 0 和裂汉圆包围的区域

,
(图2)

·

. 了 .

证明 作为第一步
,

考虑一个封闭曲面S
,

其内部不包含裂纹前缘 (图4)
.

我们有

乡价
图 3 向量 布 图 4
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{
。 T ‘
命二d s 一

{
, a 。, 一守一d s 一

{
口 吕

、 ,

n
; 二- -

,

兀口“ V ZJ一)口O
口戈夕

衬粤礼、
十 {

。 ‘,
守

一

扒扩
J 犷 0 潇矛 J F 口义

(2
.

6 )

利用 (1
.

2 )及应变
一

位移关系

l
,

e ‘, =
一

玄
一

Lu ‘
, J 十 “J , ‘) (2

.

7 )

从 (2
.

6 )得到

J
, T ‘
寸一d s 一

{
;

(令
一X 。

)命
一 d犷 +

{
,

一

J
,

(
p

令
一X

‘

)乖
一、: +

!
,

a ‘, V e ‘, d 厂

V 不 d 犷

f aZu . 占
, r , .

f 一
, , , ,

一
,

八

= 奋 P不三二 V u ‘口厂 + 、 吸价
/

一 A ‘u 、)五“占
J F O ‘一 J 母

因此有

(2
.

8 )

并且
,

I:;J
,

(
(不一X ‘一); 一 T ‘

, 一)d s d ‘

一I;
。

{
, 。

令
命一d F d ‘

: 一

汀
; 。

令礼
“二‘一

上知令
命
·

fdtd
犷

= {
、
粤

上乖
u ‘、。 }

‘1一
{
、二 {

‘, 一

架
生( p

、

澳
一亏

u :
+

一

粤
一

守
u ‘

、J‘ (2
.

9 )

J V 口 ‘ l名‘ J V J t0 O ‘ 、 口杏 口‘ /

从连续方程
,

我们有

口“‘卫竺仁、
日t 尹

P

奋了.、口一X

一a一一一一
即一at

因此
,

在 (2
.

9) 式的括号中
,

项
半甄

相对于其中另一项来说
,

是一高阶小量
,

因而可

以略去
。

这样
,

我们就得到

乙一

丁
犷

Pv爪声 }北
一

娜
。

两’一‘ “‘一

{
;

。爪那价
一

J::(J
;
示
枷

, ·

产 冲
一

!
,

阳乖
一“犷

众
一

姗
二

。“sd ‘ (2
·

‘0)

以 (2
.

9 )
,

(2
.

1 0 )代入 (2
.

8 )
,

便得到下面的式子
:

{::{
, ((平一K )”一T ,

, 二 , d s d ‘+

{
, p 一, 二d 犷

仁
一。

(2
.

1 1)

假若有二个不同的曲面S ‘,
S

:

环绕裂纹的某段前缘
,

如图5所示
,

则我们取S 二了: + 万
十

+ S ; + 刀
一 ,

这里11
‘ ,

汀
一

表示在S
: ,

,

S
:

间的上
、

下裂纹面
,

S 万表示将了
:

的外法向逆转所得

的曲面
.

由 (2
.

11 )
,

有
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买:!
,

“研一K) “一 ?
‘

礼
、‘, “‘

+

又
。

Pv
‘

亏
·

那 {之
一 。

这里厂
。

是 S
, ,

5
2

之间的区域
.

由于在汀
十 ,

汀
一

上有 兹二 0,

T ‘= O
,

又犷
,
= 厂

2
+ 犷

。 ,

从以上方程可得 图 5

I之{
s :

((研一 K )“一 T
‘

守一 )d s d ‘+

{
: , 。一常一d 厂

!之
一

娜
; 2

((研一K) “一r爪
‘) ds clt+ 异

Z

Pv 爪邵众 (2
.

1 2 )

Q
.

E
.

D
.

在某些情况下
,

选取随时间 t 变化的曲面S是较为方便的
.

例如
,

当我们研究裂纹的定常

传播时
,

最好选取S 与裂纹前缘一道运动
.

在这种情况下
,

有 友= S (t)
,

且成立着下面的定

理
.

定理 2 积分

犷
:
一

I::{
。《. ,

((牙 +

ha 不
二 , ”一T

、

寸一 , d s d ‘一

买:J
。(。, 。一寸一 d犷d ‘

或简单地

犷
、
一

I
。。. ,

((附 + 而砰
.

灭而
! )“一T ‘

帝一 , d s 一

I
; “ , p 一 寸一 d犷

(2
.

孟4

_
,

~ 一 _ ~ ~
. , 、 _

一 ~ 一
*、

,
_

, ,

一~
.

_
‘

~ _
~ 一一 一

、二 ~
_

一
_ , _

~
, _

_
、

一 ~ 护如

灯仕息 剑
“

筑装双呆找 月U琢阴 曰四和rl 户 f0 乡U龙峪份尤天 阴
,

共甲 山 足洲还度 公
2 。

甘‘

证明 这里只须从下面的等式开始
:

f ~ 书
, 。 f

, , 二 二 、 , 、

_ ,

。
.

「 口Zu 一 舟
1 1 ‘V u ‘a o = I L理 一人 ‘u ‘) 拐a o 十 I P二反犷 V u 名“厂

J B J 召 J v o ‘ -
(2

.

1 5 “

最后一项可重写为

f 口气
f 吕

, , ,

「 吕
, , ,

r
_ _ , 。 「 吕

1 户
~
5及

一 V 丝‘a 犷 = 1 Pa ‘V z l‘a f 二 卜 P a ‘u ‘”a 。 一 , P u 一 v a ‘“厂

J 犷 U ‘ J V J 心 J V

(2
.

1 6 )

于是
,

以 (2
.

1 6 ) 代入 (2
.

15 )
,

得

{
。 ((邵 + 而

~
‘)“一T ,

乖一, d s 一

{
。 p 一 幸一 d犷一。

(2
.

17

从 (2
.

17 )
,

容易证明 犷
:

或 夕
,

的路径无关性
.

三
、

弹塑性介质中的裂纹传播

在塑性范围内
, a , , 和 e 。, 之间没有 一一对应的关系

,

故应变能密度研将失去明确的含义
,

假如应力历史不给定的话
。

为了避免这一困难
,

考虑 另外的积分

夕
‘
一

娜
。“厂一 K 一石一, “一r爪。‘““‘
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+

主:J
。

。

。爪。邵 +

丁
,

Pv
‘

帝
·

那众 (3
.

1)
/

/ 一
’

\ 塑性区边界

这里 厅
。

是弹性应变能密度
:

研一{
a ‘, d ·犷

,

对 Pr a n d tl
一

R e u s s
材料

,

有

(3
.

2 )

图 6 塑性区 犷
,

平一奋
(。⋯:

·
+ J , ·。

,
,
+ 口一 ‘2 “:

, ”
(3

.

3)

犷
,

是S 内的塑性区 (图6)
。

对弹塑性情况的裂纹传播
,

我们提出下面的

定理 3 对任何环绕裂纹的某段前缘 的曲面S 和 t , > t0》 o
,

积分犷
。

是路径无关的
.

证明 对于内部不含有裂纹前缘的封闭曲面夕
,

我们有

L一{
, (牙

·“一 ,
’‘

常一, d s

一

J
;
(常砰

一
常一 , d 犷 一

{
;

(。一
万

,

,寸一d厂

一

J
; ‘U , ,

幸
·
:

,

一
常一, d 厂一

!
.

。

(、一X
‘

)命一d厂

一{
, , a ‘,

,
·
:

, d厂 一

{
;

(、一X
‘

)乖一d 厂

利用等式 (2
.

10) :

“一

丁
;

卿几邵 }北
一

灯
。

心“
Sdt

得

工:I
;
“班一K 一X

‘
一 , “一丁

,

亏一 , “S d ‘

+

且J
。

,
。‘

应加脚
‘+

{
; 户·

爪那 1::
一。

(3
.

4 )

对于环绕裂纹某段前缘的二个不同 的 曲面 S
: ,

S
: ,

构作S = S
,
+ 刀

+

+ S 下+ 17
一 ,

则从

(3
.

4) 容易看出 (3
.

1) 是路径无关的
。

对于一个运动的曲面 S (O
,

容易证明下面的

定理 4 积分

犷
。
一 {

‘1

( ((、
。

+ 下瓦二了;
。
: ) * 一 :

‘

常
。: ) 、s己卜 (

‘!

{
,

。。:寸
a ‘、: ‘,

J t o J 召 (‘) J 功 J v
(3

.

5 )

或简单地
犷

。
一

I
: (幻 ( (班

·

+ 而声不
·
: , “一 T

‘

幸
·, , d s 一

{
, 。: , 、·穿常一d 厂

(3
.

6 )

对任何环绕裂纹某段前缘的曲面S (t) 和 t,

> t0 ) 0 是路径无关的
.

这里厂是S (O和裂纹面包围

的体积
,

心是弹性位移
。

四
、

定 常 的 裂 纹 传 播

不失一般性
,

设裂纹前缘某处场的传播速度为 或
,

,
,

歹
, 乞

,

则从 t
,
劣 , 夕

, 之 到 矛
, 牙 ,

万
, 乞 的转换是

戈= x 一 ct c: 常数
,

万= y , 乞== z ,

Z二 t

且选取以这一速度运动 的 新 坐标系

(4
.

1 )
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我们有
u ‘(x

,

夕, 君 , t)二
u ‘(牙

,

歹
, 乞

,

于) (4
.

2 )

a

日劣

a

a 2

可得

(4
。

3 )

因此
,

a材. au , 日u ‘

御= 一
石「二

~

万奢一
“一百交

日v s a Zu , _

口 / 日u
‘ 、

. 。

aZu ,

山 =
~

面 , 万万一 “c
万交气刁奢

一

夕十
“‘

~

百交了
{ (4

。

4 )

对于定常的裂纹运动
,

有

(4
.

5n
�

一一一
a一

,

列(一a

因此
,

从 ( 4
.

4 )得

a“:

沙‘二 二

一 ‘一 月 =
一 , U 李二二 C “

口万

a Z u ‘

口无2 (4
.

6 )

这样
,

我们考虑 戈 ,

歹
, 乞系中的一个不变路径 S

,

从定理 2 ,

对于非线性弹性情况
:

犷
7
一夕

,
一

工
、

((邵
+ 一。一 口Zu ‘

日无2

一、
‘u ,

) ; 一 :
‘

市
u ‘

)、牙一 {
。: 。u ‘

带
粤

、夕
厂 , J p U 人 -

( 4
.

7 )

对于不同的S 是路径无关的
;
或对于弹塑性情况

:
积分

d 矛 ( 4
.

8 )仙一尹口
闷�

犷
。
一犷

。
一

!s(( 、
·

+ 、会
一龙 二 : )

; 一
哺

一

)‘
一

{
, Pc 、带

五
、

Y积分和动力裂纹扩展力

如图 8 所示
,

考虑一个平面缺 口
,

在物体边界 S , 上给定了面力 T
, .

假设缺口 沿着刀 处

刀面内的外法向 云
。

扩展一个小距离 △。 (图 8 )
,

让我们来分析扩展过程中
,

内外力作的为功

乳

似
岛

匕平,

厂

r 犷

扩
一

。。

一习△口 ~ ~

{协

图 8 动力裂纹扩展力
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面力功为

△A
,
一 { T

‘
△“

‘
d s

J S r

其 中 △u ‘是裂纹扩展中的位移增量
。

体力之功由两部分构成
:

a) 在裂纹扩
一

展中释放的
,

阴影区 △犷 上之功
;

△A
, :

一 { (x
‘
一 。a ‘) 。: d 二

J 匕 y

b) 在区域 犷 一△F 上之功
,

它等于
:

△A
一 !

; _ 。 , (X
‘
一 p 一)△一、:

内力功也由两部分构成
:

习 在区域 △厂 上之功
。

它等于裂纹扩展中释放的弹性应变能
:

△A
/

一J
‘,
班

·
d厂

b) 另一部分为 犷一 八犷 上之功
:

△A一{
, _ 。, 。, , “一 d 厂

八e , , 是裂纹扩
一

展中的应变增量
.

于是
,

A 处的裂纹扩展力由下式决定
:

口△b△a 一 △A
,
十 么A , 、+ △A B , 一 (△A

‘ + AA
“

)
,

故

。△。= { 几奥
Js + l (x

‘
一 。af) 止契知 : 一(

。 t ,

竿
叫

J :

J S r O u J V O u Jp

十
恕去{

△ ,

叭、一
恕 剑

‘ ,

“一Pa
。

, ““犷

一

}
。

(班一‘X
‘
一 p 一 , ·: , 二d s

当△乙《 l时
,

得

口△“、

!
习
(附一 (丫

,
一 。一 , ·了,一 d s

(5
.

1)

从 (3
.

6 )
,

我们看到
:

当 △b《 l时
,

Y
。

·

荞。= (5
.

2 )

于是
,

有

言△b = 犷
。 ·

凡

这一式子 (5
.

3) 将Y 积分与动力裂纹扩展力联系了起来
.

从 (5
.

1)
,

当 △b , 0 时
,

可得

(5
.

3 )

‘一 {
_ (、

。

一 (x
‘
一 。a ‘) 。犷) , ”。、5 2△

.

。一 {
_ (、

。
一 (x

,
一 。a ‘) 。

: )、
: (5

.

4 )

J l ,
J , :

这里
,

曲线 厂
。

如图 7 (a) 中所示
.

当着缺口的宽度趋于零时
,

我们得到

G 么6= 夕
。

·

五
(5

.

5)
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这意味着
: 沿着裂纹前缘的平均值 犷

。
·

丸/ △b 给出三维的动力裂 纹扩展力
.

因此
,

了
一

积分 也

可作为三维非线性断裂动力学中断裂准则的基础
.
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