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摘 要

在许多工程问题中
,

热
一

力辐合是重要的
,

而不能加以忽略
.

核反应堆工程就是这样的一 个例子
.

木文讨论非线性连续介质的热
一

力祸合系统中的裂纹传播问题
.

各种的非线性介质
,

包括非 线 性弹性
、

弹塑性介质
,

被加以考虑
,

并且给出了相应情况下的各种路径无关积分
.

为了解释这 些 积分的物理含

义
,

通过考虑一个缺 口试件的裂纹传播
,

证明热
一

力藕合系统中的动力裂 纹 扩展力就 等于 这一路径无

关积分
。

因此
,

就可利用这些积分来构作热
一

力藕合系统断裂动力学的非线性断裂准则
。

一
、

丹lJ 舀

在断裂静力学中人们熟知 J 积分的重要性
,

它是构作非线性断裂 准 则 的 基 础
.

J
.

R

提出的 J 积分“ ’
为

J封 砰d 。一八粤
一

ds
J r ~ d 劣

(1
.

1)

:

砰
:

应变能
掀小

! d e ‘, ,
T ‘: 面力 (单位

酪
的 ,

, “。:

位移
,

厂
:

环绕裂
。

ce中Ri其

端的积分路径
.

关键之点是对任何环绕裂纹顶端的路径厂
,

J 是路径无关的
.

有些时候
,

在一些工程问题中热
一

力间的藕合是重要的
,

而不能加以忽 略
,

在考虑 核反

应堆工程破坏事变中就会遇到这样的情况
,

还有在诸如水力断裂开发地下资源深源地震问题

等研究中
,

也会遇到这种非线性介质的热
一

力藕合系统中的裂纹传播问题
。

在这里动力效应
、

裂纹传播及热
一

力藕合效应都必须在分析中加以考虑
‘2 , “, ‘ ’.

本文讨论非线性热
一

力根合系统中的裂纹动力传播问题
,

考虑的非线性介质有非线 性 弹

性和弹塑性介质
,

并作出了相应的路径无关积分
.

通过对缺口 试件的裂纹动力传播
,

证明了

这些路径无关积分就等于这种热
一

力棍合系统中的动力裂纹扩展力
.

这样
,

我们就可象利用 J

积分来形成静力非线性断裂准则一样
,

利用这里给出的路径无关积分来构作非线 性介质 热
-

力藕合系统中的动力断裂准则
.

最后
,

还可注意
,

这里第一次给出这种热
一

力根合系统 的 动

,
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力裂纹扩展力的显式
.

二
.

、

非线性连续介质热
一

力藕合系统的基本方程

考虑一个同时受热和力作用的非线性固体
.

这种固体可 以是非线性弹性的或弹 塑 性的
.

假设这一固体在所有外力卸去后处于温度 T
。

(均匀的) 时具有无应力状态
.

取笛卡尔直角坐

标系, ‘· 设脚
,
到 , , 。‘, , p ,

T
,

t;t
,

从分别是位移
、

应变张量
、

应力张量
、

密度
、

温度
、

速

度和热流向量
.

于是
,

对于非线性介质的热
一

力藕合系统
,

有下面的控制方程
;

应变
一

位移方程
:

一, 一

遥
一

(一
, + 。, 一 ) (‘

,

, 一 1 , 2 , 3 ) (2
.

1)

本构方程
:

a ‘, = f二
, (e , : ; T ) = f

‘, (e 。 : )一刀
‘, 8

其中
:

e= T 一T
O ,

刀。
:

热模数
。

连续方程
:

(2
.

2 )

(2
.

3 )

aP
.

aP 口。

一二石于
. r

,

下砚了
口石 0 万‘

(2
.

4 )

a封‘

仇=
~

百矛
~ (2

.

5 )

运动方程
:

P公‘= a ‘, . , + x’

Fo u r ie r
定律

:

h ‘~ 一 k
‘, T

, , (吞‘, :

热传导系数)

能量守恒方程
:

(2
.

6 )

(2
.

7 )

一h‘
, ‘
二p c ; 夕+ T刀

‘, 户‘, (2
.

8 )

这里记 号
“

·
”

表 示
a

at

“ ,

j
”

表示对于 为

这样
,

就有着关于 23 个未知量
u ‘,

假若引进比例于嫡位移的向量H
‘,

(c ; :

常应变下单位质量的热容)

的偏导数
。

a ‘, , e , , ,

p ,

T
,

h‘的 2 3个方程
.

日万
‘

口t
(2

.

9 )

且

H
‘= O

,

当 夕= e ‘j =

则 (2
.

5) 可以积分给出

使得

O时

一 H
‘, ‘

= p c , 0+ T
O

刀
‘, e 一,

这里我们设6一T 一T
。

《T0
,

因此 T 、 T
。

近似地成立
.

在往后的讨论中
,

我们需要下面的有关热和力的初始条件和边界条件
:

边界条件
:

(2
.

xo)

(2
.

1 1 )

材‘= 口‘,

T ‘= T 妇

在边界 5
.

上

在边界 S
。

上

(2
.

1 2 )

(2
。

1 3 )
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0
,

在边界5
1

上
二

h
。 ,

在边界 S一 g
,

上
二 o

,

0 = O ,

在裂纹表而上

3 17

0 =

八”
二

7
1 ‘:

初始条件
:

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

(2
.

16 )

u :
二 g ‘

(x , )
,

t一 0

口赵‘- 二二 生 = 寿
‘
(况

,
)

.

t
,

口广

0 == 口
。
(戈 j)

,
t一 0

、

在 犷 中

= O
,

在 厂 中

在 厂 中

(2
.

17

这 里
,

于
。

是面力
,

瓜 一爪巧是热流向量从沿边界外法向的分量
·
“。 T ‘,

口
,

h

定值 ; 小
,

的
,

口
。

是物体体积 厂 中的给定值
.

(2
,

一8 )

(2
.

19 )

。

是边界上的洽

三
、

非线性弹性介质中的裂纹传播

对于非线性弹性介质中的裂纹传播
,

我们可以提出下

面的

定理 1
.

积分

‘
1
一

{
/ f

, 二 二 .

。
、 , : , 、 ,

/ ~ 日u ,

吸l 仁邵 + 叼一 人 ‘u ‘一八 ) a 夕一吸1 丈甲王丁
-

\J 厂 \ 口汤

一

会鲁助
“‘+

{
;

、奈
“厂

+

印
。

分
‘,
户

J

令际
图 1 非线性介质中的裂纹

(3
.

1)

对任何环绕裂纹顶端的路径 厂 和时间 t ,

> t。) O 是路径无关的
,

其中

丫一

}
了
‘, d一 (3

.

2 )

是均匀温度 T
。

下的应变能密度
,

口衬婴)与。

J I 。
(3

.

3 )

是可转换为有用功之热
,

‘ = 要
p 。 ‘。‘

乙

(3
。

4)

是动能密度
,

久
‘, = (k

: , )
一 ,

(3
.

5 )

是矩阵 (岛,) 之逆
.

区域 厂 是由 厂 及裂纹表面所包围的面积 (图1)
.

在这里
,

我们 假 设 体 力

X ‘
是与坐标 劣 无关的

.

证明
.

首次
,

取一个内部不含有裂纹顶端的路径 C
。

我们有

{
。
附d 、 一

!
。

附二d一{
‘
-

一

{
。

‘a
‘, + ”

: , “,

尝
、厂 一

{
;

,
‘, 口

豁
“犷

晶
一

, , d 厂 一

丁
;

〔
(a

‘ , + 刀
‘, “,

一

粱
一

」
, , “犷
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一

{
,

(。
‘, + 刀

。, 。)
, ,

器
d犷一

{
。一 (a

‘, + 刀
‘, “,
豁

d ·

一

{
,

.

。 。 、

日u ‘

La ‘, , , + p ‘, 口
, , 少

-

而
一 a 厂 =

f ~ 日u ‘

1 1 ‘下二一以 S +
J 0 0 浑 丁

;

怀
一 ,

令)器二

+

I
。
,
‘, “一

知一丁
;

,
‘, 。

, ,

器
、:

I
。

Qd 。 一

J
。

Qv
二

ds 一 丁
,

器
一

dV 一

丁
;

贯
沙

鬓扩

(3
.

6 )

= 一 f 』
_ _

了旦旦兰
全芝

Jv 了
’。
、 口x

+ 犷确
,

智 )
“犷

(3
.

7 )

但是
,

f 夕了旦丛
J , 了

’

。 \ a x )
, ‘

d犷一

责!
。”一

伽一分{
;
“

, ‘
日H

‘

口劣
d 犷 (3

.

8 )

J
,

刀
‘,“

督
d 厂一

I
;

“
‘,

嚎一
d 厂

一

{
。

,
‘, “一

器
d一J

,
”
。, “

, ,

器
d厂

(3
.

9 )

从 (3
.

6 )到 (5
.

9 )
,

J
。

得

‘班 + Q一 X
, 。‘, d 。一

(
T

‘ a“‘

口戈

口H 八
,

梦 畜几
-
一
一a s

口劣 产

0
一T0即一T0

一

丁
; 口Zu 。

p 百砰
口u ‘

口戈

口万
‘

口工
d 厂 (3

.

1 0 )

注意到 e
, , = 一几

‘,
户

, ,

从 (3
.

10 )得

J:;(J
。‘班 + 口一 X

‘一 ,“一(
罗

‘

票 aH
‘

a 义 )
d 。

)
d ‘

p一T

令鲁
“
姗 (3

.

1 2)P
F

.

!+ft
!

f毕
;
‘,

丸擎与二
,

一 {
J ro J F 1 0 O x J

对于最后一个积分
,

我们有

乙一

{:;{
犷 ·

鲁
一

会
一丁

;

I::
·

令
一

会一
{

_

”v ‘ 日“‘
, r ,

l
‘I f

~ 一 口厂 l 一 .
d x 1t o J 犷

·厂

(坎瓮
*

(
·

氮
十誓

一

瓮)
汀!

(3
.

22 )

由连续方程
,

知道 (3
.

12 )中项
日P 口u ‘

at 口义
比其前一项具有小的量级

,

因而可以忽略
.

因此
,

得

乙一

丁
,

一

{
;

P U ‘贵
一

“厂

一

豁
一

“厂

rt
,
f d

一 . 1
一= 一 才、 a 厂 a t

J r尸
V d %

P夕‘ 丁!
。

K 、dt
(3 13 )

、L01八.
孟‘‘不子手‘‘
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将 (3
.

13 )代入 (3
.

11)
,

最终得到下面的式子
:

3 19

J〔{
(、十Q一 K 一 x

‘。, )、: 一了T
‘
一

粤一乒
, 少‘

旦势孙、
:
, ,

\J C 、 U拢 l 。 。义 / ,

.

rt
:

r -
. , 、 口万

‘ , 二 , ,
.

「

+ J
,
。

J一万
人‘, 月 ’

一

而
“厂 “ 才 + J

, 户v
日u ‘

‘一

而
d V (3 一 4 )

假若我们有两条不 同的路径 厂
, ,

2 所 示
,

则 取 C 二厂 : + A C + 厂万十

厂
2 ,

如图

这我刀刀

里记号
“

一
”

表示原路径之逆向
.

由 (3
.

14 )

们得

{ ({
(班 + Q 一K 一X

‘
一 , “y

一
仁器

一

会
一

鲁
ds )

df

+

坟介
。一

大
一

只
‘了
“

要
, , , ,

_
.

「 au ‘ , , ,

}
a 厂 a t + l p 口‘一只二

.

a 厂 l
J ‘

’

O 满 {

图 2

这里 厂
。

是厂
, ,

厂
:

之间的区 域
.

由 于 在 A C

从上面的方程可得
:

B D 上d 刀~ O
,

T ‘= e= 0 ,

又犷
;
= 犷 : + 犷。

(、 十Q 一K 一 x
: 。‘)、、一了T

‘

粤
, 一兽

一 , ‘

州
: 、、八、,

、 口劣 1 。 口况 , I,二厂

r

l
.J

了..、

{
+

{
: ,

Pvf 会
“犷 +

朴
,

分
‘,
“ 口H

aX
d 厂d t

一

I:;(丁
厂

(班 + Q 一K 一 X
‘。‘)d 。一(兀篇

口“i

头一贷)as)
“

肉‘..IJ

+
+

J
。 ,

阳会
“犷

} {
二

_

玄T 。

; ‘,
”

,

鲁
“
vdt (3

.

15 )
V ,

Q
.

E
.

D
.

要是考虑运动的路径 厂 (t)

定理 2
.

积分

我们可得以下的定理
.

y Z一

I
‘砰 + 口 + 压不了

‘
·

。‘, 如 一
(
丁

!

粤一
兀

” ‘溉
‘

)
d 。

)
“‘

‘,
通‘产‘厂

八....JZ‘.、

一
{
‘1

{
。。‘

粤
、 、: 己, +

f
“ { 带

J to J v (‘、 o 满 J to J 犷 (t ) 肠 玩蕊
口H d 犷d t (3

.

16 )

或者简单地

犷3 一

{
: (‘) (研 + 口 +

~
一 , “。一仁会

一

命
。

瓷卜
一

{
; ‘: ,

。
‘一

瓮
一

“犷 +

I
; ( :

1

弃
“

! ,
“

,

淤
一

“厂
(3

.

17 )

对任何环绕裂纹顶端的厂 (O和时间t ;

> t。) 。来说是路径无关的
.

定理 2的证明容易从下面的等式得到
:
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口Zu ‘

户
、

石沙 豁扩
一

{
。

Pa
‘二 “。一

l
;

Pul 瓮
一

‘ (3
.

1 8 )
F

军
J.. .

得出
。

四
、

弹塑性介质中的裂纹传播

引入积分

(}
二 (研

·
+ 。一K 一尤曲)、 一

协器
一

会
一

淤)as)
dt

!
。

,

‘。‘, + “
‘, “,
鼎

·
‘

, “犷“才+

}:;}
,

六
“‘,
“

,
口
乳

‘
“厂“!

回
口封。

Pv ‘一弓 二 a 厂
U 汤

臼... ...,J..t... .J

这里 碎
。

是弹性应变能密度
,

砰一}
z一 d ·:

,

犷 ,
是 厂 内的塑性区 (图 1)

, e
几是塑性应变张量

.

对这里的情况
,

有下面的

定理 3
.

在弹塑性介质中的裂纹传播情况下
,

t : > 几> o是路径无关的
.

证明
.

用得到 (3
.

6) 的同样方法
,

我们可得

(4
.

2 )

积分 Y
‘

对任何环绕裂纹顶端的路 径 r 和

}
。

砰
·
d ; 一

!
一

{

口
。

J ‘,

而
仑‘, 邵 一

{
。

,
‘,

(赘
_ 丝

_

几
卜
犷

口u .

a 劣
d : + l (X

‘
一 p a ‘

)

F

r... ..J

一
Sd

+

}
一

}

刀
‘, ov ,

日u ‘

d 工
如0, ,

会‘

(a
‘, + 刀

‘, 8)
口e 犷

、

~
~

二
一二达 a 厂

d 劣
(4

.

3 )

从 (理
.

3 )
,

(3
.

7
,

8
,

9
,

13 )我们容易证明
:

对任何 闭路 C (不 包含裂纹顶端在内)
,

存在

着以下的式子 :

‘l(、
。

+ Q一K 一 x ‘。‘)、, 一‘7
·

, 一

奥一君
, ‘ ”

势加
:

)、,

\ JC \ 口人 1 0 0 沈 / ,

十

} {
; : (。‘, + 、, , 。)

晶
·
。“·“才+

!:{!
,

护
‘,
“

了

瞥
“
、

+

丁
F 、一

会
d 犷

== 0 (4
.

4 )

对于环绕裂纹顶端的任意二个路径厂
: ,

并注意在 A C
,

D B 上
,

d y = o
,

T ‘= 口= 0.

r : (图 2)
,

可取闭路 C = 厂
,
+ 二刁若 + 厂万+ 万刀

、

犷 :二犷
。
十厂: ,

厂尝二厂二+ 厂蓄
,

于是 可 得
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( (l
,

.

:

(沙
·

+ 口一“ 一 ‘
!一 ,心 一

仁会一

小瓮同
“r

+

}::(
。

; (一 + 刀
‘,。)
鼎

。
。、。,

+

!::\
: ,

贵
“
‘,
“,

鲁
d 厂d ! +

}
。,

一会
“·

}:{
(二

。+ 。一K 一 x ‘。‘) d 。 一rT
.

奎 一咨
, 少, ”

竺
,

、d
:

、J
,

、 0 人 J O 。 汤 , ,

厂

r... ..,臼
‘

口了.、

一一

西
+

}:;{
; ;

+

!:{}
F :

(。‘, + 刀
‘, 0 )

口X
d 犷d t

o1
D卉 aH

,

式‘j月 , 一百天 、
d , + {

。。
、

粤
.

、州
J犷: 0 劣 }

Q
.

E
.

l一T

对于运动的路径
,

可得下面的

定理4
.

积分

(}
二 ( 。,

(不
·
+ Q + 不不刃石

.

一 ) d 。 一
(
T 。

器
一

会
一

鲁)
d ·

)
d ‘

一一y

+

}::}
: , ( , )‘一 + ”

‘, 。,
会乙

J

一
+

}:{}
, ( . ,

介
“, ,
“

,

警
‘·“矛

一

}:{{
; ( : ,

一器
“犷“‘

(4
.

6 )

或简单地

y
。
一 { (、

。

+Q
+ 而不不

.

。‘)d , 一介
‘

粤一李
v ‘

擎卜J r (‘) 、 口汤 1 。 口汤 工

.

「
, .

。 。 、

日 。 , t , .

「 1
。 ,

、 aH
‘ ,

r,

+ }
:

,

( , ) t口‘, 十户‘’口, 百x
e 万, “ 厂 + }

, ( : 。一

了万
一

几‘,月 ,

丽
a 犷

Puf 会
一

“犷
(4

.

7 )
F

r....,‘

一

对任何环绕裂纹顶端的路径厂 (t) 和 tl > t> t0 > O来说是路径无关的
.

定理 5
.

积分

y
7
一

} ({
二 《‘,

(牙
·

+ 口
·

+ 万‘二叉 ; 二号, ““一(
日扮

T
‘止

a劣 一T0 叭
”

豹)
d ·

)
d ‘

一

}{{!
, 户· :
会一

+

!{{{
;

一

六一
“

,

夸 d 犷d t (4
.

8 )

或简单地

y
:
一 { (、

。 + Q
。

+ 而砰灭;
.

。
: )。。 一 ( :

‘

琴
一

李
v .

擎和
;

J r ( ‘) \ o 浅 J 0 0 满 ,
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一

}
;

、贵
“犷+

}
;

去
一

拓“
,

令
“犷

(4
.

9 )

对任何环绕裂纹顶端的路径和 t : > t> t0》 O是路径无关的
.

此地

n _ 叹p c ; 口d s
。

、心口 ~ 、一一一下币尸- 一一
~

J l 。

(4
.

2 0)
1

, 二 , .

。 。

口‘ == 一石云获L月 ‘, ‘一了 。p ‘’“ ‘ , ) }
对于定常裂纹传播

,

选取 一个与裂纹顶端一道以沿 二轴的速度
c
运动的坐标系矛= t,

又
,

反
,

则可证明下面的

定理6
.

积分

汽一脚
:

。
一 Y

,
一

{
,

(牙
·

+ Q + 一。 一 X
‘

·

断

卜、

~ 日u ‘

1 ‘
勺

石牙
口 a打

‘ 、
, _

“ l

一 , 石一 均 一二三 拟 S 十 l
一

币尸

1 0 0 苏 , J
_

1 。

V

: 、 dH
‘

山J月 J一百厉
- d V

一Vd
U一一劣少一。

c 名户“‘ (4
.

1 1)

F

y
! 。
一 y一{

,

(附
·

+ 口
。
+

了, au气 0
一 l j ‘~ - 二二二 一

一卜
石
二 - p ‘

、 d 劣 1 0

。

日Zu ‘ “
C “

p 爪系万云 一A ‘

口人 一

·

u
: )

d、

鲁卜
一

卜
,

静p

+

!介
一

“‘

武会‘ (4
.

1 2 )

是路径无关的
,

这里

日H
‘

一 ‘一西索
.

(4
.

1 3 )

汇丈一a日一

一一户

五
、

Y 积分与动力裂纹扩展力

考虑一个缺口试件
,

如图 3 所示
.

当缺口宽度趋于零时
,

便得到一个裂纹体
.

假设在边

界S , 上面力兀给定
,

在边界S
,

C S (区域边界) 上 e 给定
.

设裂纹扩展一个距离△
a .

考虑在

这 一扩展中的能量关系
.

边界面力作的功为

△A , 一
}

T
‘
△。

‘
d s

J占 了

这里 △晰 是裂纹扩展中的位移增量
.

体力作的功由两部分组成
:

阴影区△厂在裂纹扩展中所释放的功
:



论非线性连续介质热
一

力摆合系统中的动力裂纹传播 3 23

△A , ,

一 { (x
‘
一。a ‘

, 。 ; d l/

J△ 7

b) 在区域 犷一 △犷中的功
,

它等于

△“ ·2
一

(
。 _ △ ,

(X
l

一、一 )△一“犷

流入体内的可用热流为
,

T
。
△H

, v ‘
d s

S :

"

一
几

△A B = 一

内力作的功也由两部分组成
:

a) 在区域△F上的功
,

它等于裂纹扩展中释

放的弹性应变能
图 3 裂纹扩展力

△、
,

一 } ({
。 , , 、e : ,

)
、。

b) 在区域 犷一 △厂上的功
:

△A
:
= } a , , △e ‘j d 厂

V 一 八 V

物体吸收转化为有用功的热包含有两部分
:

〔 口
- 一 弓 二石 一凸2 1 “

a 厂
(犷 1 。

r‘..‘‘万J犷口了,、△

V一△夕

月A△△a )

b) 争从
, ,

)
“厂

内耗散能为
:

△A 弃
“
‘

亦
△执“犷

因此
,

裂纹在热
一

力祸合系统中的动力裂纹扩 展力为下式所决定
:

赓△a = △月
,
+ △A

, :
十 △月

。 2
+ △A H

一 (△A
l
+ △A

Z
+ △A

。
+ △A

4
+ △月户

所以
,

‘习 ,
·

扩

擎
-

、s + } (x
‘
一 户。)

一

粤
一

二 一 {
。 。,

擎扩J s 口口 J犷 o “ J F 口 u

一

{
、 ,

-

+ 1in i

0 口H
‘ , 。 〔 1

。

卉

吓
叭

一

丽
“ “ 一 }

。 一

兀
一

“ ’月 攀主d 厂+
O U

日H 0 口H 一‘ , , ,

币一 一二二‘口y
1 o d 口

八a 峙 0 命{
‘ ;

(卜
, d ·‘J)d 犷一 lim (X

‘
一 p a ‘ )u

: d 犷

一

恕击
一

(
△;

(以 d汀
‘, ,

A a 诗 O

)“厂

剑
‘,

一

}
二 (附

·
+ Q

·
+ 石

两
!

·

“套)d 夕
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从 (4
.

9)
,

可得到缺口 试件的

(沙
。

十 叼
。
+ p a ‘一尤

,

心)d 夕 (5
.

、j

厂
一一

�Y

所以
,

我们有

犷
。
= 口

命缺 口 宽度趋于零
.

得

G 二 Y 。

( 5 :‘、

这样
,

我们就证明了积分 犷
:

就是动力裂纹扩展力
,

因而有可能利用这甩的 犷积分米构

作非线性介质热
一

力祸合系统中裂纹动力传播时的断裂准则
.

值得注意是
,

这里的研究首次给出了祸合的热
一

力系统中动力裂纹扩展力的显式
。
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