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摘 要

本文讨论了在带圆孔的无限平面中焊接一个不同材料的带裂纹的近似圆板的问题
.

该 问 题化

为求解解析函数边值问题然后又转化为求解沿裂纹的奇异积分方程
.

后者的数字解法也已给出
.

文

末并对 I型
、

I型情况得出了应力强度因子的公式以及数字结果
.

一
、

引 言

关于具有裂纹的拼接半平面问题已有很多工作
,

例如「l一 3 〕
.

在 〔4〕中
,

我们提出了一

种新的解法
,

这方法在很一般的条件下有效而且较简单
,

裂纹的数 目和形状都可 以 是 任 意

的
,

并且这些裂纹不必全部位于同一材料中
.

当接触面不是一条直线时此方法仍然有效
.

在本文中
,

我们将说明即使沿两种材料的接触面存在位移差
,

此法仍可应用
.

为简单起

见
,

我们将通过考虑以下问题来详细说明这种方法
:

一个挖去一个圆洞的无限平面和一个近

乎圆形的另一种材料的板相焊接
,

板内中心处有一裂纹
.

不带裂纹的类似问题在 〔5 」中作为

一般焊接问题的一个特殊情形被讨论过
.

我们将假设裂纹是一条直线段
,

其中点位于板的中

心
.

所使用的方法对于相当一般的情形
,

即使裂纹位于无限平面内而不 是 板 内
,

仍是有效

的
.

我们先将问题化为一个沿裂纹和接触面的奇异积分方程
,

再进一步化为只沿 裂 纹 的 方

程
,

然后描述其数值解法
.

对于第 I型 (均匀压力 ) 和第 亚型
一

(均匀剪力) 的情况
,

应力强

度因子的公式都已导出
。

在文章末尾
,

我们还给出了一些数值结果
。

二
、

问 题 的 提 法

一个近乎圆形的板S
+

与挖去单位圆的无限平面S
一

相焊接
,

板内有一长为 2a( O< a < 1)
、

中点位于原点的直裂纹 (见图)
.

假设材料是各向同性的
,

S
+

和 S
一

的弹性常数分别为 扩
,

川

和 、 一 , 拼一 用, 表示圆 }tl = 1
,

以 L 表示裂纹 一 a《戈 ( 。 。

为简单起见
,

假定施于 乙的上下

缘的外力的线密度是对称的
,

记为X 孟(劝 + i y 孟(幻 二 士〔X
。

(劝 + iy
.

(幻」
。

令

厂(二)一 ‘

{i
。

: X
·

(‘) + ‘Y
·

(‘)〕d‘
(2

.

1)

, 周焕文推荐
.
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记 , 上 t处的位移差函数为 g (t )
.

我 们 假 设 f
尹

(x) 和 了 (f )

〔H (H 6 1d e r
条件)

.

我们还假设在无穷远处无外力和 旋转
.

我们的问题是要通过 K ol os ov 函数 甲(习 和 叻(z) 求出平衡

应力场
, 甲(习 和 功(z) 是 S

士

中的分区全纯函数
,

满足下列

边界条件 (x 〔L
, t 〔约 :

甲+

(二) + x 甲+ ,

(x ) + 劝
+

(劣)一f (x ) + C (2
.

2 )

切一

(二) + 二 切一 ,

(二) + 势
一

(% )二f (x ) + C (2
.

3 )

扩 (t) +t 场
下
不)+ 动灭乃= 甲一

(t) +t 场
二

下) + 切灭习

(2
.

4 )
a + 甲+

(t)一刀
+

〔r切
+ ‘

(t) + 杯灭乃〕= a 一切一

(t)一刀
一

〔r历万石) + 功灭丁)〕+ 2夕(r) (2
.

5 )

其中
a 土

= 、 士

/拼
土 ,

刀
士
= 1/ 拼

士

(2
.

6 )

C是一个待定的 (复 ) 常数
.

(2
.

2 ) 和 (2
.

3 ) 分别对应裂纹上下缘的外荷载
,

(2
.

4 )表示应力

沿 夕连续
,

而 (2
.

5) 显示沿 , 的位移差
。

此外
,

根据在无穷远处的假设
,

应有 卯(co ) = 州 OO )

= 0
。

整个平面上的应力分布由
a 二

+ a , = 4 R e巾 (
z )

a , 一J 二
+ 2 1二二 , = 2 [乞巾

,

(: ) + 少 (: ) ]

给出
,

这里 少 (习 = 材 (习
,

岁 (z) = 犷(劝 (参见【6〕)
.

当 二
从两侧趋于

关的函数理解为对应的极限值
.

(2
.

7 )

x 〔L 或 t 〔下时
,

有

三
、

化成奇异积分方程

为了解边值I’ed 题 (2
.

2 )~ (2
.

5 )
,

如 [ 4 ] 那样我们设

* 、 一

命J
: + , 一

磐
‘

“

‘间
剥

: 十 , 一

亚鲁

(3
.

1)

(二 〔L + 约

(亡) 二 ,

一- -

一
幼 5 (3

.

2 )

其中 。(0 是 L + 下 上的未知函数
,

。产

(约 〔H 气

将 (3
.

1)和 (3
.

2 )代入 (2
.

2) 或 (2
.

3 )
,

由著名的 P le m e lj 公式 (参见 〔7 」)
,

我们得同一

方程

I f 。 (亡) J 二 .

l r
~ 一一- 二 ~ ! 一 万一一 一甲一 “ 5 门~ 气万

一万一 .

汀】 J 乙 + 护 S 一X 么兀多 J 护

l 、 J , T 一劣

口 t T 少“ 1 0 9 一

—
一 T - X

一二共
一

丁石下) 、
乙汀万 J y

r 一戈

T - 劣

== f (x ) + C (劣 〔L )

将 (3
.

1)
,

(3
.

2 ) 代入 (2
.

4)
,

可知它恒能满足
.

由 (2
.

5)
,

则得另一方程

(3
.

3 )

(a
+
+ a 一

+ 刀

二
.

。 一 、 , , 、 .

“ +
一a

一刀
于
十刀

一

「
一

十尸 ) 。气‘少 宁

一
I

J
“ J 石 + y

。(亡)

亡一 t
d C

+

共笋仃{
。。‘X , d ,。 g X 一 t

劣一考

‘

,

{{
。

雨
“
灌乌

一
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+

J
,

一

竺

誓工“
一‘

J
,

而 “}
一 4g (t) “〔。

(3
.

4 )

(3
.

3 )和 (3
.

4) 一起是 L + , 上的一个正则型奇异积分方程
.

我们将寻求它在
二= 士。 附近

有界的解
,

按照〔7 3 的术语
,

就是在 h
:

类中求解
.

容易看出
,

这样的解实际上在两端为零
:

。 (士a) 二 0
.

如同仁4 〕中那样
,

我们可以证明
,

满足这些条件及 。 /

(必 〔H 铸 的解。 (约存在且

唯一
.

我们将进一步把 (3
.

3) 和 (3
.

4) 化为只沿 L 的方程
.

引入下面的记号
:

, ;

闭 一

令{{
。 一

器终、 (3
.

5 )

I
:

(的 =
1一砂

九 ! ! (3
.

6 )

由于当 t 〔, 时 于= 1 /朽

I
:

(t)

我们有

t一 t

厂鱼单
J 一 口 X ee

‘ 一瑞
一

几雨
d

书;
一

(t 〔。 ‘3
·

‘,

因此 (2
.

4) 可写为

, 。(, ) +

令{
, ~

碧
一d

一
(
a

一
, ‘

!

“,

+ (刀
+
一刀

一

)〔I : (矛) + I
:

(t) + K t一D J+ 4夕(t) (3
.

8 )

其中

月= a +
+ a 一

+ 刀
+
+ 刀

一 ,

B = a +
一 a

一刀
斗
+ 口

-

“ 一

令{
,

雨
击

,

“一

令
一

{
, 一

吟流

(3
.

9 )

(3
.

10 )

暂时将 I
:

(f ) 和 I
,

(O 看作已知函数
,

(3
.

8) 的唯一解为

。(t) =
A

A
Z
一B

Z
谧一 (a

+
一 a 一

) I
‘

(‘) + (口
+

一口
一

)fl
、

(子) + I
,

(才)

+ K t一D 〕+ 4 9 (t) }一
B

A
l
一B

Z

一

告{
d 了

T 一 t
{一 (a

+
一 a 一

) I
、

(r )

+ (刀
+
一刀

一

)「I
,

(f) + I
:

(: ) + K r 一D 」+ 4夕(二) ; (: 〔护) 夭3
.

1 1 )

但对于 t 〔下
,

容易验证

1 f
a 了‘ 一’ ‘L‘) ,

万汀J经
击二 I

,

(矛)

.

粤
,

d一‘
:

“,

因此 (3
.

11) 成为
口 (t) = 一 a 劳I

,

(t) + 刀苦 fl
,

(矛) + I
,

(t ) + K 矛一D 〕

4
十

~

一石 , 一 一石互

汽
一

- 刀
一

一

〔A g (r)一召G
:

(t) j (t 〔y ) (3
.

1 2)

其中巳令

。:
_

幼 一

青J
,

嗯号dr (二 〔护或 〔力 (3
.

1 3 )
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钾一

一一一
一

一
一~
一一

~ - ~ ~ 自~ ~ ,

一
,

a 件
a +
一a -

= 面万两不巧

。 , _ 吞
‘
一月

-

,
尸

一

~ 下万二百
一

下不酥石
乙 、“

.

, , } J 声

(3
.

1 4 )

现将 (3
.

3) 写为

车f
兀咨 J

口(豹d舀

雪一 劣

十

弄f
乙汀不 J

口(习d :

r — 劣

1 f
十 叹一一瓜

乙汀名 J y

曰(吟d 于

T - 劣

+
一

命!
, ⋯

~

共蚤
“叔万一‘冈 十 c

但是由于

1一汀
�2大{

2 万忿 J

。 ( r ) d 于

一 义 {
口 ( : ) d :

: (x : 一 1 )

二仁
一

l
艺汀不 夕

二。 (丁) d 丫

芜了一 1

一 1一D

2

我们可进一步将其写成下列形式

(约以
右一大

十

拱 {
艺兀君 J 乍

。 (r )击
了
一 父

十 二

牡 ! 三望业l兰立
艺兀 忍 J 下 义 T

一 1

田一
r..,Jl

一
.

"

+ 华下( 二二生
2 汀盆 J y T 一装

d 口 (劣) 二 j (
% ) + C

, (3
,

15

这里 c ,

一。+

粤
D 也是一个待定常数

.

为了消去此方程中沿 夕的积分
,

我们注意到

了
.

fT 、
一

-二二- 众
~ a T ; 二二

丁 - Z

1
,

(于、
,

~
一

二- 竺一 竺 一 a r 二二二

丫 - 之

1
:
( : )

丁 - 之

{之
,

,

、二 ,
、

{;:
“/ “”

当二 〔S
+

当之 〔S
-

当
: 〔S

+

当: 〔S -

当z 〔S
十

当
: 〔S

-

2
‘了、了JnU

百
廿

、.t

一一rd

1一梦
_ 。

x 占一 l
d面百

1
一泪T 一义

T — 戈

1 f
= IJ

,
声

, 二一
、

二 l
艺汀舍 J

T 一 劣 , 7 - 下二又

—
a l 、

Lr 尹二
了
一义

2 + (言
之

+ x 艺

) ( x 省一 2 )

一 味姿二万
厄

一
一d 。 (豹

口

a�
�

!卫
.

川
一一

T - X

T se 戈

d l
飞

(动

d l抓灼

f.‘.J产

ee
J月

!
d d

l
‘
r..J

确.二一刀11一们,上一刀
j.二一刀弓.二一们

一Q‘一O‘一O自eeZ一2

并且如果我们令

。
:

(x ) 一尝
一

{
兀 ‘ J y

T 一 X

T 一义

“

而一奈{
,

了一 T

T 一 X

d歹两 (x 〔L) ( 3
.

2。)

则对于 二 6 L 有

一牡f
2 汀3 J

G
,

(动 d :

T 一 戈

l 。
, 、

I f
= 丫万 甘 、气劣 ) , , 灭二丁 飞

乙 ‘几 ‘ J 7

劣 G
,

(价d T

X 丁一 1 古
‘

玉

(二)

命J厂李三于
d

丽
一

告
‘

2

闭

所有这些等式都易于验证
.

我们仅证 明例如最后一式
.

由(3
.

1 3)
,

我们有
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八J一八知

命J
T 一戈

T - 戈

“‘向 一青
一

户顽命{
,

(: 一 x

一

命 {
一

命}

而可
一

封
t (二一 x )d T

(] 一 T劣 ) (: 一t)

t (t一 , )

1一 t戈

d

雨
一

告
一

G
Z

(二,

利用这些等式
,

由 (3
.

1 2 )
,

我们得

命
一

上
~

碧专
、一叹

‘
1

(1)
十I:(

· , + “一”

]+ 声牟斗
、..产王

�

戈口了.、

‘
。 ( r )

J 二 ;
了 1 、

.

1

宁一r
“ 了一“

一‘ ’

气玉) 十 。‘
千刀干

T
- ~

一

戈

r —戈

丁—X 确
一

科言{{
。

1一护
劣省一 1

d 。 (雪)

了...J了.、.J1一万1一汀
一,曰一2

1 r
a

十 甲了 吸
兀不 J 一 。

2 + (言
2 + % 2

) (二省一 2 )
(二占一 1 )

2
d 。 (约 + K x l

+ G
:

(戈 )
a + + 刀

-

于是
,

由 ( 3
.

5) 和 ( 3
.

6 )
,

方程 ( 3
.

1 5 ) 成为

令 {{
。
些

罗井
+

+ “
’

l带
一

{{
。

a 关 + 刀
斧

{
戈口 (豹 d占
二占一 1

2 一 (劣
2
+ 占

z

)
戈睿一 1

d 。 (省)

1 f
十一 几 l

兀弓 J

= f (, ) 一
-

2 + (占
2
+ % 2

) (%占一 2 )

(劣占一 1)
2

d 。‘“, + ZR ·K x

〕
歹幸不

fG
·

‘二, + G
Z

‘X ,卜袱
。干 G

:

(: )
+ C ’

〔“
·

, 7 ,

其中 C
“

, C
‘
+ 刀务D 是另一个待定常数

.

这样
,

我们的问题就归结为在 h
Z

类中求解 ( 3
.

1 7) ; 适当选择常数 C
“

后
,

此方程有唯一

解
。

四
、

消 去 待 定 常 数

因为我们仅对应力分布感兴趣
,

可以在 ( 3
.

1 7) 中令 口 (x) = 。
产

(劝 以 避免确定 C
“ ,

而
。 (幻在 二 = 士。

处则具有可积奇异性
,

在 (3
.

17 )
’

中对
二 求导

,

我们得

宾 }
“

兀石 J ~ o

十刀苦

口 (豹d占 扩 + 尸
关

占一戈 !
言口 (约 d言
戈占一 1

(占一劣) (扩十 x 占一 2 )

(x 占一 1 )
t

口 (约d舀一
.

!

1一
汀

十一气{
“

兀不 J 一 a

( x 一首) 〔占恤 + 省) (x 占一 3 ) + 4 」

(x 省一 l)
’

口 (右)d 睿+ ZR e K
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一了
,

(二 ) + 去丰示
~

{。 : (二) + ‘孟(x ) }

仗 州r P

一奥G l、
X ,

(4
.

1)

这是因为由

I 口 (占) d君二 。 (a )一。 (一 a ) = 0 (4
.

2 )

可知

告仁犷‘ . J 一 口

。(豹d占

(劣省一 1 )

,

~ 一1一 fa
一

卫丝巨全 ~ 一上
.

f
名
一 汀i J

一 a x (劣省一 1 ) 二i J

言口 (约 d雪
劣省一 1

令

口 (x ) = 口
,

(x ) + i习
:

(劣 )

由 (2
.

1)
,

有

j
‘

(x )二 一 V
。

(x ) + iX
,

(戈)

分离 (4
.

1) 式的实部和虚部
,

我们得

封
“

口
l

(x ) d x a 铸 + 刀
劳

一 a
X 一 戈。 汀 {

戈口
:

(x )d 劣

x 。义一 1

十卫翌
·

兀

(劣一 x o

) (戈
么
一 l)

(与戈一 1)
“

口
,

(x ) d 劣

二一万
。

(x
。

) + 一典一
一

1m 、佘
a

了

十口
-

(劣
。

) + 口二(二
。

)}

、性口产l一x0
咨

了..、1

a 一
+ 口

+

一
-

车lm G
(4

.

忍)

口
:

(x ) d x

_ o
劣一 X 。

a 开 + 刀
芳

{
‘口

:

(习兰兰
x o叉一 1

r

lz�汀

f l r “

一 2刀釜 嘴止 : l
t 兀 J 一 a

(二一 x 。

) 「一上
-

二

L X oX 一 1

戈 z
一 1

瓦牙二订
『

戈 z
一 1

(劣
。戈一 l)

“

“
·

(二 )“一 R ·K
}一

Y
·

(二
。

)

一、粉
Re “‘(x0 , 十‘“俩 , ‘+

助

苏粉
1 。 ~

.
一 - - 气; 叫 一 1又e l石1

;
(众)

“
·

‘,

而 ( 4
.

2 )成为

{:
。
。

,

(x 。: 二一。

{{
。

“
。
、X )。* 一 。

( 4
.

5 )

( 4
.

6 )

我们还须用 口 (二) 表示 R e K ,

K 是由 (3
.

10 ) 定义的
,

由 (3
.

12 )
,

我们有
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K
一子I

,

丽 dt+ 叹刹
,

丽
dt

1 「二 , 二下
, .

_

开 1
.

十
‘

一

五了
一

J
, 丈 , tz) 。‘十 “八 J一矛

2 「一, 只 卜
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[ 7」 M u s女h e li s h v ili
,

N l
, ,

S ‘。夕。 Ia r I n te g r a l E g u a t‘o n s ,

G r o n in g e n ,

P
.

N o o r dh o ff L td
. ,



6叻 路 见 可

(19 53 )
.

[ 8 J T h e o e a r is
,

P
.

5
.

a n d N
.

1
.

Io a k im id is
,

N u m e r ie a l I n te g r a tio n m e th o d s fo r th e so lu t主o n

o f s in g u la r in te g r a l e q u a tio n s ,

Q u a r t
.

0 1 A PPI
.

M a th
. ,

35 (一牙7 7 )
,

173 一18 3
.

[ 9〕 L u Chie n 一 k e (路见可)
,

A e la s s o f q u a d r a t u r e fo r m u la s o f Ch e bv s h e v ty p e fo r s in g tt la r

i二te g r a ls
,

(to b e p u b lish e d in J
.

oj M a th
.

A ”a l
.

a n d A P户1
.

)
.

C irc u la r
W e ldin g Pro ble m s w ith a C ra c k

L u Jia n 一
k e

(砰 u h a ” U n ‘u e r : ‘t夕
,

才“ha n )

Abs t ra c t

In th is p a p e r
,

th e p r o b le m o f a n in fin ite p la n e w ith a e ir e u la r ho le w e ld e (l b y a

n e a r
‘

ly e ir e u la r p la te w ith a e ra e k o f d iffe r e n t m a te r ia l 15 e o n sid e r e d
.

T h e p r o b le n i 15

tr a n s fo r m e d to so lv e e e r t a in b o u n d a r y v a lu e p r o b le m o f a n a ly t ie fu n e tio n s a n d t he n

r e d u e e d to so lv e a s in g u la r in t e g r a l e q u a t io n a lo n g the e ra e k
.

T he fo r m u la s a n d s o m e

n u m e r ie a l r e s u lts o f th e fa e to r s o f s t r e s s in te n s ity fo r th e e a s e s Mo d e
1

a n d M o de l
a r e o b ta in e d a t th e e n d o f th e Pa p e r

,


