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摘 要

木文利用 H
.

环
.

Myc xe 几。。、二二 的复函数方法
,

研究了平面偏心圆环多值位移 问 题
,

得

到了以双极坐标表示的应力函数的一般表达式
.

文中对表达式的应用作了说明
.

一
、

引 言

C
.

刀
.

Je ff er y川 直 接从双调和方程出发
,

经过复杂的推导
,

给出了偏心完整圆环的应

力函数一般表达式
,

但对多值位移未作分析
,

因而此结果对于研究带缺口偏心圆环 (实际中

的偏心圆环夹具) 的多值位移问题
,

尚有一定的困难
.

本文采用与 G
.

B
.

Jef fer y 完全不同

的方法
,

通过保角映射
,

对偏心圆环的多值位移问题作了系统讨论
,

获得了以双极坐标表示

的应力函数的一般解
,

其中多值位移部分已被分离出来
,

它们由一定的待定系数表示
,

因而

使用方便
。

二
、

偏心圆环应力函数的一般表达式

图 1 为带有一缺口 的偏心平面圆环
,

其中
r ;

为内圆周 厂
:

e
为圆心 O

,

和 O
:

间的偏心距
, a

为偏心圆族共扼点 K (K
‘

与 K 对称)的纵坐标
,

d
;

为 O
:

圆心的纵坐标
, ￡
为偏心圆环

缺 口的开口 角
, 。。

为内圆缺口对圆 心 O
,

的张 角
.

本节的目

的是要找出偏心圆环在多值位移下的应力函数的 一 般 表 达

式
.

根据文献〔Z J
,

上述问题的应力函数U (二
,

功可用以下公

式表示
:

U (*
,

夕)= R e [乞切(二) + p (z )」 (2
.

2)

式中
z = x 十勿 为环域口中任一点的复坐标

, 中(习
,

功(z) 为

定义在口中的二个复应力函数
,

由于考虑多值位移
,

因而具

有以下形式
:

切(二) = A 二 l。 (二一 。公、+ B In (二一 a‘) + 中带 (二) (2
.

2 )

势(之) = C 二 In (: 一 a ￡) + D I。 (z 一 a i) + p 关 (二)

的半径
, r :

为外圆周 厂
:

的 半径
,

(2
.

3)



的 2 汤 任

式中 切劳(z)
,

势补 (z) 为在偏心圆环域口中的全纯函数
,

为了简化上述函数
,

作以下保角映射

继 庆

A为实常数
,

B
,

C
,

D 为复常数
.

, 二 、 ,

立+ 1
之= 口 一气S少=

不“一厂一丁
5 一

1

(2
.

4 )

此映射函数
,

使
二 平面上的偏心环域口变为亡平面上的同心环域

,

于是原复应力函数成为
:

甲(z ) = 卯〔。
,

(亡)〕= 甲
j

(雪) = 月。
:

(雪) In 亡+ B In 雪+ 甲贯(约 (2
.

5 )

势(z ) = 叻〔。 : (亡)」= 沪,
(乙) = C 。

,

(亡) In 亡+ D In 亡+ 矽竺(雪) (2
.

6 )

式 中‘ (幻
,

时 (幻 为定义在 雪复平面上同心环域中的全纯函数
,

因而可用 L au
r比 t 级数表

示为
:

甲护(约” 乙 如护

讨 (约 = 乙 b
,

护

(2
。

7 )

(2
.

8 )

再作保角映射
:

亡= e , = e 口 + ‘声 (2
.

9 )

则 (2
.

4) 变为
:

之 = 。1

〔e , 」= ia e th
a + 谓

2

其中a ,

刀为刀复平面上任一点的纵横坐标
,

亦即二平面
_

L的二个曲线坐标
,

这是G
.

B
.

在文献 〔1」中用的双极坐标
,

它们与 二 平面上的直角坐标存在以下关系
:

(2
.

10 )

Je ffe r y

a s in 刀
c ha 一 。h刀

’

a sh a

夕 = 丽
a 一ch 刀 (2

.

1 1)

利用以上关系
,

可获得二族曲线坐标线
,

若令 a == 。
on st

,

则得以 K (ia) 和 K
产

(一 ia) 为共辘

点的第一族曲线坐标线
,

令刀= co ns t ,

则得同时通过 K 和 K
/

点的第二族曲线坐标线
,

它们都

是一些圆
,

偏心圆环的内外周界r
,

和 厂
2

与第一族 a 线重合
,

因此这里记 厂
,

和厂
2

的曲线坐

标为 a ~ a :

和 a = a Z ,

偏心圆环缺 口的左右二个剖面
,

可近似地看作与第二 族 刀线重合
,

因

此分别记它们的曲线坐标为 刀= 一 二 和 刀二 二
,

以上说明见图 1
.

(2
.

9) 的 映射
,

使原来的复应力函数进一步变为
:

。 (z , 一 ,
1
Le

”

〕一 , 2

(。)一 ‘A an c , h
晋

+ B。+

, ‘二 , 一‘
】i e ”

〕一 ,
2

‘。, 一‘C a o e , h
晋

+ D , +

乙 (A 言sh n 。+ B 食c h 。”)

乙 (C言s h n 粉+ D 言。li n 叮)

式中复常数 A 言~ D 贾由 L au re n t 级数的系数求得
:

A套= a 。 + a _ 。 ,

B 盆二 a

一
a _ ,

C 兮= b
”
+ b

_ 。 ,
D 岔== b

。
一 b

_ ,

将 (2
.

12 )
、

傀
.

1 3 )代入实应力函数 (2
.

1)
,

并令 冲= a 十谓
,

则经过很长的运算整理
,

得以双极坐标 a ,

刀表示的偏心圆环在多值位移下的应力函数的一般表达式为
:

(2
.

1 2 )

(2
。

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

最后求

U (“
,

户 一

分乙 [ T
。

(a )。0 5 。刀+ K
。

(a )sin 。
刀j+ 刀(E

c o s 刀+ F sin 刀
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+ ‘ ·h a + H
Sh a , + a (“

‘

一刀+ F
‘5‘n “+ G

/ ·h a + H
/ sh a ,

{ (2
.

1 6)

式中

人= c h a 一 e o s
刀

T
。

(a ) = A
。 c h (n + 1 )a 」

一

B
。 C h (n 一 t)a + C

, Sh (, + 1 )a + D
, Sh (。一 1) a

K
,

(a )~ A 二e h (n + 1 )a + B 二。h (n 一 1 )a + C 二s h (n + 1 )a + D 二、l: 仁n 一 1 )a

月
。十 iC

B 育一 A 育
十 ,

D 努一 C 臀
+ ,

B
”
+ iD 篇==

一B 育十 A 君
_ ,

2 i

D 份一 C分
_ .

十
-

—
Z

(2
.

1 7 )

(2
.

18 )

(2
.

19 )

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1)

C
。
+ i刁二=

,
空算一A 育

十 ,

2 i

D 忿一D 竺
二 .

十

—
艺

。
, , n

,

一且曹十月
上少” 十 2力 升=

-
一

-

一一
二 丁

一
艺2

D 竺一D 份
_ ,

十

—
一

丁
~

二
-

一
艺

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

。
, .

。 一刀 + 矿A
乙

’

一 忿乙二
- - 一

-

- 一 一
a

‘
尸
一 iG 二

刀十少 A

a

尸
产
一 i尸 = B + C

H
‘
一 iH 二 i(C 一B )

(2
.

2理)

(2
.

2 5 )

由于常数A
,
B

,

C
,
D 均与多值位移有关

,

因而应力函数中的系数 E 一H 及 E
产

一H
产

代表了偏

心圆环 的多值位移部分
,

其它待定常数 月
。

~ D
。

及 A 二~ D 二均与多值位移无关
,

它们由问题

的边界条件决定
,

所以 (2
.

16 )是本文获得的一个一般解
,

它与 G
.

B
.

Jef fery 给出的结果不

同
,

偏心环的多值位移部分已被分离出来
.

三
、

算例一一
-

一般解的应用

作为上节结果的具体应用
,

这里讨论图 2 偏心圆环

夹具 (采矿工业中用的卡环 ) 的闭合问题
,

假定夹具内

部受均匀压力 力
1 .

此问题可简化为图 1带缺 口 的偏心圆

环的闭合问题
,

为了简单起见
,

简化后的偏心圆环其几

何尺寸和符号仍用图 1 表示
,

此外
,

厂
1

圆周受内压 P
,

作

用
,

厂
:

表面 自由
,

缺口左右剖面作用一对称水平闭合力

Q
,

其位置距劣轴为砂
.

由于闭合是对称的
,

因而应力函数取其级数的一 项

即可解决问题
:

hU (a
,

刀) = T
,

(a )
c o s
刀+ 夕(E

e o s
刀+ F sin 刀

+ G e h a + H
sh a ) + a (E

, e o s
刀+ F

, sin 刀

+ G
, eh a + H

, sh a ) (3
.

1)

式中含有 11 个待定常数
,

它们由偏心环缺口的闭合条件
,

厂
:

给定的外力边界条件决定
.

整体静力平衡条件以及圆周 r : 和
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闭合条件与多值位移有关
,

因此需要利用位移表达式
.

根据文献〔幻
,

域口 中任一点的位

移分量
u , 。 由以下公式决定

:

2拼(u + iv ) == 、甲(
二
)一二中,

(
z
)一劝

,

(二) (3
.

2 )

式中
又二 3 一4v 为平面应变

, : 二 (3一习 / (1 + v) 为平面应力
, ,
为泊松比

, 娜 为剪切弹性模量
.

利用以上关系
,

同时考虑偏心圆环的闭合位移及其域中引起的多值位移
,

使二者相等
,

即得闭合条件
,

它可决定应力函数(3
.

1) 中的某些常数
.

容易看出
,

偏心环对称闭合时的闭合

位移分量为
:

[ u + iv 〕闭 = r ; “。+ (d
,
一 r ,

一 g )“ (3
·

3 )

闭合后域中引起的多值位移分量为
:

[“+ 12, 〕: = 节 〔(” + ‘)A Z + ”B + C了 (3
.

4 )

式中
二二二 + 勿

,

因为讨论的是缺口处的多值位移
,

因而可近似取 x = O
。

令二者相等
,

得到常数

A =
拼召

二(, + 1)
(3

.

5 )

、B + 。== 一匹生里。生但‘厂
、卜丝 (3

.

6 )

偏心圆环的整体静力平衡条件
,

要求作用在r
,

上内压P
;

的主矢尸
二 十 i尸

,

及其对原点的主

矩M
。
为零

,

由文献【2〕
:

尸
二
+ i尸 , = 一红中(二) + 万初蔺 + 武习〕

二 ;
= 。 (3

.

钓

M
。
= R e[ 叻(习一 z 劝

‘

(z )一 二 ￡刃石)〕
二‘= o (3

.

8)

把复应力函数 (2
.

2 ), (2
.

3 )代入上式
,

得到以下两个关系式
:

B = C
,

Im D = 0 (3
.

9 )

于是由 (3
.

6 ) 得到
:

B = 一C =
召[ r : e。 + (d ; 一 r :

)。〕萦

二(, + 1)
(3

.

1 0 )

以上结果表明
,

常数 A
,

D 为实数
,

而 B
,

C 为纯虚数
,

从而由(2
.

2 4)
、

(2
.

2 5) 知道

E = F ~ G = H = 尸
产
= 0

H
产
= 一

2拌[ ; , 。。 + (d ;一 r : )。]
二 (、 + 1)

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

E
,
+ G

,
= Z a A (3

.

1 3 )

子是
,

应力函数 (3
.

1) 简化为
:

hU (a
,

刀)二 (A
; c h Z a + B

,
+ C

, sh Z a )e o s 刀+ G
,

(eh a 一 e o s
刀)a

+ H
, a sh a + ZA a a e o s

刀 (3
.

14 )

式中只留下四个实常数A
; ,

B
: ,
C

,

及 G
产

为未知
,

它们由最后一个条件
,

即 r
,

相 厂
2

上给定的

外力边界条件决定
,

在双极 曲线坐标系中
,

这些边界条件可写为
:

r , : J O

I
。

一
:
== 一夕: , : a , I

C

一
:

== o (3
.

1 5 )

厂
2 : 口

。

l
。

一
,
“ 0 , 二 。 , I

。

一
:
= o (3

.

16 )

式中 。。

和 T 。
, 为双极曲线坐标系 (a

,

功中的法向和切向应力分量
,

根据熟知的公式
,

双极 曲

线坐标系中的三个应力分量与应力函数 U (a
,

功间的关系为
:
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。

一耗(ch
。

一
。
备

一sh 。
一

篇一
in 刀
备

+ 。h 。

{
“U

a , 一

杏l
(·ha

一
, )

斋一
ha

备一
‘·,
命

+ 一,
」
”U

6 75

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8)

二。
,

一
工 (eh。一 。。 s刀)
U

a 2

菇言万人U (3
.

1 9 )

将此结果代入边界条件 (3
.

1 5 )
、

(3
.

1 6)
,

最后得到用于决定上述四个未定常数的线代数方程

组为
:

月
. sh Z a : + e

; c h Z a ,

一粤‘
,
= 一 注a

艺

刁
1 。h : 。 , + 召

,
+ e

, , h : 。 ,
一粤‘

, s hZ。
;
二一 2月a a , 一。p

:
+ 万

, s。
‘a l

一
‘ -

一
’

“ “
一

‘

2 - 一

.

。
, _

l 。
,

月‘sh Za , + ‘ , 5 11 “a ,
一言行

‘

= 一 月a

A
1 oh Za , + B

l
+ C

l sh 2 a 2
一

含
G

· sh 2a 2

一
2“。a Z + H

, sh: a :

解此组方程
,

最后得常数
:

A
,
= 一 a p

,

M
sh (a

: + a :

)一 Z a刀M
sh (a

,
+ a Z

) f(a 一
a :

)一 eh (a
,
+ a :

)
· sh (a

,
一 a :

)〕+ H
,

M
sh (a

;
+ a :

)(sh
Z a ; 一 sh

Za :

) (3
.

2 0)

B
:
= a P

:

M [ sh Z a , e h (a
,
一 a :

) + sh (a
,
一 a Z

)里一 a AM [ sh Z (a
,
一 a :

)sh(a
; + a : )

一 2 (a
:
一 a :

)
sh(a

l
一 a : )一Z e h (a

;
一 a :

)(a
: sh Z a :

一 a Zsh Za :

) ]

一 H
/

M
s h(a

,
一 a :

)(
sh

忍a ,
+ sli

Za Z

)一厅
,

M eh (a
,
一 a :

)
·

(sh
Z a lsh Za :

一 sh
Za Z shZ a ;

) (3
.

2 1、

C
,
= a P

,

M e h(a
,
+ a Z

) + Za月M
eh (a

,
+ a Z

)仁(a
,
一 a :

)一 eh (a
:
+ a :

)
·

sh(a
,
一 a :

)j一 H
,

M
e h(a

, + a :

)(sh
Za ,
一 sh Za :

) (3
.

2 2)

G
,
= Z a P

:

M
eh (a

:
一 a Z

)一 4 a AM [ sh(a
,
一 a :

)一 (a : 一 a : )e h(a
:
一 a :

)]

一 ZH
,

M
e h(a

:
一 a :

)(sh
Z a : 一 sh

Z a :

) (3
.

2 3)

式中

M =
Z sh(a

,
一 a Z

) (sh
名a ,

一 、h
“a :

)
(3

.

2 4 )

最后求得偏心圆环夹具闭合时域中的应力为
:

a a
。

= 刃
、

(e hZa 一 Z sh Za sha e o s
刀) + 刀

、
+ C

:

(sh Za 一 Ze ], Z a sh a

一G
, sha (e ha 一 c o s

刀)一 H
, sh

Za + Z a A (a 一 5 1;a e o s
刀)

a a , = A
;

〔e h Za + 4 eh Z a e o s
刀(

e h a 一 e o s
刀)一 2 5五a sh Za e o s

刀〕

+ B
,
+ ZC

tsh a 〔e o sZ刀(Z
eh

Za + 1) 一 eh a (r + Ze o s Z刀)」

+ G
, sha (

e ha 一 e o s
口) + 厅

,

〔s in
Z

刀+ (e ha 一 e o s
灼

名J

+ Z a A (a 一 sha e o s刀) j

a T 。

, == (e ha 一 e o s
刀)

sin刀(ZA
: s hZa 一ZC , e h Za 一 G

,
+ Za月)

e o s
口少

(3
。

2 5 )

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )
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四
、

夹具闭合力的计算

图 2 夹具对称闭合时
,

作用在夹具伸臂两侧的水平闭合力Q 应用以下公式决定
:

口一。f
“’

「
。 ,
卫丛生鱼一1 、a

J口 , L
‘

口a J 夕一 ,

它的作用位置 由下式决定
:

h井 =
摄
、

·

。

理
卫

瓷鱼

{加
,
一

噪
皿

-

一

」
,
二

]
, _ 。 (4

.

2 )

式中 d 为夹具厚度
,

其它被积函数为
:

a。 , {
_

= A
,

(Zs ha shZa 一 3 eh Z a 一 4e ha C hZa ) + 习
l岁 . 介

一 ZC
, sha (Z e h

Z a + 3 c ha + 1 ) + G
, sh a (c h a + r)

+ 万
,

(e h
Z a + Z e ha + 2 ) + Z a A (a + s ha ) (4

.

3)

夕(a
.

二) =
a sha

eh a + l

口夕(a
,
二)

口a 一 c ha + 卫 (4
.

4 )

把以上结果代入积分表达式
,

即可算出闭合力的大小及其作用位置
,

但由于篇幅
,

这里不再

具体计算
。

五
、

结 语

以上得到的带有多值位移的应力函数一般表达式
,

是在使用 Myc xe
JI o lll 。。二。 的对数型

多值复应力函数下求得的
,

因而这种应力函数对应的多值位移必具有线性的刚体位移形式
,

然而实际中的多值位移常常是非线性函数形式的
,

对于这种情形
,

可使用文 〔3」引进的位移

间断变化率函数 (即位错连续分布函数)
,

对上面得到的 一般表达式进行改造 使 用
,

可 以指

出
,

要获得带有非线性多值位移的应力函数也是不难的
。
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