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摘 要

木文对连续统力学的两个基本概念—
应变率和应力率一

一

进行了若千考虑
,

并提 出 一些结

果
.

首先对应变和应力概念作了一个扼要的系统回顾
.

第二节用绝对符号法给出一个 至 今尚属未

知的右伸长张量时间变化率的显表达式
.

尔后
,

本工作提议区分定义客观性应力 率 的 两 种途径
.

按照第二种途径分析了若干特例之后
,

作者提出一个称为广义 Jau m an n 导数的作 为客 观性应力

串
.

它包含了大部分现有的应力率定义
,

以及 H ill 的结果
.

应变和应力时间变化率在非弹性论中起重要作用
.

它们出现在复杂材料的本构方程和本

构不等式
.

一
、

应 变 度 量

应变和应力的定义有很多
,

甚至是无数的
〔’, “’.

Set ht ”的应变度量族

,
, 一 、

1
, 。 ,

二
、

l
,
。 。

‘
’ 一 ‘

’

=
一

厄石
一 、八

一
’

一
’) =

一

乏五
一 、,

’

一
’少 (1

.

1)

是相当系统和一般的
.

下列几个传统的应变张量仅是族 (1
.

1) 的特殊情形
:

i) G r e e n 应变
E ‘: ) == 要

一

(‘
,

一)
乙

(1
.

2 )

11) A lm a n si应变

狱) 名义 (或工程 ) 应变

iv ) 对数 (或真实) 应变

定义E
‘”、

时用到下述公式

,
, _ , 、

1
1

二
_ , 、

仁
、 一 “ = 丁

一

L. 一八
一

)
艺

(1
.

3)

E (l/: )二 A一 l

E (o ,
= In A

(1
.

4、

(1
.

5〕

1而
公 -少 0 二

一

(“一
, , 一‘。 ‘

(1
。

6二

这里
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“
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”
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A
:
= C % C

:
= F 芳F F : 二 x À 甘x (1

. 7 )

分别是右伸长张量
,

右 C au 。hy 一 G r ee n
应变张量和变形梯度

.

N ab la 算子
“
甘x

”

是对 位置 X

而定义的
.

X是物体点在参考构型占据的位置
.

一般物体点就称为物体点X
.

它 在 当前构型

占据位置
x .

星号
“ , ”

表示转置
.

A或C是基本的
.

知其一
,

任何应变度量 E ‘“ 即可用定义

( 1
.

1) 计算出
·

应变度量的物质导数已公认地被接受为这个应变的时间变化率的唯一定义
.

应用熟知的

变形梯度物质导数公式
‘“’

F == G F ( 1
. 8 )

容易计算 C 的时间变化率
:

亡=阵
二Z F, D F

(1
. 9 )

其中

G , = vÀ 甘: ( 1
. 10)

是速度梯度
, N ab la 算子

“
甲

: ”

是对物体点 X 当前位置
x
而定义的

,

而伸长率张量

, 1 ,
。

.

。二
、

. : = 二
~

LO 十 O “ )
艺

( 1
.

11)

则是速度梯度的对称部分
.

于是
,

对每个整数
n ,

计算E ‘” ,

的时间变化率是容易的
:

白
)

一李
一

分
。一忱

· -

一
l 安

c一 ; * 。。。一。

艺n 石二
.

n 墓芍
( 1

. 12 )

然而
,

对分数的
n ,

例女口
。一

查
, 1

凌
,

⋯
,

我。: 得先求出

人= 斌价百 〔1
.

13)

才能应用 (1
.

1) 的第一式
.

A 的无理性使这个问题变得复杂
.

H ill 用 他 的 主 轴 表示法给出

了人的表达式 ( [ 2 〕的 (1
. 44) ) ,

但在这种情形从主轴表示无法回到一般的表示
.

不 久 以前
,

〔4 〕给出了人的一般显表达式
.

下一节我们给出这个表达式
,

但和 〔4 J的 表 达式略有差异
.

【4 J也给出了左伸长张量和转动张量的一般显表达式
.

二
、

应 变 率

我们将需要

引理 设 S 和 A 分别是给定的对称正定和反对称张量
.

则张量方程

X S+ SX 二A

的唯一解X 是反对称张量
,

由下式给出
、 ‘

(2
。

1)

x 二
一书一矿 : ‘r Z

一 , )。一 (52
。+ ; 52) 1

1 皿 — 皿
(2

。 2)

其中 I , I ,

兀是 S 的主不变量
,

这个引理的证明读者可参阅乙4 J
。

现在让我们求变形梯度极分解

F = R 八

的转动张量 R 的物质导数
,

并依次得

(2
.

3)
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R =
一

际“ = 亡A
一 ‘十 F人

一 ’
~ G R 一 R人A

一 ‘

R , R A= R , G F一人

(2
.

4 )

(2
.

5 )

其中用到了公式 (l
.

5) 和左
’
= 一 A

一

叭A
一 ‘.

将 (2
.

5 )及其转置合并就得

(R 并R )A + A(R
关R ) = R 芳G F一F劳G 并R (2

.

6)

其中考虑到R峨的反对称性质
。

把上式的A
,

R 铸 G F一F补 G 苦 R 和 R织 看作是 (2
.

1) 的 S
,

A 和

X
,

则 (2
.

6 )就成为具有反对称未知量 R 劳R 的 (2
.

1) 型的张量方程
.

藉助于 (2
.

1) 的解(2
.

2 )
,

反对称张量 R 开R就能唯一地由(2
.

e) 确定
.

R 件 R =
1

I 亚一 l
一 [ ( 1

2
一 I )A一 (A

Z
A + AA

Z

) ] (2
.

7)

从 (2
.

5)
,

我们就得人的显表达式

人一 { R , 。R
一二了上丽一 : (1

2
一 ; )。一 (。

Z
A + 。。

2

) : 飞。
L l 且 一 皿 J

(2
.

8)

其中

A
:
二R 苦G F一 F补G 补R

而 1
,

I
,

l 则是 A 的主不变量
.

(2
.

9 )

三
、

应 力 度 量

最常用的应力度量可列举如下
:

i) Ca u e hy (或真实) 应力

11) K ir c lih o ff (或加权 ) 应力

111) 第一Pio la
一

K ir e hh o ff应力

iv ) 第二Pio la
一
K ir e hh o ff 应力

,
= 尹 叮

~ i
:
= T F 等

一 1 一 1

T (1’ :
= F T F井

(3
.

1)

(3
.

2 )

(3
.

3)

(3
.

4 )

其中尹> 0 是变换 Ja e o bi行列式
.

C a u e hy 应力 。 和 K ir e h ho ff应力
T
是 E u le r

型张量
,

S是

两点张量
,

而 T ‘l) 则是 Lag ra ng
e
型一点张量

.

只有 口 (和 下) 具有直接的物理意义
:
作用于

当前位置 x 截面的单位法向量 n , 仃给出每单位当前构型面积的接触力 (应力向量t)

t = 叮n (3
.

5 )

当在不变外载荷下物体点x 不变形地受到一个附加转动食
,

当前构型的单位法向量 n ,

应力向

量 t 和转动张量R变为八二佼n
,

t == 叙和良R
,

但参考构型的单位法向量N 和 A 不变
.

不难得到

上面引进的各应力在这附加转动下的新构型里的表达式
:

台二食叮食
, 千== 食T食

,
污二食s 个“

, 二下‘, , (3
.

6 )

只有第二 P iol a 一
K irc hhof f应力不受附加刚性运动的影响

.

根据 H ill 的术语
,

具群了这种性质

的应力张量称为客观性的
.

这样
, q , T 和 S 都不是客观性的应力度量

。

可以进一步定义更多的客观性应力度量
.

为此
,

H ill 〔2 ’
给 出 了一个系统的构造性方法

.

要点在于将分析力学中的广义坐标和广义力的概念推广至连续统力学
〔“, 6 ’;

将 Se th 族中的任

一应变度量E
‘” ,

看作为广义坐标
; 然后从 (单位参考构型体积的 ) 应力功率表达式

山 = T
‘” , :

亡
‘” ,

== T :
D = 尹 仃 :

D (3
.

7 )

唯一地求出 (经过对称化) 对应的应力度量
.

我们称 (T
‘” , ,

E
‘川 ) 是 (功) 共 扼 对

.

这样

求得的共扼应力度量丁
‘” ,

白然是客观性的
.
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从下式的最后一关系式

山 == T : o = : : G == T : (户户
,
) = (T户、)

:
广= s :

户 (3
.

。)

似乎是某些作者把 (s
,

F) 也看作为共辘对的理由
.

但这并不是确切意义下 的 共 扼
,

因变

形梯度 F 不是一个应变度量
,

故不能看作为广义坐标
。

下面我们通过几个例子示范如何找出共扼于一个给定应变度量的应力
。

将

亡
‘: , == 土亡== F . 。。 亩 。二诗亡

。: )

育
2 ~ ’

(3
.

9)

(是对 (1
.

2) 进行物质微商并应用 (1
.

的的结果 ) 代入 (3
.

7)
,

我们得

:
‘: ) : 亡(, ) 一 T :

(户冬亡
‘: ,

端== (君
T

诗) : 亡。, , (3
.

, 。)

上式对称张量亡
‘”的任意性给出共扼于 G re e n

应变E( 1) 的第二 Pi o la
一
K irc 五五of f应力张量的表

达式 (3
.

4)
。

另一方面
,

将

声
‘_ : 、

1 人 _ ,

1
,

苦口‘
.

公二支
、

苦 、 溉
匕

‘
’ 一 ‘

= 一 万勺
‘

= 一
-

二 L r r
‘ ’

十 r r 勺 = r U r 砰

么 艺
(3

.

1 1、

或

D = F它
‘一 , , F, (3

.

12 )

代入 (3
.

7)
,

又得

下
‘一 , , : 亡‘

一 , , 二 : :

(F亡
‘一 ‘,

F , )二 (F , T F) :
亡
‘一 , , (3

.

2 3 )

从而得一个共辘于 A lm an
si应变的新张量

T ‘一 , , 二 F补 TF (3
.

1 4 )

我们注意到
,

T ‘一 ”和所谓对流应力 (〔6 〕67 页) 只相差一个系数尹
。

由于亡(% )二人不能简单地由O表达
,

共扼于名义应变E( 们的应力 T( % )是通过略有区别的

途径导出的
。

利用 T ‘” 的对称性
,

我们有

* = : ‘: , :
亡“

,
= : ‘, , :

告(人。+ 。人) = : “
, :

(。人)一 (; :
‘, , ) :

人== , B :
‘(、) (3

.

, 5 )
2

、 一 ’

二
’ ‘ .

” 产 “ ’ .

”
了 、 ,

一
, . . - 一

‘
- 一

、 ,
. 占 甘 声

非对称
“一点

”

张量

T 刀 :
二 AT ‘1, (3

.

1 6 )

称为修正 Bi ot 应力
.

根据定义
,

T
刀

的对称化给出共扼于E( 川的Jau m an
n
应力T( 州

, 〔。)= 冬(; , “
,
+ T

‘, , ; ) (3
.

; 7、

2
、

”
一 ’ - . ’ 了 、 。 . 么 ‘ 少

用一般表示法求得其他的共辘应力是困难的
.

H jll 的方法是用主分量求任意共扼应力的

一般方法
.

憾兴趣的读者可在 〔2 」找到这种方法
.

和对数应变E ‘”,

= In A 共辘的应力 下‘
“’

不具有有限的形式
.

但我们仍可给 出 T
‘“, 和任意

T “间的一个渐近关系式
.

为此
,

我们将 (1
.

1) 展开为级数

尸
‘ . 、 , _ . 、

.

2 刀一 1
, _

E ‘” ,

= (A 一I) +
一户竺示三 (A 一 l)

2
+ ⋯ (3

.

2 5 )
2

、

”
产 ’

、。
‘ 击 。 J

这级数对所有接近于 1 的主值的A收敛
.

对于
n二 0 ,

上式变为

:
‘。户

二 (。一 ,)一泛
一

(。一 i)
‘
+ ⋯ (3

.

, 。)

2
、 ‘ . ’

、
二

‘ . 少
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将 (3
.

1 8 )写成
A一 ! = E (游 ) 一

2 拐一 1

2
(A 一I)

2
⋯ (3

.

2 0)

并用来逐次代替 (3
.

1 9 )中的 八一 l
,

得一收敛级数

E ‘
0 , = E

‘“ , 一 n E ‘” , “+ Q (E
‘” , “

)

在 (3
.

7) 应用这式
,

我们得

T ‘”, : 亡
‘”, = 下‘

“, :
亡

‘。, = T ‘。, :

[亡
‘” , 一 n (已

‘” , E
‘” ’ + E ‘” ,

亡
‘” ,

) + O (亡
‘, , “)〕

= [T
‘。, 一 n (T ‘, , E ‘”, + E

‘” , 下‘
。, ) + O (E

‘n , “)」:
亡
‘“ ,

从而有上面提及的T ‘。, 和T
‘川 的关系式

T
‘” , == T ‘o , 一 n

(T
‘0 , E ‘n ,

+ E ‘” ,
T ‘0 , ) + O (E ‘” , “)

(3
.

2 1)

(3
.

22 )

(3
.

2 3 )

四
、

客 观 性 应 力 率

关于应力率的情况大不同于应变率的情况
.

历史
.

上曾提出过众多的应力率定义
‘”

.

某些

显然是错误的
,

其他的则是在下述意义下等 价的
‘“ , 吕’.

它们相差的项可被纳入于本构方程
,

且在刚性运动中消失
.

H ill 称这种当在外载不变物体点进行刚性运动时消失为零的应力率为

客观性应力率
.

大体上
,

我们可以区分两种定义客观性应力率的途径
.

其一是直接将一种恰当定义的时间导数运算应用于 C a此hy 应力 。 或 K ir o h h of f应力 T
,

由于 叮 和 T 不是客观性应力度量
,

我们必需如此定义这种时间导数
.

它用某种方式抵销应力

本身的非客观性
.

按照这种精神
,

〔7 〕从这样一 个观察者的角度来定义应力率
,

他不仅和物

体点一起平移
,

而且进行相同的转动
.

这 样
,

我 们 就毫不 含糊 地 得 到 了
,

例 如 应 用于

K ir e hh o ff应力 T 的
,

Ja u m a n n 导数
:

粤
: = * + , w 一 w T

圳 否
(4

.

1)

其中速度梯度的反称部 分W 一含
一

(“一“·)称为物质旋熟 引入 w衅
随轴向量w 一

扮
:

w,

我们容易看到
,

当作用在任意物质线元 d x 时
,

W 的转动性质

W d x = w x d x (4
.

2 )

这里〔是置换张量 (三阶)
。

如果用三个正交单位向量 n尝代表伸长率张量O的主向
,

我们就得

W 的一个解释
:

它以角速度 }wl 绕轴w 转动正交基 { n了十
.

长期以来
,

W 一直被 认 为是物体点

角速度的当然代表者
.

那么就容易理解
,

Jau m an
n 导数的定义观察者以物质旋率W 而转动

,

并且唯一地导致常规定义 (4
.

1 )
.

在实践上
,

应用于 仃 或 T 的 Jau m an
n
导数是最常应用的应

力率了
.

自从 19 6 7 年
,

G r e e n 和 M e ln n is ‘, ’
在提出他们的广义低弹性论时用相对旋率 Q = R R 祷 代

替常规的 W 以后
,

情况变得含糊起来了
.

如果两组称为 L ag
r a n g e 和 E ul er 基的单位正交基

{N
。

}和 {n
。

}分别代表空间的和物质的应变主方向
,

则 Q 相对于一组和 {N
。

}一起转动而当前和

{n
。

}重合的单位正交基转动 {n
。

}
.

这样
,

G r e e n 和 M e ln n is 就引进了一 个 修 正 Ja u m a n n
导

数
,

例如当作用在 T 时
,

勿 ‘m ’T

勿 t
一分+ 下Q 一Q下 (4

.

3 )



邪2 郭 仲 衡

最近
,

D ien es (1 9 7 9 ,

[ 10〕) 主张物质的转动时间变化率应该 是 Q
.

他通过一个零级低弹性

材料直线剪切的例子声称
,

使 用 Q 可 得
“

准确
”

结果
,

而通常的 Jau m an
n 导数只在小应变

(0
.

4 以内) 才给出准确结果
.

修正 Ja u m an
n
导数可解释作为是从这样一个观 察 者 来 定义

的
,

他依附于物质点而以相对旋率 Q 转动
.

从 (2
.

4 )取 G 的反称部分
,

容易得到W 和Q的关系式

w == 。+ 李R (人八
一 ;
一八

一 ,
人)R

,

乙

可见
,

除了若干特殊情形
,

物质旋率W 一般不等于相对旋率 Q

的角速度
,

是一个尚待进一步探讨的问题
。

(4
.

4)

。

到底 那一个旋率更代表物质

用第二途径定义客观性应力率时
,

我们考虑到下述情况
:
每个共 辘 (自然 也 是客观性

的 ) 应力 T ‘川是一个 L ag ra n g e
张量

,

同时是非客观性 E ul er 型应力张 量 T 的 某 种 线 性变

换
。

第二种定义 T (或 的 的客观性应力率的途径是
:

(i) 将一个共扼应力T ‘川进行物质微

商
,

得到一 个 Lag ra ng
e
型的客观性应力率 T ‘川 ; (ii ) 用相同的变换法则 将 T( 川 反 变换回

E ul e r 基
,

得某种意义下的 T

程
。

二“‘
, 。 i‘ 。二 * 勿 (. ) T

口习辛争 入龙 1土伫艺夕J
孟
牛
、 一 一

.

石了
一
一

.

毖声‘
首先我们通过若干特例说明这个过

力应-1将定义第二 P io la
一
K 玉r e h h o ff

T (1 ) _

.

~ 1 ~ 1

下《t) 的 (3
.

4) 式进行物质微商
,

得

FT F . == F 行一 T G 补一G T )F带 (4
.

5 )

反变换又给出

勿 (1 ) T

勿t

:
~ FT “ , F苦 = 全+ T W 一W T 一 (T D + D T ) (4

.

6 )

类似地
,

对于应力 下
‘一 ”
我们依次得到

T ‘
一 ‘,

= F升 T F = F务 (分+ T G + G 铃 T )F (4
.

7 )

勿 (一 ” T

勿 t

一 1
.

一 l

:
= F关T ‘

一 ‘, F = 士+ T W 一W T + (T D + D T ) (4
.

8 )

对于作为 T ” 的对称部分
:

回
T (。) = 李(T B + : , , ) = 李

艺 艺
(AT “ , + T “’A) = 令 (R 芳T F铸 + F : R )

艺

的 Ja o m a n n
应力(3

.

17 )
,

情况略为复杂些
.

首先计算 丁” 的物质导数
一 1

T 刀 = R 釜(全一 下G 共一Q : )F份

反变换回 E ul er 基
,

我们有

R T B F苦 = 全一 T G 补一 g T

取(4
.

1 1) 的对称部分
,

最后得

(廷
.

10 )

(4
.

1 1 )

勿 (% )T

勿 t

:
一

音
(R t

’F’ + F卞”R ‘,

一‘+

合
, (W 十。) 一

告
一

(W + 。) , 一

告(T D + D T ) (4
.

12 )

容易验证
,

应力张量

T . : = R 补 T R (4
.

1 3 )
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是客观性的
,

但并不共扼于任何应变
,

因在
_

山二 T : D = (R 朴 T R )
:

(R 劳D R ) (4
.

1 4)

中的张量 R 关O R 不是任何应变度量的时间变化率
.

应 用 T
月

我们也可以定义一个 客观性应力

率

于
; = R弃奋R

~

= R , (全+ ; Q一 QT )R

勿
‘刀) T

勿 t

这正是 G r e e n 和 M e ln n is

总括这几种特殊情况

述广义Ja t
皿

a n n 导数
:

勿 ‘”少T

:
= R T R R 开 == 份+ T Q 一Q T

(4
.

1 5 )

(4
。

1 6 )

在 [ 9 」引进的修正 Ja u m a n n 导数
.

(4
.

6 , 8 ,

12
,

16 )
,

通过第二种定义途径
,

我们 作 为猜想建议下

勿 t

,
== 份+ 丫L一LT 一。(T D + D T ) (4

.

17 )

其中 L: 二环W + (1一川 Q (O簇“簇1)

拼= 拼(n )

。: = m (
n)

对于上述各特殊共扼应力
,

有

拼(n )二卜{ 。 (称) = ,

对于 T 左 ,

则 拼= m = 。
.

是否函数形式 (4
.

21 ) 也可用于其余共扼应力导出的应力率
,

个尚待进一步探讨的问题
.

当参考构型和当前构型重合时
,

我们有 E 洽 = 0 ,
E 洽 = 。

,

F
《。, = R (。, 二 !

,

(4
.

1 8 )

(4
.

1 9 )

(4
.

2 0)

(4
.

2 1)

又是一

九甜 = 勿
‘” , T

勿才

并且各应力值相等
,

特别地 截名{= T
.

下标

的物质导数准确地等于

(4
.

2 2 )

“

(0)
”

就是用来表示这种情况的
.

这时
,

(3
.

2 3 )

T洽 = T抬之一
n 仕D + D T )

上式在参考构型对每一共扼应力下
‘“ ’

有效
。

对这种情况
,

(4
.

6 )简化为

(4
.

2 3 )

砚} 勿
‘互, T 勿 下

勿 t 俞
一 (T”+ “‘) (4

.

2 4 )

把这式和
n = 1 时的 (4

.

2 3 )式比较
,

我们有

t“尔一

箭 (4
.

2 5 )

将 (4
.

2 5 )代回(4
.

2 3 )
,

我们最终得

, ; 一

箭一
‘·”+ ”· ,

(4
.

2 6 )

它当参考构型和当前构型重合时成立
.

H ill 首先给出了 (4
.

2 6) 式
,

它是 本 文 建 议 的 广义

Ja “m a n n 导数的一种蜕化情形
.
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