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摘 要

木文用建立向量方程方法解决前述四种空间机构动力学的一般性问题
.

由于变 换 不同运动副

的参考系
,

所以求解过程与位移矩阵完全无关
.

一
、

应 用 公 式

一旦确定所给机构的位形和速度旋量
,

给出机构各杆件的惯性张量
,

则此机构的动力学

问题就相对容易了
.

本文的问题是
:

对于所给的运动状态和给定的输出力旋量
,

求解输入的

力旋量和两连接杆节点的反力旋量
.

下面
,

我们仅讨论空间四杆机构
.

在原理上
,

运用相同的求解方法虽能求解五杆
、

六杆

和七杆机构
,

但杆件数 目越多
,

求 解 就 越 困
一苏

。
(月)

一晒
:
(月)

节
, (A Z

八 (A )

不
‘

(A )

难
.

尤其是七杆机构
,

目前仍是研究的课题
.

首先
,

用 临
. ,
一苏

‘) 表示第 ￡个运动副上

的反力旋量
,

这些反力旋量在运动副的假设的

共点上构成零力旋量
.

图 1中以B ‘表示的
“

共

点
”

为假设的点
,

各
“

共点
”

都视为两连接杆

的重合点
,

但不一定是两杆件 的 接 触 点
.

因

而
,

力旋量所作用的端点可看作为
“

共点
” .

然

后把所有的
“

共点
”

都汇交于共基点 A
,

对各

杆件应用动量平衡原理得

苏
1

(A )一苏
:

(姓)= 戎
:

(姓)

苏
:

(A )一苏
:

(A ) = 戎
:

(且)

访
3

(A )一苏
‘(A ) = 穿

3

(A )

苏
‘

(A ) 一苏
1

(姓) = o

式中或
,
表 示 第 ￡个刚体的动量旋量

.

在上述公式中
,

于矩阵方程式 ((l
.

3) 式中以 杯
‘

代苏小 由于在 L
.

H
.

5
.

(1
.

1 )

(1
.

2 )

(1
.

3)

(1
.

4 )

取杆 4 为 固 定杆
.

则方程组等价

3 x 3 矩阵中
,

其行列式为零
,

因
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(1
。

5 )

一衬
.

一拼
。

一拼f

l
.

..L

一一

、.........Jl艺3

�必
、

沙一
‘

必矛

.砚...L、.侣.‘

J

一 1 0

方程没有唯一的解
.

因而要求解 ( 1
.

1) ~ ( 1
.

4) 式
,

需要有附加的关系式
,

这些附加关系式就

是加在运动副上的力旋量的约束方程式
.

但约束方程是要随运动副的类 型 不 同 而改变
.

因
,

只是在特殊的情况下
,

才能求解出作用力
.

下面
,

我们将分别研究左
一

G
一

G
一

R
,

R
一

G
一

C 一

H
,

尸
一

G
一

C 和 万
一
R

一
G 一R机构

.

而P

二
、

R 一
G

一

G 一 R 机 构

图 2 所示为机构简图
.

图中 反

瞥片少黑
夕

3

是沿回转副轴线的单位向量
.

厅是沿输出回转副轴线的 单

位 向量
.

令 尹‘= 月B
‘

( 2
.

1)

及 苏
‘(姓)铃 〔反

‘,

厂
‘+ , ‘

八反
‘

] ( 2
.

2 )

式中 〔反
‘,

产
:
l是与 B 有关的力旋量

.

又 存‘(且)片〔艺
‘ ,

万
‘

」 ( 2
.

3)

式中第 i 个刚体的线动量 L
,

和转 动 动 量

A
‘

都与A有关
.

由方程组 ( 1
.

1 ) ~ (1
.

4 )得

(A ) 动态平衡方程

反
1
一友

2
一广

、

(2
.

4 )

厂
, + * :

八反
1
一厂

2
一尹

2

八友
2
~ 方

、

反
:
一获

。
二亡

2

厂
: 十护2

八反
2
一户

3
一 * 3

八交
。
一才

2

反
3
一友

‘
二艺

。

厂
。
十护

3

八反
:
一厂

‘
一护

‘

八左
‘
~ 才

3

尺
4
一尺

,
二 0

户
;
+ 护

;

八贾
‘
一广

L
一产

l

八贾
‘
~ 0

由于球面副‘不受力偶作用
,

当给出输出力矩 (负载 ) 时
,

有

(B) 约束方程
:

户
2
二 0

厂
。= 0

及 广
;

·

厅= G

现在的问题在于从上面的方程中确定〔斤
, ,

户
。〕

.

(C ) 结果

现由 ( 2
.

6) 得

户
。
= 户

。
一广

:

将 (2
.

1 5 )式代入 ( 2
.

7 ) 式
,

注意到 (2
.

1 2 )和 ( 2
.

2 3 )式得

( 2
.

5 )

( 2
.

6少

( 2
,

7 )

( 2 8 )

( 2
.

匀。

( 2
.

1明

( 2
.

1 1 )

( 2
.

1 2、

( 2
.

1川

(2
.

14 )
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、.、了.产、..
月

八Ot‘00刁.二,立
司1.

式中

因而
,

凉八 (2
.

16 )得

一。八左
2
= 之

: 一 , 。

八若
:

一 a ~ r Z
一 r 3

(2
.

(2
.

:
6乙2

矛叮、了.、

片
2
~ 户+ 二凉

式中
。八 (才

2
一于

:

八广
2

)
a z

19 )

“ 是待求的未知标量
.

由(2
.

1 5 )
,

(2
.

8) 式分别得

户
。
二户+ x : 一广

:

左
‘
= 户+ x 。一 (艺

2 + 广
3

)

然后
,

将结果代入 (2
.

9 )式得出

石八 (户一若
:

)十 x石八。十 ; ;

八若
。
一厂

‘
= 才

。

式中利用了 (2
.

1 3) 式
,

而且

b= 礼一产
4

因此
,

石
·

(2
.

2 2 )有

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

‘ + 庄 〔才
。
一矛

‘

八广
。
一石八 (户一艺

2

)1

泞
·

石八成
(2

.

2 4 )

式中利用了 (,
.

14) 式
.

如果 (2
.

24 ) 式中泞
·

石八厅笋。则 , 有解
.

一旦求出 二 值
,

则可利用 (2
.

15)
,

(2
.

20 )和 (2
.

1 0) 式分别求出片
。 .

求得 左
: .

然后从 (2
.

5) 式及 (2
.

11 )式中求解广
:

和 厂
‘ .

所求的输入力矩为

F = 厂
,

·

改

巩
,

左
4

从而进一步

(2
.

2 5 )

三
、

R
一

G
一

C
一

H 机 构

图 3 所示为R
一

G C
一

H机构
,

图中成
, ,

风和 厅分别为沿输入回转副 (用
,

输出螺旋副 (月 ,

和圆柱副 (C )轴线方向的单位向量
.

则有

、.产、.尹、,
夕、.尹、,
J、l、矛.尹、,
产

‘.‘O自OJ月性�b6t‘一只�
. .

⋯⋯
nJO口OJO曰O口qUOJod

了.、矛‘
、了.龟、声百.、了.、
J了.、了.、了.、

图 3

(A ) 动态平衡方程

斤
,
一异

:
= 广

:

户
、+ 于

1

八反
,
一厂

:
一沂

:

八反
2
= 之

,

元
:
一户

:
= 艺

2

户
2 + 产2

八户
:

一广
,
一尹

3

八反
: = 宜

:

反
:
一反

‘
~ 艺

、

广
。 + , 3

八贾
:
一户

‘
一九八户

‘= 之
:

丘
‘
一尺

,
= 0

厂
‘

一

卜* ‘八贾
‘
一广

、
一 , 、

八户
, = 0

(B) 约束方程

r
Z
= O

左
。

·

序= 。

厂
。

·

石= 。

( 3
.

9 )

( 3
,

1 0 )

( 3
.

1 1)
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户
;

·

成= G

式中 G 是给定的输出力矩
.

(C ) 结果

首先
,

将 (3
.

3)式代入 (3
.

4) 式并考虑到 (3
.

的 式得
护2

八艺
2 + 改八户

。
一户

3
~ 才

2

式中 ‘= 护 一武

鉴于 (3
.

1 0 )和 (3
.

1 1)式
,

由厅八厅〔八 (3
.

1 3 )」得

百八〔泞八 (;
2

八艺
:

)〕一 (泞
·

‘)厅八虎
。+ 户

。= 泞八 (泞八之
:

)

而由 ((3
.

1 3 ) + (3
.

1 5 ))得

石八斤
3
= 口

式中 石~ 。 ‘了一厅厅)

及 口~ (刀厅)
·

(宜
:

一九八若刁

由石八 (3
.

16 )得

(3 】2 )

(3
.

1 3 )

(3
.

14 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 少

(3
.

1
‘

7 )

(3
.

1 8 )

R
3
=
口八石
b
艺

+ %石 (3
.

19 、

式中
, 二
是待求的标量

.

然后
,

将 (3
.

5 )式代入 (3
.

6 )式得

厂
。
+ 护

3

八反
。
一户

4

一产
‘

八 (斤
。
一广

3

) ~ 才
:

因而
,

由 ((3
.

13 ) + (3
.

2 0 ) )有

若八反
。一厂

‘
= 宜

, 十 宜
:
一产

:

八艺
: 一户

‘

八艺
:

式中 苍= 产2 一九

再将 (3
.

19 )式代入 (3
.

2 1 )式得

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

芒八 (O八句
b
“

+ 蛇八石一厂
。
= 宜

: + 之
3
一产

:

八宕
2
一产

‘

八艺
a

(3
.

2 3 )

考虑 (3
.

r2 )式
,

则由成
·

(3
.

23 )
,

b
Z

(改
2 ·

石八 沙)笋 0

得

战改
:

(‘
:

八艺
: + ‘

;

八艺
3
一方

:
一才

3

)一 G 〕+ 〔成
2

·

〔石△口)五红
护 (反

2
·

石八司
(3

.

2 4 )

则由 (3
.

19) 和 (3
.

2 4) 式可完全解出尺
3 ,

其余参数可通过顺序代入而求得
。

四
、

P 一P 一
G

一

C 机 构

图 4 所示为P
一

P
一

G
一

C 机构
.

图中成
,

夕和 厅分别为沿输入移动副 (P)
,

移动 副 (P) 和输

出圆柱副 (C )轴线的单位向量
.

(A ) 动态平衡方程

左
:
一户

:
= 艺

,

(4
.

1)

r
l

+ 乞八反
‘
一户

:
一九八冲

。
一才

,

(4
.

2 )

户
2
一户

3
= 艺

2

(峨
.

3 )

厂
: + 九八斤

:
一户

。
一九八左

3
= 之

: (4
.

4 )

左
:
一左

4
= 若

。 (4
.

时
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少丫
尸

图 4

厂
3 十礼八左

3
一厂

‘
一八八左

‘
~ 宜

。

(4
.

6 )

尺
‘

一 尺 = 0 (4
.

7 )

厂
;

十汽八反
;

一厂一 , 、

八反
‘
= 。 (4

.

8 )

(B ) 约束方程

左
2

.

夕一。 (4
.

9 )

厂
3
~ 0 (4

.

1 0 )

刀
;

·

百= F (4
.

1 1)

厂二厅= G (4
.

2 2 )

式中 F 和 G 分别为给定的输出力和输出

力矩

(C ) 结果

现由(4
.

1 0)
,

(4
.

5 )
,

(4
.

6 )得
‘八左

‘
一厂

;
= 户

式中 ‘= 九一九

及 户一宜
3
一九八广

:

再考虑 (4
.

1 1 )和 (4
.

1 2)式
,

由 万八 [厅八 (4
.

1 3 ) 1得

F (厅八司 一 (石
·

旬厅八斤
‘
一 G 厅十户

‘
= (泞

·

户)百一户

由 ((4
.

13 ) + (4
.

16 ))得

F 厅八“+ 〔成一 (厅
·

司泞〕八贾
‘
一 G 看~ (石

·

户)泞

石八左
;

= 口

式中 石= 厅八 (‘八厅)

O~ (G 十厅
·

户)百+ F : 八厅

由石八 (4
.

18) 得

(4
.

13 )

(4
.

14 )

(4
.

15 )

(4
.

16 )

、.2、、J、.声、.了行‘8QU
�I)�刁.二寸11么.

⋯
4
月以左一
J
住了

.、叮龟了、了.、了.、

首 口八石
. _

工

I L ‘

=
~ 一几气犷- - 月

一

人 U

O 一
( 4

.

2 1 )

式中 戈
是待求的标量

。

再由扭
.

1 3 )
,

( 4
.

艺1)得

”
‘

一步
: “八 (。八‘, 〕+

二“八‘一’ ( 4
.

2 2 )

现 由 ( (4
.

1) + (4
.

7 ) )得

左
。
一斤

2
= 艺

. + 艺
4

鉴于 (4
.

9) 式
,

由节 ( 4
.

23 )得

户
‘

·

币~ 夕
·

(若
, 十 左

4

)

币
·

( 4
.

2 1) ) 有

(4
.

2 3 )

( 4
.

2 4 )

因而
,

如呆b
‘

(夕
·

石) 沪。则由 ( ( 4
.

2 4 )
,

b
Z

币 (艺
、十 艺

;

) 十夕
·

(石八口)
6
么

(夕
·

石)
(4

.

2 5 )

则斤
‘

和 产
‘

完全可 由 ( 4
.

2 2)
,

( 4
.

2 2 )和 ( 4
.

4 )式求得
,

然后在 (4
.

1 ) ~ ( 4
.

5 ) 式中通过直接代入

从而求得其它的丘和 r
·
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一

五
、

H
一
R

一

G
一
R 机 构

(A ) 动力平衡方程

反
、
一友

:
二艺

、

(5
·

1 )

厂
, 十 , ‘

八元
L
一户

2
一九八元

:
二宜

,

(5
.

2 )

左
2
一左

。
二艺

,

(5
·

3 )

广
2 十 , 2

八尺
2
一厂

。
一礼八尺

3
二宜

:

(5
.

4)

左
3
一左

4
二艺

。

(5
·

5 )

户
3 + , 3

八尺
。
一护

‘
一 , ‘

八反
‘
二宜

。

(5
.

6 )

丘
‘
一反

、
二0 (5. 7)

r
‘+ 礼八反

、
一厂

、
一产

、

八左
、
二 o (5

.

5)

由于球面副 G 不受力偶作用而回转副

不受轴向力矩作用
,

所以有

、,、
‘

少、‘
.

声了、
.

了、.,矛、.户」
O曰n
V�.1

2自O
通江
�
一勺-l人‘J.1,.二门互J‘

.J且工

�
b

⋯⋯
侄了、

,

51匕只ULO
工匕尸O

‘了气口子、了J、了.叮了、
、了,、

(B) 约束方程

护
3

~ 0

r
‘

·

反:
二 G

厂
:

·

杯二 o

( 5
.

10) 所给出的输出力矩假设为 G
.

(C ) 结果

由 (5
.

3 ) 式代入 ( 5
.

4) 式后再代入 ( 5
.

9) 式得

式中

因而由廖八 t杯八 ( 5
.

1 2 ) 〕有

户
: + 凉八反

。 + 护
:
八若

:
二才

2

凉二护
2
一护

3

一厂
。十两八 t杯八 (凉八尺) 〕

式中利用了 (5
.

1 1) 式
.

由( ( 5
.

1 2 ) + ( 5
.

13 ) )得

二杯八〔万八 (宜
:
一尹

2

八艺
2

) 〕

左八反
。+ 矛:

八艺
: + 挤八〔声八 (‘八丘

:
) 」

石八反
。
十 (乒

·

丘
。)杯八‘二穷

~ 之
2
十杯八多八 (且

: 十 , :
八艺办〕

式中

由石
,

( 5
.

2 5 )
,

夕= 之
2
十声八〔声八 (宜

2
一护

:

八艺
:

) ]一护
:
八艺

2

石~ 凉一砰
·

‘)杯~ 环八拼八杯)

解出 (声
·

丘
:
)

:

} (5
.

1 6 )

(乒
·

凤)
石

,

戈

==
~

西万不了
( 5

.

17 )

且 ( 5
.

1 5) 式成为
:

石八左
。= 歹

式中
, 一‘一

(
石

.

戈

杯
·

吞八 b )
‘

( 5
.

1 8 )

(5
.

1 9 )

类似地
,

由 (5
.

5 ) 式代入 (5
。

6) 式得
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式中

因而
,

口八左
4
一厂

‘
~ 方 十 , ‘

八若
。

c ~ r 3
一 r 4

(5
.

2 0 )

(5
,

2 1)

由成
2

八「友
2

八 (5
.

2 的〕得
成:

八〔反
:

八“八户
。

)〕一 G 反
2 十厂

‘
一反

2

八〔改
:

八 (才
。
+ 产

。

八艺
。

)1 (5
.

2 2 )

式中利用了 (5
.

1 0) 式
.

I(5
.

2 0 ) + (5
.

2 2 )〕得

l八斤
: + (成

:
·

尺
3

)反
:

八才= 甘

式中 宕= 么八〔风八 (宜
、+ 礼八若a) 」+ G 反

: 十 A
。十九八广

。 1

l= 反
2

八 (口八反
2

) J

因而
,

由l
·

(5
.

2 3 )得

(5
.

2 3 )

(5
.

2 4 )

(成
,

·

尺
s

)=
成2

·

汀八之
(5

.

2 5 )

且 (5
.

2 3 )式成为

Z八尺
3
= 艺

式中
一. ~ 卜

之 二二二 初
—〔牛李

万 ;

、 伏 2
.

C / 、‘
)
“2

八‘

(5
.

2 6 )

(5
.

2 7 )

由(5
.

18 )和 (5
.

2 6 )我们就可解出尺
3 .

由 6八 (5
.

1 5 )得

(石
·

户
3

)石一护斤
3
一石八亨

由 l八 (5
.

2 6 ) 得

(l
·

尺
。

)1一 1
2
尺

3
= 艺八艺

因而
,

若能解出‘
·

瓦、或吓
·

凤)
,

则凤就可解 出
.

现由〔l
·

(5
.

2 5 )
, b

·

(5
.

2 9 )〕得

吓
·

户
3

)(万
·

石)一 6
2

‘
·

户
。

)= 了八石
·

寸

(了
·

介
3

) (了
·

石) 一 2
2

(石
·

户
。

)= 乙八Z
·

艺

则伍
·

户
3

)
,

(了
·

户
3

)可由 (5
.

3 0 )和 (5
.

3 2)式解出
.

即

(5
.

28 )

(5
.

2 9 )

(5
.

3 0 )

(5
.

3 1 )

。 ” _ Z八石
·

〔b
Z艺一 (乙 l) 歹〕

口
·

n
,

一

—
—

(b八 Z)
z

(5
.

32 )

将 (5
。

32 )式代入 (5
.

2 5)
,

可求出尸
。.

一侯凡求出之后
,

其余待求的未知数可用代入法从

方程组 (5
.

1) ~ (5
.

5) 中求出
.

六
、

结 论

从 上面例子中我们可以看到
,

求解过程的复杂程度完全取决于约束方程
.

我们已对逐步

增加复杂性的问题进行了讨论
.

可以推测
,

沿机构封闭环确定的约束方程的数 目越少
,

问题

就越复杂
.

求解的关键是以动态平衡方程式中 (利用一些约束方程 ) 求出一个或多个形式为
厅八佗= 口的向量方程式

.

式中万是未知数
,

而户值可借助另外的约束方程求得
.

现在
,

我们更清楚地看到
,

利用向量法分析空间机构
,

除清楚
、

简便之外
,

还意味着在

不改变任何符号的情况下
,

直接应用古典力学中最常用的运动学和动力学公式
.

反之
,

对于

其它的数学方法
,

在动力学问题被解决之前
,

需要对古典力学公式作一番新的阐述
.
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