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摘要:  从机械系统的角度出发, 描述了系统中构件间局部接触与构件弹性变形间的耦合关系; 用

多组坐标系描述机械系统中物体的位形; 用分离接触边界法描述物体接触边界间的约束; 通过接

触虚功原理建立了更加广泛意义上的接触系统静力学模型# 作为算例, 将该力学模型应用于内啮

合少齿差行星齿轮多齿啮合问题的研究, 揭示了行星齿轮传动中有多对轮齿相互接触, 获得了其

接触应力分布状态# 通过实验验证了力学模型、计算方法和计算结果的正确性# 

关  键  词:  机械系统;  接触问题;  行星齿轮传动
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引   言

本世纪五十年代以来接触问题的研究得到了极大发展,并在工程中得到了广泛应用[1~ 9]# 

然而以往人们都是在单一的坐标系下描述物体局部区域之间或简单系统的接触问题# 这种描

述方法圆满地描述了仅作平动物体间的接触间题,但在描述力矩驱动下作转动的物体间的接

触问题时遇到了困难# 此时, 一般需另作特殊处理, 如用等效力替代力矩的方法[10]等# 这种

处理方法往往取决于经验和技巧, 处理不当将不能获得满意解# 为此本文从机械系统的角度

出发,建立多组坐标系描述物体之间的接触问题# 用接触虚功原理建立一类描述机械系统中

多区域接触问题的力学平衡方程; 用一组代数方程组描述接触物体之间的约束关系,获得一组

包含力学平衡方程和约束方程的非线性代数方程组,构成求解接触问题的新的力学模型# 本

文最后以少齿差行星齿轮传动为例,求解其边界接触状态和应力分布状态,以验证本文提出方

法的正确性# 

1  建立坐标系#空间任意一点的位置矢量

机械系统中的构件包括刚体和可变形体# 图1中 XYZ 为整体坐标系# 物体 i 为一刚体,

X
i
Y
i
Z
i
为机械系统中任一物体i的物体坐标系, 其原点 O

i
固连于物体 i上, 并随物体 i一起运

动# 此时,机械系统中刚体 i上任一点的位置P 可表示成[11] :
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  r
i
p = R

i
+ A

i�ui
, (1)

其中 R
i表示物体坐标系原点O

i在整体坐标系中的坐标, �ui表示P点在物体坐标系中的局部位

置矢量, A
i表示从物体坐标系到整体坐标系的转换矩阵,它是旋转广义坐标 Hi的函数# 因此

刚体上任意一点的位置矢量可由一组广义坐标 q
i
r = R

i  Hi T 确定# 

图 1 描述刚体 i 的坐标系统     图 2  描述可变形体 i的坐标系统

图 2表示机械系统中第 i个可变形体上第j 个单元内任意点P在物体i变形后的位形# 当

用等参单元网格划分可变形体时, P 点在整体坐标系中的位置矢量[ 12]为

  r
ij
P = R

i
+ A

i
N

ij
( q

ij
0+ q

ij
f ) , (2)

式中 R
i表示第i个物体坐标系原点O

i在整体坐标系中的位置矢量, A
i表示转换矩阵[ 11]

, N
ij为

单元形函数; q
ij
0 表示当物体未变形时单元节点在物体坐标系 X

i
Y
i
Z

i 中的位置坐标矢量, q
ij
f 表

示单元节点在物体坐标系X
i
Y
i
Z
i 中的弹性位移矢量, 则空间可变形体上的任意一点的位置可

由一组广义坐标 q
ij
= R

i  Hi  q
ij
f

T
确定# 

2  机械系统中物体间的接触边界条件

机械系统中物体间的接触边界条件主要包括物体之间互不嵌入条件和摩擦条件# 文献[ 2

~ 5]等将之归结为互补模型, Chen[ 6]和何[7]则将上述条件融入问题的求解过程# 其实质是一

致的# 与以往形式不同, 本文提出用一组代数约束方程描述接触边界上接触点之间的约束关

系(互不嵌入条件); 并用摩擦条件判别物体间的接触状态
[ 6]# 

2. 1  互不嵌入条件

本文采用点面接触物理模型
[ 7]
来描述构件在接触区域的接触情况# 如图 3所示为划分网

格后主动接触体 A 上可能接触节点E 与被动接触体B 上可能接触边界 IJ 的接触情况,本文将

分三种情况讨论之# 

2. 1. 1  开式接触

图3所示为开式接触, 是指在可能接触区域内节点 E 并未发生接触,即在该点处无约束

存在,因此在该处既无约束也无约束反力(接触力)# 

2. 1. 2  粘式接触

当图 3中主动接触A 上的点E 与被动接触体B的边界IJ 上的点H 接触,但不发生滑动时,

点 E与B体上的H 点相粘结# 此时,可假设用以下约束方程表示点H 与E 之间的限制约束关
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图 3 主动接触体上点 E

与被动接触体上边

界 IJ 可能发生接触

系:

  rE - rH = 0, (3)

式中H 点表示E到边界IJ 的垂点, rE表示E 点的位移矢量, rH 表示

H 点的位置矢量# 

2. 1. 3  滑式接触
当 E 点在IJ 上滑动时, 约束方程为:

  n
T
H # ( rE - rH ) = 0, (4)

该式表示在 H 点的法线方向没有相对位移、切线方向自由# 式中

n
T
H 表示H 点法向矢量,表示两物体在该处仅在法线方向有限制关系# 如图 4所示# 

将式(1)和(2)代入(3)和(4),可将式(3)和(4)统一写成以下约束方程组

  C( q) = 0, (5)

式中 q 表示系统总体广义坐标,它由前文中广义坐标 q
ij 组集而成# 

由以上三种接触模式可知:接触点间仅传递力,而不传递力矩# 

2. 2  摩擦条件
前文从几何关系上讨论了接触点间的约束关系, 本节则从接触力的角度讨论物体接触边

界间的接触条件,它们互为补充构成了接触问题的接触边界条件# 

在接触边界上, 假设摩擦是按库仑定律, 即所谓干摩擦# 

图 4  局部坐标系和作

用力示意图

图4为某一状态下主动接触体 A 上的E 点与被动接触体

B 边界IJ 上H 点的接触示意图# 图中 �Pn、�PS分别表示E点在

法向和切向受到的约束反力, 设 Ls 为物体间的静摩擦系数# 

当 �Pn [ 0时, E 点受到拉力作用,这种情况是不可能出现

的,因此在下一次计算中,可认为 E 点与 IJ 为分离状态, 即开

式接触状态# 

当�Pn \ 0时, E 点受压力作用,认为 E 点与H 点的间隙为

零,此时,若 | �PS | [ Ls | �Pn | ,则认为E点与H 点在该时刻处于

粘结状态, E点与H 点之间的约束满足代数方程(3) ;若 | �PS | >

Ls | �Pn | ,则认为 E 点在该时刻正在边界IJ 上滑动# 在计算时

还须判别滑动方向# 

3  建立力学模型

3. 1  分离接触边界法
分离接触边界法即将两互相接触的物体分离,用等效载荷替代接触体间互相作用力的分

布,等效地使系统满足平衡状态# 

对系统中的可变形体划分网格后, 获得系统离散后的物理模型,如图 5或图 6所示# 图 5

和图 6为物体 i、j 在局部接触区域的示意图# 图中用接触作用点处集中力 �P i
1、�P

i
2、�P

j
1、�P

j
2或

�P
i
n、�P

i
S、�P

j
n、�P

j
S替代物体在划分网格前互相作用的分布力�p

i
和�p

j
,其中 �P

i
1、�P

i
2分别为相应整体

坐标轴X 和Y轴方向的作用力与反作用力; �P
i
n、�P

i
S分别为相应接触边界法线n和切线S方向的

作用力与反作用力# 满足:
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图 5 接触点作用力在整体        图 6 接触点作用力在接触

坐标系中的分量 边界切向和法向的分量

  �P =
�Pi

1

�Pi
2

= -
�Pj

1

�Pj
2

或 �P =
�P i

n

�P i
S

= -
�Pj

n

�Pj
S

# (6)

3. 2  含有接触问题的机械系统虚功方程
当机械系统中既含有刚体又含有可变形体时,假设刚体上的主动力和力矩已简化到刚体

质心上,并对系统中的变形体划分网格# 由第1节对多体机械系统中第 i个体上第j 单元的描

述,引入分离接触边界法,并假设系统中有 LC对接触点,此时含有接触问题的机械系统虚功方

程可写成

  6
n
fb

A= 1
6
n
E

B= 1
Q8AB

( RABTDEAB- �fABTDrAB)d 8 - QSAB
R

�pABTDrABds -

    6
L
C

l= 1
�P
lT
D( r

il
- r

jl
) - 6

n
sb

A= 1
(�F

AT
Dr

A
+ �M

A
HDH

A
) = 0, (7)

式中 nf b 表示机械系统中可变形体的个数, nE 表示第 A体上的单元数; nsb 表示系统中的刚体

数; R
AB
、E

AB
和Dr

AB
分别为第A体上第B单元中任一点的应力、应变和虚位移;�f

AB
表示作用于第

A体上第B单元中任意一点的体力; �pAB表示作用于第 A体上第 B单元中任意一点的边界分布

力; �P l表示第l对接触点的互相作用力; r
il表示第l对接触点中属于第i个物体上的那个点的位

置矢量; �FA表示作用于第 A个刚体上的总体外载荷合力, �MA
H表示作用于第A个刚体上的总体

力矩; r
A为刚体上力作用点的位置矢量# 

假设第 l对接触点为系统中第i物体第m单元上的某点和物体j 单元k 上某点相接触# 由

式(1)、式(2)和弹性有限元法对刚度矩阵的推导方法,上式(7)又可写成

  q
T
KDq - Q

T
eDq - 6

L
C

l= 1

�PT
lD( r

im
- r

jk
) = 0, (8)

式中 q = R  H qf
T
为系统总体广义坐标,其中 R和H为对应于物体刚体位移的总体广义

坐标, qf 为系统中总体节点弹性位移矢量, K表示系统总体刚度矩阵, Qe表示作用于系统的总

体广义外力, �P l表示第l对接触点处的互相作用力, Drim表示单元im上接触节点虚位移, Drjk表

示单元 jk 上接触节点虚位移# 由第 2节,根据物体间三种接触状态可获得式( 8)的显示表达

式# 
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1) 开式接触# 开式接触即物体间没有接触, �Pl = 0# 

2) 粘式接触# 将式( 2)代入式(8)可得

  �PT
l #D( r im - r

jk
) = �PT

lCq (stick)Dq = QcstickDq# (9)

由于接触点间满足约束方程(3), D( rim - r
jk
) 恰好为约束方程的雅可比矩阵, 因此式中

Cq (stick) 为粘式接触方程组(3) 的雅可比矩阵; Qcst ick 为广义约束力# 

3) 滑式接触# 当边界上接触点间发生相对滑移时,须分两种情况讨论:

� ) 当摩擦系数 L = 0时,即切向力等于零时

  �PT
l #D( r im - r

jk
) = �PT

nCq (slid)Dq = QcslidDq, (10)

其中 Cq (slid) 为滑式接触方程(4)的雅可比矩阵# 

� ) 当摩擦系数 L X 0时,即切向力不等于零时

  �PT
l #D( r im - r

jk
) = �PT

nn
TD( r im - r

jk
) + �PT

SS
TD( r im - r

jk
) =

    �PT
nn

T
( I + Ld�I )

TD( rim - r
jk
) = �PT

n�Cq( slid)Dq = Q( cslid)Dq, (11)

式中 Ld 为动摩擦系数; n 和 S分别为接触边界法向和切向矢量,如图 4# 

当 �PS > 0时,�I =
0 1

- 1 0
; �PS < 0,�I =

0 - 1

1 0
# 

将式(9)、(10)和(11)代入(8),经过适当处理可得

  q
T
K - Q

T
e + KT�Cq = 0, (12)

式中 K由边界约束力�P i
1、�P

i
2和 �P

i
n、�P

i
S按约束方程的次序组集后取负数获得, �Cq的意义参见式

(9)、(10)和(11)# 方程组(12)与约束方程(5)构成了弹性接触系统更广泛意义上的静力学模

型# 可合写为

  
Kq - Qe + �C

T
qK= 0,

C( q) = 0,
(13)

式(13)实际上为一组以广义坐标 q 和Lagrange 乘子 K为基本未知量的非线性代数方程组# 

4  实验与算例

4. 1  实验与算例概述

现将从实验获得的某些结果与本文计算结果相对照, 说明本文提出模型的正确性和实用

性# 

图7( a)为一少齿差行星齿轮传动示意图,图中 Z1、Z2 分别为对称布置的两外圆柱齿轮,

它们分别与内齿轮 Z3对称啮合# 其中 O1、O2和 O3 分别为三个齿轮中心# 本文选用八节点

四边形等参元网格对系统划分网格,图 7( b)为图 7( a)中 # 处接触区域局部网格放大图# 在

实际传动过程中齿轮 Z1、Z2将分别与内齿轮 Z3 对称啮合并绕 O3 作偏心转动
[ 12]# 其中材料

弹性模量: E = 2. 1 @ 105 Mpa,泊松比M= 0. 3,摩擦系数 Ls = Ld = 0. 1, 其中 Ls和 Ld分别为

静、动摩擦系数;内外齿轮共同的参数: 模数 m = 4 mm,齿顶高系数 h = 0. 8,齿顶高降低系数

R = 0. 04,顶隙系数 c = 0. 3,压力角 A= 30b45c,中心 a = 6. 56 mm,外齿轮的基本参数:齿轮

z 1 = z 2= 57, 变位系数 x 1= x 2= 1. 21;内齿轮的基本参数:齿数 z 3= 60, 变位系数 x 3= 1139# 

4. 2  实验与算例结果分析
本文主要提供以下两方面的结果:
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图 7( a)  行星齿轮传动示意图     图 7( b)  # 处局部轮齿啮合接触区域网格图

图 8  位置 1的主应力图 R1

1) 计算结果显示图 8为当输出力矩为 784 N#m,齿

轮在某一位置啮合时轮齿的接触应力分布状态# 

根据计算获得的接触力可判别此时有三对齿在

#1, #2, #3处进入了啮合# 图 8主要分两部分, 上部分

为主应力图;下部分为应力值标识条# 条的左端趋于负

应力(黑色),右端趋于拉应力(淡灰)# 从图中可大致判

别应力分布情况# 

2) 通过实验和计算结果可分析啮合轮齿对数# 

我们曾对该少齿差行星齿轮转动系统进行了大量实

验,经处理数据获得直方图 9( a)和 9( b), 图 9(a)和 9(b)

分别在输出力矩784 N#m和 1 176 N#m作用下获得# 图

9( a)和9(b)表示齿轮在10个啮合位置上的啮合齿对数 ln

的情况# 图中横坐标表示齿轮啮合的 10个位置, 纵坐标表示相应某啮合位置的轮齿啮合对数

ln# 从实验可知在载荷 784 N#m作用下该范围内有3~ 4对齿加入了啮合;当载荷为 1 176 N#

m时则都有 4对齿啮合# 

  (a) ( b)

图 9 轮齿啮合对数直方图(实验结果)

图 10( a)和 10(b)的基本意义与图9(a)和图 9( b)相同,只是该结果是根据本文提供的力

学模型而编制的计算程序 STATICON计算获得# 
由图 10(a)和图 10(b)可知在载荷 784 N#m作用下该范围内有 2~ 3对齿加入了啮合;当

载荷为1 176 N#m时则也有 2~ 3对齿啮合,只是 3对齿啮合的情况增加# 

实验结果大致验证了计算结果的正确性# 两者结果有一定差异# 但这些差异完全在工程
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( a) ( b)

图 10 轮齿啮合对数直方图(计算结果)

允许的误差范围内,因为计算表明: 即将啮合的第 4对齿间的间隙仅为 7~ 8 @ 10- 3 mm, 它是

由齿轮制造误差、齿间油膜以及计算模型的网格划分等多方面的因素造成的# 

根据常规机械设计原理获得的以上齿轮传动的重合度 E= 1. 031, 说明该少齿差行星传

动系统仅有 1~ 2对齿进入啮合
[12~ 13]# 事实上,实验和计算结果都表明齿轮在实际运行中的

啮合齿对数大于常规设计的啮合齿对数,为此,每个齿分配到的载荷必然减小,说明现行的齿

轮设计趋于保守# 实验和计算结果还表明随着载荷增加, 齿轮系统中的啮合齿对数也有所增

加# 

5  结   论

1) 当用传统的接触问题力学模型求解该算例时,须作特殊处理# 而本文提出的力学模型

则不必作任何假设# 因此本文的力学模型适用于求解工程中更为广泛的接触问题# 

2) 关于内啮合行星齿轮多齿啮合问题早已被工程技术人员所发现, 但未能从理论上加以

论证# 本文所提出的新的接触问题建模方法及其解法,填补了该类问题理论解的空白,经与实

验验证,与实际情况较为吻合# 
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A New Satic Mechanics Model to Solve Contact Problems

in Mechanical Systems
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Abstract: The coupling of the local contact problems between the components and the deformation of

the components in the mechanical system were discovered. A series of coordinate systems have been

founded to describe the mechanical system with the contact problems. The method of isolating the

boundary of contact body from others has been used to describe the constraint between the contacting

points. A more generalized static mechanics model of the mechanical system with the contact problems

has been founded through the principle of virtual work. As an application, the model was used to study

the multi_teeth engagement problems in the inner meshed planet gear systems. The stress distribution

of contact gears was got. A test has verified that the static contact model and the computational

method are right.

Key words: mechanical system; contact problem; planet gear drive
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