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摘 要

有限变形的协调条件在文献中常以 Ri
em an

n 一Ch ri stof fe l张量等于零表达
.

术文应用Ce sa ro 方

法和作者的非线性应变一转动张量分解定理证明上述条件仅是必要的
,

尚不充分保证位移场的单值

性与连续; 文中导出新的一般有限变形的位移协调条件
.

当应变与转动微小时
,

它化为Sai nt 一V ell an t

方程
.

一
、

引 言

如果给定一个物理可能的位移函数
,

它是单值可微的
,

则由它可确定变形体中各点的应

变分量与转动分量
.

然而
,

如果应变分量与转动分量给定
,

这些分量之 间 应 有 什么条件限

制
,

才能保证位移的单值与连续性呢 ? 在经典微小变形理论中
,

上述问题是用S ai nt
一

V en an t

的应变分量的协调条件表达的
.

以后 Be lt ra m i(1 8 8 9) 引用转动分量证明了位移协调条件的存

在性
.

实际上从连续内部开裂
,

出现不连续位移看
,

更简单的直观可以用线段转动的不连续

性表达
.

如下图所示
:
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如 护 咖

(a ) (b )
图 ,

(c)

在图 1 (a) 中是一条物质线
,

当沿 P0 尸
1

开裂为二个自由面时
,

P
。
尸

:

形 成 二 个分支P0 尸 ; 与

尸
。
尸竺

,

二分支线的伸长与转动不相等
; 转动角沿 P0 尸至与 尸

。
尸笙不连续 :

(1
.

1 )

当位移连续性存在
,

则有
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午

-
-

—口s了口‘
:
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(1
。

2

这就是 Be lt ra mi 的位移连续性条件
,

这个条件和 Sa
ln t

一

V e
na rlt 条件等价

.

以下各节
,

我们将

利用C e sa ro 的位移单值连续积分方法 (1 9 06 )[ 参见钱伟长
、

叶开沉
‘2 ’,

冯元祯
f ‘’教本 J来建立

有限位移的功调条件
,

它是 B e lt ra m i型公式 (1
.

2) 的数学推广
.

二
、

有限变形的位移单值连续条件

设 尸
。

(尹
,

尹
,

妒 )为单连通区域内某一点
,

该点的位移 u 。
(交

‘ ,

妒
,

尸 )及转动张量R )已

知
.

设P’ (分
‘ , x 扩 ,

护
,

)为区域中另一点
。

由尸
。

出发沿任一积分曲线求户点的位移
,

。/

一 。。 +

{ (2
.

1 )

应用陈至达的位移梯度分解定理 (参见仁3 〕
、

P

d U

p o

厂4 」)
,

我们有

。,
一 。。+

{
! , ·: , g

。
、% , 一 u 。+

丁(尸: 一jl+ S {)g
‘d 劣

,

(￡
,

尹二 1
,

2
,

3 ) (2
.

2 )

上式S {
—

应变分量
,

R I一
一转动分量

,

g
‘

是在拖带系中沿积分曲线上任一点的泌变丛矢
,

少 },
是矿分量的协变导数

.

在 (2
.

2) 式中
,

下面积分

{:
。
““g

‘
“·‘一

{
L

, , 。
= P, P

。

指尸尸
。

两点间的距离
.

所以有

d s = L
; ; 。

(2
.

3

“‘一 “。一 L
一

+

丁
、:。

‘、% 夕+

! 夕}g ‘d 戈
J

咬2
.

4 、

当连续体作刚性平移时

= O
,

尸 : 一叔

则由 (2
.

4 )知连续体任一点的位移均相同
:

u ‘
= u 。

一L
,

r

; 。 + L
, , 。

= u o

今将 (2
.

4) 式等号右边第一个积分施行变换
,

{
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于是有
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吮州
:

(2
.

5 )

其中

关
,

乙I ;二 S ; 一 (、 J一二‘,

)R {}
‘

自
。

G
’

如果变形体的位移场是单值连续的
,

则 式 (2
.

5 ) 的 积 分 是连续可积的应 与积分途径无

满足完整积分的条件是
:
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U I}, = U ; I
:

联合式 (2
.

6 )与 (2
.

7 )
,

得到

(5 1}
, + R 】{, ) 一 (S 】,

‘+ R : !
:

) 一 (x 寿一二k
‘

)(R 孟I
‘, 一 R 孟l

, ‘)二 0

但由于〔4 〕
,

有

d { + u ‘

}
, = R I+ 5 1

所以得到

宁59

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(s 了一
, + 尸{一

s)一 (S : 1
‘+ R ; !

‘) = u ‘

!
: , 一 “‘

l
, : = ““左东, : (2

.

2 0 )

左朱, ‘称为R ie m a n n 一

C hr is t o ffe l曲率张量

左知
‘二厂耘

, , 一厂氛人
‘ + 厂盆: 厂幻一厂轰

, 厂气
: (2

.

11 )

厂乙
。

是Ch r is tof fe l记号
.

因灵认
, :

是四阶张量
,

在卡氏坐标系中 r 今
,
= 0

,

故有 夫认
, :

二 0 , 此结

果对所有曲线的三维空间坐标系均为真
.

这样根据 (2
.

1 0) 式 证 明位移单值连续条件首先要

求
:

u ‘

}
: J一 u‘

】
, :

= o (左盆
, ‘= o) (2

.

1 2 )

表明位移分量的导数是可交换的
.

但此条件为必要
,

尚不充分
.

考虑 (2
.

8) 式
,

因 (二儿一妙
‘

)

是任意的
,

所以 (2
.

8) 恒为零的条件
,

尚需要求下列条件成立
:

(2
.

1 3 )

这个条件就是 B eh ra mi 型的位移协调条件
;
现在我们用转动张量的导数可交换性表达

,

是有

限变形的一般协调条件
.

对于多连通区域
,

条件 (2
.

1 3 )仍成立
,

但要附加补充条件
,

讨论可参见 L I J
。

三
、

线性应变分量的情况
—

sa int
一

v en an t协调条件

当变形微小
,

应变分量与转动分量为同阶小量
,

令 叫 表 示 应 变 分量
, 。 ; 表示转动分

e }一

合
(“!

,
, + 。‘

,‘, 。 }一

音
(。

·

, , 一“!

,百, (3
.

1)

T 指倒置矩阵
.

容易证明

。 }}
: 二 e {1

, 一 e l}军 (3
.

2 )

T 指 ‘,

j 指标倒置
,

证明上式时
,

需应用位移分量导数的可交换性公 式 (2
.

12 )
.

在卡氏坐

标系中
,

我们可将 峥
.

2 ) 写成

。‘, , ‘= e ‘: , , 一 e
乳

, , 二 e “ , , 一e , : , ‘
(3

.

3 )
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公式 (3
.

3 ) 给出

泊夕
e

l

刁口
一

一

口口
:

一
二二二
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旦旦些
口工

口e : 二

a口
:

口夕

口口夕,

口甲
二

口之

日召少

d 叉

日召
二 :

微小变形的应变分量协调条件可 由以上九个式子导出
.

对凡转动分量的线性化情况

R ; I
‘二 。 { !‘

一般的位移协调条件 (2
.

1 3 )化为 (在卡氏坐标系)
:

(。
‘。, ‘

)
, , = (口 , * , , )

, :

或应用 (3
.

5) 式结果后得到

(e ‘: , 。一 。 。: , ‘

)
, , 一 (e ‘,

, 。一 e 。, , ‘)
, :

所以得到微小变形的协调方程
:

e “ , 。 ,

一 e 。‘, : , = e 。, , “ 一 e ‘, , * ‘ (i
, 了,

k
,
l= 1 , 2 , 3 )

其中仅有六个是独立的
。

(3
.

4夕

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

四
、

结 论

本文的证明是十分有趣的
,

它给经典弹性力学的变形位移协调方 程 作 了 重要的补充论

证
。

(l) 本文证明 S ai nt
一

V en an t 的微小变形协调方程是有限变形协调方程 (2
.

13 ) 的线性化

情况
。

(2 ) M u r n a g li a n (1 9 5 2)
‘吕’

证明 R iem a n n 一

C hr ist o ffel张量 左氛, :
= o 是 有限变形单值连续

性保证 的必要条件
.

E ri ng en (19 6 2 )‘
“’及 其他许多作者都采用这个方程作为有限变形的协调

条件
.

但它的意义是有疑义的
.

G r e e n 与 Z e r
na

〔5 ’在他们的 1 9 5 4年出版的著作中采用了这个

条件
,

但在 1 9 68 年版中删去
.

本文证明 左森
, ‘ = 0 是必要条件

,

但尚不充分
.

有 限 变 形位移

保证单值性与连续性的充要条件是
:

u ‘}, , = 。‘
l

, ‘,

R 孟1
‘, = R 孟l

, :

上述的后一方程是否可化归为前一方程的必要结果
,

当前还没有学者作出证明
.

(3 ) 引用转动分支来表明连续体的位移开裂不 连 续 性 更 具 有 直 观 几 何 意 义
.

这种

B elt ra m i型的协调方程表达式在 目前文献中
,

特别是讨论断裂力学问题有重要意义
,

应以推

广
.
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